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XVIII.1

Soit y : 12~ le plongement gaussien canonique
de 1 2 dans La probabilité cylindrique correspondante sur 1 2
est de type p et de cotype 0, quel que soit p ~ 0. Cela signifie que, sur

le sous-espace y(H) de LP, la topologie induite par coïncide

avec la topologie induite par L’objet de cet exposé est l’é-

tude, d’après Kadec et Pelczynski [2] de tels sous-espaces.

Nous aurons besoin de quelques résultats sur les bases dans

les espaces L p

§ 1. BASES DANS LES ESPACES QUASI-NORMES

Soit E un espace vectoriel topologique. Une suite 

dans E est une base de E si tout élément de E peut s’écrire d’une

manière unique comme somme d’une série convergente de la forme
Co

s a nxni Où (a ) ..-, est une suite de scalâires.~~ ~~~ ~~~ ~~~~~ ~~ 

Une suite lxnineoe dans E est dite suite basique si c’est
une base du sous-espace fermé engendré par les l’on note 

On définit alors des formes linéaires sur [x n J par i

Si E est un Banach, si = 1 ~ n E N, il est bien. connu que

(x , n E N) est équicontinue sur ~x ~. Plus précisément :
n n

Proposition 1 : Soit E un espace quasi-normé complet, une suite (xn)nEWn nE

d’élements non nuls de E est basique si et seulement si il existe une cons-

tante K telle que l’on ait :

pour tous entiers m,q avec q z m et toute suite scalaire *

La démonstration est facile. (1) ne fait que traduire
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l’équivalence (obtenue par le théorème du graphe fermé) de la quasi-norme
initiale avec la quasi-norme définie, si

Corollaire 1 : Sous les hypothèses de la proposition 1 on a : si E est

p-normé

en effet

Définition : Soient E, F deux espaces quasi-normés complets. Une suite

basique (x ) .--. dans E et une suite basique dans F sont dites
GO

équivalentes si pour toute suite scalaire la série E a x 
n

’ 

oo 
n ~, 

n=l ln n

converge dans E si et seulement si la série E a y converge dans F. Les

espaces lxnl et [y n 1 sont alors isomorphes ; si U est l’isomorphisme

de[x ] sur [y n1 défini par Ux = e * n E W , on dit que 

et sont À-équivalentes si ))ut) x.

Les deux théorèmes suivants sont dûs a Bessaga et

Pelczynski El] ils permettent de construire de nouvelles suites basiques
en "translatant" une suite basique donnée.

Théorème 1 : Soit E un espace p-normé complet, x 
n 

une suite basique dans
m n ~~

E. Si la suite E vérifie E = à  1 alors
n n ~, 

n=l 
n n n

est une suite basique équivalente à .
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Soient 1 , n, m des entiers avec n S 1 £ m, on a :

d’où

soit

On a de même sin-’ q :

D’où avec les notations de (1) dans (2) et (3) :

Ce qui prouve que une suite basique par la proposition 1.

L’équivalence de de (2) et (3).

Remarque 1 : Soit V l’isomorphisme de [x ] sur [y ~] définie par
1 

n 
1 ô 1/nV x n = y n9 on a par (2) et (3) ~) P. 9 et 

sont donc (’"T~ équivalentes.
Théorème 2 : Soit E un espace de Banach et (xn NEIN une suite basique
dans E telle que lxn] est complémenté - c’est-à-dire qu’il existe une

projection U de E sur [x ] - alors est une suite dans E vérifiant
n n n ~,

alors (yn)nC IN est une suite basique et ~y ~ est complémenté dans E.
" i; nElV n
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D’après le théorème 1, comme 1, ( y ) n nE N est une

suite basique équivalente à (xn)nE:N . *

L’ opérat eur A : E - E, déf ini par :

est un isomorphisme de E sur E ; 9 en effet d’.où

A est donc inversible. De plus Ax ~ y ; ° l’opérateur A U A 1 est donc
n n

une projection de E sur Cy n ].

Remarque 2

-eompîémenté, alors

§ 2. APPLICATION AUX ESPACES Lp

Dans toute la suite, 0 désigne un ensemble, 0 une tribu

sur cet ensemble, et g une probabilité sur cette tribu. Pour simplifier
nous noterons Lp l’espace p ~ 0. Nous noterons 1 A la
fonction indicatrice d’un ensemble A, et si f est une fonction sur 0 ,

~f &#x3E; a~ est 1 f(w»a}.Nous dirons qu’un sous-espace R
de Lp "a la topologie de Loit e si sa topologie est induite par la topolo-

gie de L° ; cela signifie que la restriction à R de l’injection canonique
LP - L° est un isomorphisme d’e.v.t. ; ; cela peut s’écrire :

Si on pose e = inf (a,~) , on obtient une condition qui suffit encore à

assurer que R a la topologie de ’G° : 1 .
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Cela nous conduit à introduire une classe de parties de Lp : on pose

si p &#x3E; 0 et e &#x3E; 0

La proposition suivante montre que pour un sous-espace de Lpy "avoir la

topologie de L°" équivaut à "avoir la topologie de Lq" pour un q  p.

Proposition : Soit A une partie de LP(p&#x3E;o) . Les propriétés suivantes

sont équivalentes :

1ii) * q  p, il existe une constante Cq telle que

iii) 3 q  p, et il existe une constante Cq telle que

Démonstration

Supposons que l’on a

alors si on pose
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Par l’inégalité de H81der, on a :

soit

d’où avec (5)

Mais a t MP signifie quee

d’où nécessairement (a / 0)

on a donc finalement

Lemme 1 : Les cônes MP ont les propriétés suivantes (p &#x3E; 0) :1 F- °

Lemme 2 : : Soit p &#x3E; 0, soit suite d’éléments de a, ’ deux à
deux disjoints, une suite dans LP telle que ))u )) = 1 etn n p
un = 1A 

n 
un pour tout entier n. Alors est une suite basique dans
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Lp, 1-équivalente à la base canonique de 1~. De plus si p 1 1, [u n ] est

I-complémenté dans Lp.

d’ où la première par-

t i e de l’énoncé (avec 
7~C 

~~ - 1 pour tout ent i er n) . S i p:2: 1, soit
n

u’ E Lp 
t 

telle que
n

00

si on pose * x E LP Px = s u’,xI &#x3E; U , on vérifie aisément que P
. n=l 

n 
n 

n

projette Lp et que ~~P~~ = 1.
n 

Nous pouvons démontrer le principal résultat, de ~2~ .

Théorème 3 : Soit une suite dans Lp avec p &#x3E; 0 (resp : p z 1)

telle que, pour tout e &#x3E; 0, l’ensemble tx n’est pas inclus dans MP.
n c

Alors pour tout ô &#x3E; 0, il existe une suite extraite yk = x k 
telle que

yk .. , ,
est une suite basique (1 + Õ) équivalente à la base canonique

de 1P (resp : et telle que ~y ~ est (1 + b)-complémenté dans LP).

Démonstration On va extraire de (x )  une suit e "transl atée" d’une2013201320132013201320132013201320132013 n nC~
suite basique qui vérifie les hypothèses du lemme 2.

Si x E Lp, la fonction d’ensemble est

absolument continue par rapport à p ; ; soit TI positif donné avec

On peut construire par récurrence une suite extraite de

et une suite d’ensembles A’ dans GL tels que :
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[On utilise pour cela le lemme 1 : 1 c assure l’existence d’éléments
vérifiant (4) et (5) , 1 a et 1 b permettent de choisir n 1  n 2  n3’" ]

On pose alors

soit par (4) et (5)

(6) entraine en particulier que

vérifie les hypothèses du lemme 2.

On a donc si p z 1

d’ où par (6) et ( 7) , comme ~~,

et avec les notations du lemme (2) :
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De même pour

d ’ où

ne dépendent que de p ; on obtient donc le résultat dès que ’.

Enfin il suffit de se référer aux remarques 1 et 2 pour

prouver que si Q est assez petit, la condition de l’ énoncé relative à ô

est vérifiée.

(Proposition 3 : Si 0  p  2, lp n’est pas de type p.

Démonstrat ion : ° 
1 
la base canonique de lp, 1 une

suite stable d’ordre p. Si 1P était de type p, on aurait :

pour toute suite scalaire 1
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Or la condition ne suffit pas en général à entraîner la

convergence p.s de en effet

équivaut à prop. XXVI. 0 3.3). 0

Proposition 4 : Soit p E ]0,2[ (resp. p E [1,2[) et R un~ 

fermé de Lp. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
a) R est de type p.

b) R ne contient pas de sous espace isomorphe 1 p

(resp. b’) R ne conti ent pas de sous espaces complémenté isomorphe à Ip) .
c) R a la topologie de La.

Démonstration : i

a) ~ b) résulte de la proposition 3

b) ~ b’) est trivial a

b’)# c) résulte du théorème 3.

c) ~ a) a été démontré précédemment (cf. [3J prop. 2) ~

Remarque 3 : Comme 1.2 est de type 2, a ==~ b est faux pour p ._ 2. D ~ aï 11 eurs

on ne peut obtenir de caractérisation analogue à la proposition 4 qui ne

fasse intervenir que la structure de R à. une isomorphe car, par

exemple, &#x3E; n’a pas la topologie de L (~0~l]~dt)!) contient

un sous-espace fermé qui lui est isométrique et quî a la topologie de
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