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(suite)
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XXVII.1

Considérons un espace de Banach ~ de dimension N et un

espace euclidien E de même dimension$ Si 1 est un isomorphisme algébrique
de sur E , l’image I(Ùô ) de la boule unité de d6 est un corps convexe de

E, que no~d~ noterons encore 0 Si on munit E de la norme définie par

la jauge d,: ~~ , , 1 est alors un isomorphisme isométrique de É sur E ; on

dira que dans ces conditions E est une réal ïsatîon du Banach ec

Quitte à faîre des transformations qui sont des isométr~~s

d’espaces de Banach, on peut obtenir pour la disposition qu 11 indique le

lemme 2 0

Notons r~x) ~ il x li ’ et si x E F , sous-espace de EN de
dimension n donné par le lemme 2, posons

D’après le lemme 2, on a donc :

et

On va maintenant se placer dans F . 0 Soit S 
n 

sa sphère unité. On considère
. n n 

" 

’

1 1 ensemb 1 e . ill e:’1(r) , ci- voisinage de l’ensemble Lr(x) = Par

conséquent, pour tout point x o (noté plus simplement ~,’E1) , il

existe un point Xo de l’ensemble (r(x) " = C n (r)) tel que E1 ’

On a :

Posons cr.&#x3E; e (e. dépend alors de n) rIn 0 1 "

D’apiès le lemme 1, pour E 2~ il existe un sous-espace F k
(de dimension k) de F tei que tout point de S k se trouve à une distance
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inférieure ou égale à e 2 de l’ensemble 
2 k

La dimension de Fk est fonction de n, Eo, e2e et est donnée

par la formule :

On va montrer que la distance entre Fk muni de la norme induite par &#x26;
et F k muni de la norme euclidienne est inférieure à e.

On a vu que pour tout x E on avait
1

on va faire, pour simplifier les calculs, une transformation de la norme

euclidienne ; on remplace lix 11, Il x IIE On notera il Il la

n

nouvelle norme euclidienne. On pose

soit S’ la nouvelle sphère unité.

Après cette transformation, tout point de ù’ vérifie

et tout point de S k est à une distance inférieure ou égale à c de MI.

Soit x E (1 - c o )ù’ , On peut poser x = (1-£ 0 )y, y E ù’ , et

on a :

Or, d’après @ , on a
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Donc x E Ó6 , boule unité du Banach. 0 Donc (1 - £ o )~, 1 5

et, pu 1 sque É est convexe, on a aussi

D’autre part, puisque tout poînt x de SI est à une distan-

ce de îI’ inférieure à un homothétique de rapport convenable de conv 211 g

contient ~S’ . Soit 1/ ~ le rapport de cette homothétie. Si l’on considère

une section convenable par un s.e.v. de dim 2, on a la figure suivante

On en déduit que :

On a donc : 1

et

Considérons z 0 F s On a r( z) - 1, et 1 ~ Considérons les

éléments Fi F pour lesquels on a llz Il &#x3E; -1 1- e Il existe x E
v 

~ 
~, 

1 - ~ ~ - ~~ 0

tel que et tel que

v

soient voisins à moins de

E2, c’est-à-dire

Puisque
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On considère l’espace de dimension 2 engendré par z et x .
o

Soit ~ la droite joignant z à x 
0

Soit t x la distance de 0 à A ; soit s la distance de x 
0 

à ~7~z~ . Soit

On a s  e2 -,201320132013 . . car la distance de xt à zl est infé-
2 1 - E 0 

’

rieure à c., donc il en est de même de la distance de x’ à et le

rapport de l’homothétie qui fait passer de x’ à x 0 est inférieur à 1 - e0, oo o - c
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D ’ autr e part, puisque Ua est convexe, + ( 1 1
o

lorsque À  0 (c’est-à-dire à droite de x 
0 

sur la figure) o Considérons

d’abord le cas où la distance t de 0 à L est atteinte en un point situé

entre x et z ( c’ est-à-dire 0 ~ 1) ~ s Alors cette distance est certaine-
0

ment supérieure à la distance de 0 à la droite 6’ ~.. t z’ et XI’~~ rg~2" 0t’ = ~l cq ° 2 la cas oàcette dernière vaut t’ =- V 1 - -= ~ On a donc t ~ ’,1 - T’ Dans la cas où

elleest atteinte pour un X  0; soit y le point correspondant. Puisque

~ est convexe, on a 1, et, puisque 1, (1 - c )8’ on a
0

F-0). Cette dernière condition sera toujours vérifiée si
o

Par ailleurs, on a

On en déduit que, spi £2 vérifie (I)

D’où : -.,

et
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d’où.

c’est-à-dire

Or on sait que il

Si l’on veut que rr z If s; 1 + ~ E , il suffit donc que
o

d’où

Comme on a certainement X à 1 - e2 il suffit, pour que la condition @2y
soit vérifiée, que l’on ait

et dès 1/2, il suffira que

On vérifie aisément que la condition 3~ implique la condition . Par

conséquent, lorsque est vôrifïée, on a
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Comme d’autre part on sait que 1, on en déduit que la distance de

F en norme euclidienne à F en norme r(x) est majorée par 1 + 2eo.
k k o

Ceci achève la démonstration de la première partie du
théorème.

Il reste à montrer que la dimension k du sous-espace

considéré tend vers l’infini avec n. Nous allons pour cela utiliser la

seconde partie du lemme 2 s

On a vu que, pour x E E , y
n

On en déduit aisément que

Or, on peut montrer que

Posons Si nous montrons que : 1

on en déduira que

et donc que

Or, pour cela, il nous suffit de montrer que : .
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Nous allons donc montrer le lemme

Lemme 3 : (Dv~oretzky-F~.g~el) Soit, dans la situation du théorème, et

avec les notations R, = -~ 

1 
. Alors R = o(~n), lorsque n - -.avec les notations, R 

n =-F~720132013r ’ . Alors R 
n 

= o(Vn), lorsque ’ 
n c r ) 

» 

n 
’

n oo

Démonstration : Posons :

où Fi ny , déjà introduit, est la mesure n - 1 dimensionnelle sur S . On a :
n n

Posons en outre :

Il est aisé de vérifier que

En effet, l’inégalité de Bienaymé-Tchebycheff permet d’affirmer que :

Pour démontrer le lemme, il suffit donc de vérifier que M = o(Fn). En
f ait, on peut même montrer que

Nous nous limiterons à la démonstration de la première assertion, et

nous renvoyons à [4] pour la seconde
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Considérons la fonction f 
n 

E ’ n ~ 2, ’ définie par

et on pose

On va d’abord calculer 1 en coordonnées sphériques. On a : i
n

et donc on a :

e Or on sait que t

Pour achever la démonstration, il suffît donc de montrer que In est
bornée. Pour cela, posons :
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Montrons que

d’où

On a :

dt, après intégration par parties.

Donc ; .-

On va montrer que 1 y en tant que fonction de u, est bornée. Pour cela,n

on décompose In en deux morceaux :
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du s t, donc I2 est convergente dès que n ~ 2 e Puî s ue
n 

g

du £ 1, l’intégrale est une fonction décroissante de n, ce

lui achève la démonstration du lemme 3, y et celle du théorème.

Nous allons maintenant donner une application du théorème

de Dvoretzlçy en démontrant u~: résultat dû à J. n Lindcnstrauss et

L. ’~aaf~ïrï ~,3~ :

Théorème : Un espace de Banach dont tous les sous-espaces fermés sont

complémentés est isomorphe à un espace de Hilbert.

Rappelons tout d’aborà qu ~ un sous-espace F d ~ un espace de

Banach &#x26; est dit complémenté s’il existe une projection de ~; sur F.

Nous admettons le lemme suivante dont la démonstration peut
être trouvée dans :

Lemme 3 : Soit E un espace de Banach dont tout sous-espace est complé-
menté Alors il existe À ¿ 1 tel que tout sous-espace de dimension finie

soit l’limage d ~ une de norme inférieure ou égale à ~, ~

Nous aurons également Lesoin du lemme suivant :

Lemme 4 : Soit e un espace de Banach vérifiant la propriété suivant
il existe un nombre P tel que tout sous-espace F de dimension finie n de

~ se trouve à une distance inférieure ou égale à p de l’espac.e euclidien
2
n

est isomorphe à un espace le Hïlbert. v

~emonstrat ion : i On peut plonger e dans IVultraproduit de ses sous-espaes
de d,»m,-,ris3on finie, qui-, d’après est isomorphe à un ultrapro-

d’espaces de Mais up ultraprôduit d’espaces de Hilbert est

lui-même isomorphe a un espace de iijibert~ d’où la conclusion. (Voir

CL aussi 1 r ’- 2 .J .., pou ~,- 
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r monstration du théorème : On suppose &#x26; de dimension infinie y sinon il

n’y a rien à démontrer. Soit X la constante donnée par le lemme 3. Soit

B un sous-espace de &#x26; de dimension n, et posons

On veut montrer, pour pouvoir appliquer le lemme 4, que l’on peut majorer
a par un nombre indépendant de n.

Nous reprenons les notations de [3]. Soit Q une projection
de E sur B de norme inférieure ou égale à X. D’ après le théorème de

Dvoretzky, il existe un sous-espace C de (1- Q)e ( où 1 désigne l’ identité~

tel que l’on ait :

(On peut appeler C supplémentaire de B relativement à la projection Q) .

Il résulte de (1) et (2) que B et C sont isomorphes ; on

peut trouver un isomorphisme T de B sur C tel que l’on ait :

pour tooEx G B.

Notons D le sous-espace de e constitué des éléments de la

f orme :

1 6 2
ou = 2 À 0

Soit P une projection de norme inférieure ou égale à ~, sur D. Tout

élément de D se décompose donc en la somme d’un élément de B et d’un

élément de C. Soit V = QP T, opérateur de B dans lui-même. Montrons que
l’ on a,, pour tout x E B :
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r,.-~ peut dé composer, par hypothèse :

Il s’agit donc de montrer que :

Or, y puisque y E B, Qy = y, et , par construction, on a Q T _ 0.

On en déduit l’inégalité annoncée .

On a donc :

D’autre part, pour tout x E B, on peut écrire :

Or, si l’on remarque que

on déduit de (3) :

On peut donc écrire :
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Cette minoration n’a évidemment d’intérêt que lorsque

D~ autre part, d’après (2~ , il existe un isomorphisme ~t

de C sur 12 tel ue pour tout y E C on ait :
n 

P Y

Considérons l’espace de’ Hilbert 2 q~ 2 muni de la normeConsidérons l’espace de Hilbert 12 12 muni de la normen n

et considérons l’opérateur t de B dans ¡2 $ ¡2 défini parn n

D’après la définition de la norme, on a :

Et, toujours la définition de la norme de

On va considérer deux cas.

- Supposons d’abord que l’on ait
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alors

- Si l’on a

puisque li = 26~2 ~ on peut écrire spuisque p. = 2 X ~ on peut écrire :

On a donc finalement : 1

, 
A 2

Par conséquent, T est un isomorphisme de B sur 12. Si l’on avait :Par conséquent, T est un isomorphisme de B sur 
n 

Si l’on avait :

On pourrait écrire :

et la distance de B à 12 serait inférieure à ce qui contredit l’hypo-
, 2 

n

thèse d(B,l2) = a. On a donc : 
2’ q YP

’n

et

d’où

ce qui achève la démonstration du théorème 2 s
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