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XXTI-XXIII.1

Dans cet expuesé on donne une généralisation et une nouvelle présen-

tation de divers résultats de B. Maurey [2].

Nous appellerons IR-treillis un espace vectoriel L sur IR,
réticulé, normé, tel que |x| < lyl = Hx” < Hy” pour X,y € L. Un sous-
espace I de L sera appelé idéal si x€1, y€L, |y| < |x| = yfI. L'idéal
I(al,..
x| < x(lall P Iakl)}. Un opérateur borné h : L - M d'un R-treillis

.,ak) engendré par al,.‘.,akEL est donc {x €L ; il existe A€ ]R+,

dans un autre sera appelé homomorphisme si on a h(x") = h(x)" pour x €L
(et donc h(xUy) = h(x)Uh(y) pour x,y €L) ; si, de plus, la cloéture de
1'image de h est un idéal de M, alors h sera appelé homomorphisme fort.

¥*

* * 3*
L'opérateur h : M -~ L est alors un homomorphisme fort, et i'image de h

’ * ’ 3
est un ideal de L , comme on le demontre facilement.
N s . .
Les deux exemples suivants seront tres utiles pour la suite

- Soient L un IR-treillis complet et aEL+, aZ 0. Sur 1'idéal I(a)

on définit une norme en posant

”x”w: inf {A € R ; [x] s?\H—a-]-i }

On a évidemment ||x|| < ”x”m, et Ha” = Ha”co . De plus, on vérifie aisé-
ment que (I(a), I ”m) est un M-espace avec unité (l'unité étant a/l|lall) M
et donc que son complété est isomorphe a un espace d (S) pour un certsin

espace compact S. L'application identique de I(a) dans L se prolonge donc

en un homomorphisme fort h : G (S) - L, Hh” = 1.
- Soit, par ailleurs, t une forme linéaire = 0 sur L, “t“ = 1 telle
que t(a) = Ha“ (il en existe, puisque si uEL%, Hu“ =1, u(la) = ”a”, on
peut prendre t = |u|). On définit sur L une semi-norme en posant “x”,1 = t(lx‘)ﬁ
On a le”l < ”x” , ”a”lz ”a” . De plus, (L, 3\ ";) est évidemment un

L-espace [1], et donc son complété est un espace Lt L'application identi-

que se prolonge donc en un homonomphisme fort h : L - Ll, Hh” = 1.
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Dans l'espace réticulé des applications de R" dans IR, les applica-

tions coordonnées x xrl engendrent un sous-espace réticulé ‘fn.

RERRE

Un élément de °@n sera appelé '"terme'" et noté t(x .,xn). Autrement dit

17
un terme est une fonction de R dans IR obtenue a partir des fonctions
Xyy ey X par composition avec l'addition, la multiplication par un sca-

laire, et les opérations U, . C'est évidemment une fonction continue,

homogene de degré 1 (t(?\xl,...,kxn) = ?\t(xl,,..,x ) pour A€ R ), et il

existe un réel M> 0 tel que lt(xj,...,xn)l < M(lxll U...U ‘xnl) quels que

soient x_,...,Xx € IR. Enfin il est clair que si L est un espace vectoriel
1 n

réticulé sur IR, chaque terme t(xl,...,xn) définit une application de

n

L - L.

Théoreme 1 : Soient t(x ,,...,x ), u(x,,...,x ) deux termes tels que

—_— 1 n 1 n

t(xl,...,xn) < u(x .,xn) quels que soient X ,....,X € IR. Si L est

EE
un espace vectoriel réticulé sur IR, on a t(xl,...,xn) < u(xl,g...,xn)
quels que soient xl,..,,anL.

Nous ne démontrerons ce théoreme que dans le cas ou L est un espace
vectoriel réticulé normé sur IR. Notons également que le résultat est
évident lorsque L est un espace de fonctions (c'est-a-dire un sous-espace
réticulé de ]RS, ou S est un ensemble quelconque.)

Soient alors al,...,aHEL ; on pose a-= |a1| + ooee Ianl‘, b:f(al,...,an),
c:u(al,...,an). Alors b,c €I(a), et, si b £c, ona (b=-c) #£O.

or (I(a),“ “m) est isomorphe a un espace de fonctions (sous-espace réti-
culé de B(S)) et donc H(b—c)+”m= 0. D'ou la contradiction cherchée
puisque || (b-¢)*|| < ||(b-C)+“m .

c. q. f. d.

Soit maintenant f(xl,...,xn) une fonction continue réelle sur ]Rn,
homogene de degré 1. On lui associe canoniquement, pour chaque R-treillis
complet L une fonction de L" dans L, notée également f, de la fagon sui-

vante : il existe une suite tk(xl""’xn) de termes telle que l'on ait

1
¥ - —_
(%) Itk(xl,...,xn) f(xl,...,xn)| < K | x

quels que soient X ,...,x € R ; en effet, si S_ est la sphere unité
1 n n

de l:, les termes forment un sous-espace réticulé de Q(Sn) qui sépare
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les point= et contient la fonction 1 (représentée par ]x1|U °..lenl),
donc qui est dense dans @(Sn)° D'ou une suite tk(xl,..,,xn) telle que

.,xn)| < JE sur Sn’ et on a le résultat cherché

Itk(xl,”,.\n)-—f(x ;

100
par homogénéiteé.

1

On a donc Itk(xl,,,,,xn)--tk+ (x1’°°°’xn)l < ;E:T |X1IU°"U‘xn‘ poui

1

Xype0nsX € R, donc aussi pour x,,...,x €L d'apres le théoreme précé-

dent. Dans ce dernier cas, on a

1

(x ,ooc,xn)” < F“ lxllu...lenI ”

lltk(xl,..,,xn)-‘t

k+1 71

ce qui montre que la suite tk(x1’°°"xn) converge dans L vers un élément
noté, par définition, f(xl,,,.,xn). On vérifie immédiatement que cette
définition de f(xl,...,xn) ne dépend pas de la suite tk choisie satis-
faisant (%), f est une fonction continue sur L™ (limite d'une suite de
fonctions continues sur Ln, convergeant uniformément sur les parties
bornées) .

On a de plus

Soient f,g : R"™ - R continues homogenes de degré 1 telles que
f(xl,...,xn) < g(xl,...,xn) pour X ,...,Xx_ € R. Si L est un R-treillis

complet, alors f(xl,...,xn) < g(xi,...,xn) pour x,,...,x €L.

On choisit deux termes t, u tels que
It(xl,.,,,xn)-f(xl,.,.,xn)l < e (|x1|U...U|xn|) "
‘u(x1’°°”xn)"g(x1’°°"xn)| < e (|x1|U...U|xn|)

pour xl,..,.,XHEL° C'est possible par définition de f, g dans L. Si on
pose t' =t - 8(‘X1’U-'-Uixn|)y u'-u- e(|x1|Ll.,,U|xn|), on a, par hypo-
these t'(xi,a..,xﬁ) < u‘(xl,,..,xn) quels que soient x,,...,x € R,
donc aussi dans L. D'ou f(xl,,..,xn)- 25(|x1|LJ..,U|xn|) < g(xl,...,xn) +

+ 2e(|x1|U ..U Ixn|) pour X ceaX € L, et on a le résultat cherché

1’7
puisque & est un réel > 0 quelconque. c. q. f. d.
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Si h : 1 - Mest un homomorphisme de IR-treillis complet, on a
h 1’(xl, “oo ,xn) = f(hxl, o ,hxn)
pour X, ..., X €L, f étant une fonction continue homogene de degré 1.
L'espace des pulssances plemes d'éléments d'un IR-treillis complet L.

Soit p un réel >0 ; pour x€ R, on pose xP = lx‘psgn(x). Dans L on

définit les opérations x & y = (xP+ yp)l/p, A¥X = Kl/px pour x,y €L,

A€ R. On vérifie aisément que L muni de ces opérations et de 1l'opération

(x,¥) - xUy (inchangé& est un IR-espace vectoriel réticulé qu'on dési-
gnera par L(p) et qu'on appellera l'espace des puissances plemes d'éle-

(p)

ments de L. Lorsque a € L sera considéré comme élément de L , on le notera

p p

a® ; cela permet d'écrire la somme a’ + bP et 1le produit par un reéel raP.

Proposition 1 : Soient p un réel =2 1, et T une forme linéaire = 0 sur
(p)° Pour x € L, on pose ”x”T: T(|x|p)1/p. Alors || HT

l'espace réticulé L
est une semi-norme sur L et le complété du IR-treillis (L, ” ”T) est un

espace P,

vn a immédiatement ”7\ x“T = |7»| “x”T pour A € R, x € L. Pour l'iné-galité

triangulaire, on note que si a,P € lR+ , aq+|3q =1 (-11; + i— = 1), on a

lax + By] < (|x[P4+ |y|Py2/P

pour x,y €L (car cette inégalité est vraie pour x,y € R). Donc, dans

L(p), on a |ax+(3y|p < |x|p+ Iylp soit |x+y|p s—l- |x|p+—1- |y|p ;

P 5P
.. 1 1

puisque T est une forme linéaire = 0, on a T(|x+y|p) < —p— T(|x|p)+—5 T(|y|p).
a B

Il Iyl
Si on pose al - T ﬁq = I

il lslly

, on trouve
lxll g+ Nyl

fixeylly = Mxlig« vl
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Pour voir que (1, tl 1 .} est un espace Lp, il suffit de vérifier que, si

5
i

cyet, ona X2 IxI2flyIB= ixuylll (731 ou (4D,

Or, si x,y €L, on a ‘xi + ‘yl > (lxip~+|yip)1/p > ‘lele‘ (car ces
(p)

inégalités sont vraies dans JR). On a donc, dans L

(xl+ IyDP 2 [xIP 4 |y!® = (xl u lyD?
et il suffit d'appliquer T aux trois membres pour obtenir le résultat.

c. q. f. d.

Opérateurs de type €£p et >p.

Soient E un espace .e Banach, L un IR-treillis complet et 1 <p <,

Un opérateur (L : E - L est dit de type =2p s'il existe K> 0 tel que

i/p
” (Iu}(llp+o..+|uxn|p) ”

[TAN

K Clixg 1Bl IPY/P

pour x1,,”,xn €E , n€ WN. La plus petite constante K possible sera notée
K(p) (L) . Si UL n'est pas de type 2p, on pose K(p)(UL) = + », Evidemment
kP W = Ul et kP W - Nl

Un opérateur V : L - E sera dit de type sp s'il existe K> 0 tel que
1

- p 1/p _ =
( “ijﬂ +°.,+”Vxn“ ) < K “(Ix1|+peo.,+|xnlp)pu

pour xl,.”,XHEI.-, né€ N. La plus petite valeur de K possible est notée

K(p)(V) ; si V n'est pas de type <p, on pose K(p)(V) = + o,

On a K(p)(V) > |lv]] et K_(v) =|[vli . un R-treillis L est dit de type
zp (resp. <p) si 1'identité iL : L -~ L est de ce type. On pose
(p); (p),. X st
K Il = K = . . ! = 8 ©
(L) (1L) et l‘((p)(L) K(p)(lL) par définition. Pour p' = p (resp

p' <p) les espaces L° sont de type =2p (resp. <p) avec 1 comme constante.

Théoreme 2 : Soient E,F des espaces de Banach, L un R-treillis complet,

(L: E -~ L un opérateur de type zp, V : L - F un opérateur de type <p
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et I 1'idéal de L engendré par 1'image de WU. Il exisve alors une semi-
norme ||'l,LH sur I telle que le complété de (I, ”'ll” ) soit un espace LP
et terte que Ul = x®w, vl <k Rl IVl sont
les normes des operateursu E - (I, Tl'u,” V@ (I, HUI' ) - F)

On peut supposer K(p)(u.) = ( )(V) = 1. D'apres la proposition 1,

il suffit de trouver une forme linéaire T=20 sur I p) telle que

T ( |UX|p) < qup pour tout x€E ; T ( |§|p) = ||V§||p pour tout € ¢1I.

(p)

Comme I(p) est un espace réticulé et que tout élément de I et majoreé

en valeur absolue par |llx1|p Feeo |an|p pour x X €EE (car I

EE
est 1'idéal engendré par l'image de LL ), on voit qu'il suffit que,

quels que soient x .,meE, §1,...,§n€I tels que

1’

(%) lux1|p+...+ |uxm|p 2 |§1l+...+ |§n|p ,
on ait lx I oo llx P = fve, 1P oo flvs, I
1 1

Mais, d'apres (*), on a dans Il (IUx1|p+...+|an|p)p||2” (|§1|p+...+|§n|p)p Il

d'ou la conclusion d'apres les hypothéses faites sur W et V.

c. q. f. d.

Corollaire 1 : Soient E un espace de Banach, L un IR-treillis complet.

1) Si WL : E - L est de type =2pet si L est de type <sp, on a la
factorisation WL =h o W', ou W' est un opérateur de E dans un espace
P(q,p, Hu |l < K(p)(u) , et h un homomorphisme fort de tP(q,p) dans L,
IInl]l = K(py (1)

2) Si V: L - E est de type <pet L de type 2p, on a la factorisa-
tion V = V'e h, ou V' : LP(q,u) - E, [lv'] < K y(V), et h:L - P (q,p)
est un homomorphisme fort, ”h“ < K(p)(L)

Conséquence immédiate du théoreme 2, en posant U= i oU, V:=-Vo i,
ip étant 1'identité sur L.
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Corollaire 2 : Pour qu'un R-treillis complet 1. zo0it isomorphe a un espace

Lp(Q,p) (c'est-a-dire pour qu'il existe un opérateur borné L - LP(Q,p)
bijectif qui soit un homomorphisme de IR-treillis), il faut et il suffit

que L soit a la fois de type <p et 2p.

La condition est évidemment nécessaire. On voit immédiatement qu'elle est

V=

suffisante en appliquant le théoreme 2 avec Ul = i L®

L ’

Proposition 2 : Soit 1L: L - M un opérateur 20, L et M étant deux R-

treillis complets. Alors

1/p , 1/p
I' (|llx1|p Foeot lllxnlp ) ll < “1L“ ||( |x1|p+...+ |xnlp) ”

quels que soient XyseoesX € L, p=1.
Montrons d'abord la

Proposition 3 : Soit L un IR-treillis complet, al,...,an €L et p,g=21,

l4~£ = 1. Alors
P q

1/p

(|31|p+a-~=|an|p) = sup {a,a teeota @ a ,.,,,ané IL|a1|qﬁ“+|an|qsl}

171 1
On a (la Ip+ +|a |p)1/p > i l lq +|a lq = 1 (car
1 e oo n a1a1+.o.+ anan S1 al +oe e n =

cette inégalité est vraie lorsque Ayyeeeyal décrivent IR).

Inversement, soit (a;,.,.,al) (i=1,2,...) une énumération des n-uplets
de rationnels tels que |aﬂﬂ...4a;|q <1, et posons
J

i i
tj(xl"°"xn) = ?gg @X) + ot @ X

Les tj forment une suite croissante de fonctions continues sur Sn (sphere
unité de 1:) qui converge (et donc converge uniformément) vers la fonc-
tion continue (|x1|p+...+ |xn|p)1/p°

Etant donné ¢ >0, il existe donc N tel que, si j=N, l'on ait

1/p ,
Itj(x1’°"’xn)_ (|x1|p+°..+lxn‘p) | < 8(|X1|1J---lJ|Xn|)
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quels que socienfi X L X € R,

17
Cette inégalité est donc vraie quels que soient x a,xn €L. Il en ré-

.,ane R,

17

sulte que si beL, b ::a1a1+.,.+anan quels que soient a

<1, onabztj(a

170

lotllqiru.,+|cxn}01 .,,an) et par suite

P 1Y 1/P
b2(1a1| +...+|an| ) —a(lallu...u|an|).

1/p

1’°
Py

Comme & est arbitraire >0, on a b 2 (|a1|p+...+|an|

Montrons la proposition 2 : puisque W= 0, et que

1
(|x1|p+...+|xn|p)p Z @ X e ota X (al,...,ane R, a(11+...+ ag < 1)
1/p
on a u(|x1‘p+...+lx | Py >a, UWx, +...+ «a Ux , et donc (proposi-
n 1 1 n n 1/p
tion 3) W(lx [P+ .y [ xn|P)1/P S (Ile1|p+...+llenlp>
Donc
1
P P\P P p, /P
T Ux 1P U PP 1] s U g Pl 1B )
1
< llull I Clx IPecelx PP
c. q. f. d.

I1 en résulte immédiatement que, si L, M sont deux MR-treillis
complets, de types respectivement =p et <p, tout opérateur =0,
W: L ~Mest a la fois de type =p et <p , donc admet deux facto-

l risations par un espace Lp, de chacun des types indiqués au corollaire 1.
Lorsque p =2, le théoreme suivant permet d'diminer la restriction W= 0.

Théoreme 3 : .(Inégalité de Grothendieck). Soient L, M deux R-treillis

complets et WUW: L - Mun opérateur borné. Alors
1 1
U 12U 13 kg Il (12 2]

2
+...+'xn‘ )
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pour X cesX eL(Kr est la constante de Grothendieck).

17°
On se raméne au cas particulier ou L = &(S) (S espace compact)
et ou M est un espace L1° On suppose connu ce cas (qui sera d'ailleurs

démontré plus loin). 1
|2)2
n ’

=

Soient al,...,an.EI.; on pose a = (|a1|2+.,°+|a b::(IlLall%n"4411an|2)2.

D'apres les remarques du début, il existe deux homomorphismes h : €(s) - L,
h' : M - a,p), |Inll= lln'll= 1 ; de plus, h est 1'identité sur I(a)
(done h(a)=a, , i=1,...,0), llall_=llall, et |Innll =llsll .

En appliquant 1'inégalité de Grothendieck a 1'opérateur h'sloh : B(S) —»LI(Q,p),

on trouve

1
0 =
| ¢ |n*Un a1| +...+|h'U.han|2)21|sKG lIneUenil flall .
Or ||4L3=|la” et ”lthlohll < |Hl||. Ddblus, comme h' est un homomorphisme,
le premier membre est “h' (!1lha}|2+o.o+|1Lhan|2)1/2" donc inférieur ou
égal a | (ILLha1|2+...+lLlhan|2) /2" . D'ou le résultat, puisque ha, - a;.
c. q. f. d.
I1 en résulte immédiatement que si L et M sont des R-treillis res-
pectivement de type = 2 et < 2, tout opérateur WU: L - Mest a la fois

de type < 2 et = 2. Par suite

Corollaire 3 : Si L, M sont des IR-treillis complets, de types respec-

tivement = 2 et < 2, tout opérateur U: L - M admet deux factorisations

1 U= h'oW, W : L2 ,u, lull sk llull k2 (1), et

h' : LZ(Q',p') - M, |In']] < K(z)(M), h' étant un homomorphisme fort.

2) U=Wron", b : L - L2(a",pm, U : L2, um -, |Ine]l < x® w),
Hu 1l < K. K(z)(M) llull, n" étant un homomorphisme fort.

Lemme 1 : Soient ¢ (w),-.-,¢ (w) des variables aléatoires de puissance
ieme 1 n '
sommable sur 1l'espace de probabilité (Q,P) et WL : E - L un opéra-

teur de type = p d'un espace de Banach E dans IR-treillis complet L.

~
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Alors quels que soient xl,...,xn.eE, on a
1 1
||(~Qle1@1(m)+...+kan¢n(w)lpP(dw))p” kP QJ)(£J|x1¢1(w)ﬁ"+xn¢n(wﬂ|pp(dw)?.

De méme, si V : L - E est un opérateur de type < p, on a

1 1
( J;) lvx, ¢, () +...+vx_o (o) ||P P(a0))P < K(py (V) ||(%Ix1¢1(w>+...+xn¢n(w>IPp(dw»Pll

On montre seulement la premiere inégalité ; notons que la fonction

1/p
F(yl""’yn) = (I ly1?1(w)+"'+yn?n(w)|p P(dw)) est continue homogene
Q

de degré 1 sur :mn, ce qui permet de la définir dans L. Notons aussi que
1'inégalité a démontrer est évidente lorsque Pqoeces®y sont étagées,
puisque l'intégrale se réduit alors a une somme finie.
On choisit alors des fonctions étagées Wi(m)'telles que
1
( {)Iwi(w)-wi(w)|p P(dw))P < ¢ (i=1,...,n).

On a alors :
1 1
l(vg2 llx 0, (@) 4o vx o () IIPP<a@>>P-(J{")I|x1w1<w>+...+xn\un(w> I1® PCaw)® |

1
< (J;)I lIx,0, (@ vsx o (| = I1x ¥, () +eevex v () I 1P PCaw))P

(inégalité triangulaire dans LP(Q,P)
1
< (J;)”xl((pl(w)—\lll(w))+--.+xn(tpn(w)-\l/n(w))”pP(dw))p

1

< ||x1” (£2l¢1(w)-w1(w)lp P(dp))P +... .

P P
+ =, (% lo, (w-v (o) [P Paw)

< elllxg Il llx Il
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Par ailleurs. en posant Yy -llxi, on a dans L :
1 1
|({!ylmi(m)tm+ynwn(m)lpP(dw))p—-({lylwl(w)ﬁ.c+ynwn(m)|p P(dw))p | ga('yllﬁu+lynb

(en effet, cette inégalité serait vraie pour yl’""’yne R, par la méme
démonstration que ci-dessus, donc est vraie pour yi,,..,yn€]ﬁ,

Par suite , la norme du premier membre est < s(||y1H +...+||yn”).

Comme 1'inégalité a démontrer est vraie pour wi,oe.,wn qui sont étagées, on
en déduit

1 1
H (IQ Iylcpl(w)+. o .+yn(Pn(w) IpP(dw))p ||$'K(P) (u)(vg“xlgpl(w)+,..,+xnson(w)||pp(dw))p +

+ € (l|y1” +.,.+||yn” ) o+
e e KPP Cllxg o b I

D'ou le résultat puisque & est un réel >0 arbitraire.

c. q. f. d.

Dans la suite fip)(w),..o,fip)(w) (p réel, O<p<2) désignent des

variables aléatoires indépendantes p-stables sur (Q,P), telles que

f exp i(xifip)(w)+.,ﬂ+an£p)(w))P(dw): exp (-lxllp-.,°-lxn|p).
Q

1
On écrira fi(m) au lieu de fiz)(m), on pose Yq:(j lfi(w)lq P(dy))? pour
tout réel q >0, 1 Q
et Y =(I lfgp)(w)|q P(dp))? pour 0<q<p<2.
q Q 1

’

Lemme 2 : Soient L un IR-treillis complet et Xgpeeos X € L. Alors
1 1
U CoN s 14 q _ 2 2,2
(J;|x1f1(m)f.o.+xnfn(w)| P(dy))? = vq(lxli reeesx 1)

pour tout q:» 0 ;
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1 1
(w) | 9P (aw)) %= Yp q( |x1|p+...+|xn|p)p

’

(p)

;N ) (p)
(JQ ‘xlf1 () +.. .+xni‘.‘n

pour O<qg< p<2.

Cela résulte immédiatement du fait que ces égalités sont vraies pour

X ..an]R.

17"
Théoreme 4 : Soient p un réel =2, M un R-treillis complet de type <p
et 22 et E un sous-espace de M. Alors tout opérateur U: E - L, ou L

est un IR-treillis complet, est de type =22 et

Y
2w < 1Y K(p)(M) k(2 () ﬁ ;

1

Soient x,...,x €E ; on a v, [l(lUx [ ov JUx |52 =

4”;} llefl(u)) +...+U.xnfn(w) | P(dw) || (Lemme2) < %Hl}.xlfl(w)ﬁ..-ruxnfn(w) | P(dw)

1
I [ gt v £, 00 | 20 = IUL Ty @ £, 00 P P00 P

1
< Jlull K(py M) ”(J;)|x1f1(w)+...+xnfn(u>)‘p p(ao)P || (lemme 1)
1
=l Ky 0 v ||(|x1|2+...+|xn|2>5|| (lemme 2)
1
< U K0 v kP CllxllE eIl 1252
c. q. £. d.
Corollaire 4 : Si E est un sous-espace d'un IR-treillis M de type =2

et <p (p=2), alors tout opérateur L: E - L, ou L est un IR-treillis
de type <2 admet la factorisation UW=hoW , W' : E - Lz(p), h: Lz(p) -L,

h étant un homomorphisme fort.
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. " . p \ .
En particulier les <«culs espaces de Banach isomorphes a la fois a un sous-

espace de I, et un souw-—espace de M sont des espaces de Hilbert.

Théoreme 4.1 . Soient 1<p<q<2, et E un sous~espace d'un LY. Alore

tout opérateur de E dans un R-treillis complet L est de type =2p .

n montre d'aberd qu'on a pour x

q
IER .,xnegL

1

i lix 2P (@ eooox £27 () I Plaw) < K Cllx 1P llx PP

Pour une certaine constante K dépendant de p, q. Pour cela, on utilise

le fait qu'il existe un espace de probahilité (Q',P') et une isométrie

J: 14 o tPa,p'), telle que, si h : LP(q',P') - L1(Q',P') est 1'appli-
Y

cation identique, 7342 hoJ soit aussi une isométrie (J est le plongement
q,1

isométrique de L% dans Lp(Q',P') défini au moyen de variables g-stables
(4.

On a alors

Ya,1 (p) (p)
§QL— f l‘xlf (w)+,..+x f (w) || Plaw) =
q,Pp Q ’

= [ |thx f(P'(w)+,. +hJx_ f(P)( )H P{dw) =
0

il 1thif§p)(m)+.. +hdx f(p)(w)l p(dw)ll1 (théoréme de Fubini) =
ke
1
T p, h (thx |P +...+|thn|p)p||1 (lemme 2)
1
= p ||h (IJX ‘p+o~~+lJX lp)p|| (h est un homomorphisme)
)
1

<Yy il (IJx1|p+o.,+|anlp)?!lp

1

" bt Cllax 1P eoeowilax IPHP (car Jx; €1)
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1
vy g P e e PP
Yq,1
D'ou le résultat annoncé avec K = Y 4.
q,p Yp,l
On a alors, si U : E - L :
1
Yo, o D Cluxy [Pecovfux PR < ) [ lux, 2P (w)+.. . +ux_2 P () P(aw) |
(lemme 2)
< J; ||Ux1f§-p)(w)+...+anf:lp)(u)) “ P(dyw)
< lloll l1x, 282 (). e ox_£ P () || PCaw)
1
s K [lull Cllx [IPenoe = _[IPHP .
c. q. f£. d.

Dualité des opérateurs de type =2p et <q ( %4- = 1).

o |

Lemme 3 : Soit U un opérateur défini sur un espace de Banach E a valeurs
dans LI(Q,p). Pour que K(p)(U) < K, il faut et il suffit que U admette la
factorisation h

E U tPa,un - traw, avee lutll sk, llnll <1,

h étant un homomorphisme (resp. un homomorphisme fort).

La condition est évidemment nécessaire d'apres le corollaire 1.

Elle est suffisante car si x,,...,x_ €E, on a
1 n

1 1
” (|Ux1|p+...+|an|p)p|| = ||( ‘hU'x1|p+...+|hU'xn|p)pll

1
||n t|U'x1|p+...+|U'xn|p)PII

(puisque h est un homomorphisme)



XXII-XXIII.1iS

1 1
< ”(lU'x1|p+“.+iU’xn|p)p | = ( HU'X]HPL.H+ Hu'anP yP
(car Lixj € Lp(Q°,p’))
1

ek Cllx Pl J1P )P

Lemme 4 : Soit V : & (S) - E (S espace compact, E espace de Banach). Pour
que K( )(V) < K, il faut et il suffit que V admette la factorisation

c (8) b Lp(Q,u) v E, ||h” <1, ||V'” < K, h étant un homomorphisme
(resp. un homomorphisme fort).

La condition est évidemment nécessaire d'apres le corollaire 1. Elle est

suffisante car si XyseeesX € @(8), on a

1 1
Cllvx I s PP = Cllvrmx 1P [Tvemx (1P )P
1 1
< & Cllnx IPeeee llax IPOP < k1 C i |Pooolnx [P ]

(car hx, ELP(G,p))
" i

-k In ClxgPeceeslx [PP ]

(car h est un homomorphisme)
1

<k | Clx [Pealx PP .
! n c. q. f£. d.

Proposition 4 : Si U : E - LI(Q,p) défini sur un espace de Banach E

3* 3
est de type 2p, alors U est de type <q et K(p)(U) = K(q)(U ) (-%+~%: 1.

*
Si V:G&(S) - E (S espace compact) est de type < p, alors V est de
( 3
type =2q et K(p)(V) = K‘q)(v ).

h
1
En effet, U admet la factorisation E H Lp(Q‘,p’) - Li(Q,u),
* o *
3 ) ) o , q, * S
donc U admet la factorisation L (Q,p) —-» L*(Q',p') —> E . Donc U
* »
est de type <q et K(q)(U ) < K(p)(U) (car |ju'll = K(p)(U)).

. * . () ¥, -
De méme V est de tyvpe -q et K *'(V ) = K(p)(w.
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i N
En appliquant de nouvcau ce résultat a U (puisque Lm(Q,p) est un espace

(T 33 %

G (8)), on trouve KB (0™ < K(q)(U y < kP ().
.. 3 . *3
Or, evidemment, (p)(U > K(p)(U) puisque U est un prolongement de U.
3# 3
Il en résulte que K(p)(U ¥y - K(q)(U ) = K(p)(U).
*

De méme, KOw* -k ).

(p)

c. q. f. d.
Théoreme 5 : Soit U : E - L un opérateur de type = p (E espace de Banach,
*
L R-treillis complet). Alors U est de type < q ( %uf% = 1) et
¥* (p)

K(q)(U ) = K (0).

Compte tenu du théoreme suivant et du fait que K(p)(U** > K(p)(U),

(® (vy. on suppose k(P (yy - 1.
1
Soient t1,...,t GIfé, t= (|t |q+...+|t |99% . On a a montrer que
n 1 1 n
(||U*t ”q'...+|lU*t 1972 < ||tl] ; on peut supposer ||tl]

3
il suffit de montrer que K(q)(U ) <K

1l

1.

Sur L on met la norme def1n1e par ||x” = t(|x|) Alors le complété de
(L,|| || ) est un espace L (Q,p) et 1'1dent1te est un homomorphisme fort
h:L - L (Q,p). De plus, K (p)(holD < 1 (car ||h” < 1 et h est un homo-
morphisme) . '

D'aprés la proposition précédente, on a : K(q)(U*o h*) < 1.

Comme 1'image de h* : Lm(Q,p) - L* est un idéal de L* (voir remarques du

) * i . ® *
début) et que h (i) = t, il existe 9greves9 €L (Q,p) tels que h 95 =

i
(i=1,...,n). On pose ¢ = (|¢1|q+...|@n‘q) 4 et on a
1
(||U*h*?1”q*'° +||U* * HQ.)q < th”w (parce que K(q)(U*o h*) < 1) ;
1 *®

3* 3%
soit ([lue, |%..+llu” ¢ [[T)% < floll |

Or ||cp||w= sup {<¢,f>; fELl(Q,u), ||f||1=
= sup {<¢,hx>; x€L, t(x]) =

puisque 1'image de h est dense dans Ll(Q,p) (par construction de cet espace).
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1 1
Or <¢,hx > = <‘h*@,x>‘r <1ﬁ6(|@1|q+.-~+|9n|q)q’X3>: <(‘t1|qﬁw+ltn|q)q,x>

* ¥
(car h est un homomorphisme et hcvi = ti)

= t(X)
I1 en résulte que ”9|Lng 1.
c. q. f. d.
Théoreme 6 : Soit V : L - E un opérateur de type s p (E espace de Banach,
#* 3%
L R-treillis). Alors V est de type = q et K(q)(V ) = K(p)(V) ( %4~%= 1).
Compte tenu du résultat précédent, il suffit de montrer que
(q) . * X %*
K (V) < K(p)(V). On suppose K(p)(V) = 1. Soient tl,...,tnEE et
3* 3
u= ( |V tllq+...+|V tnlq)l/q. Comme u est une forme linéaire = O sur L,

pour chaque € >0, on peut choisir a GIHJ ”a||: 1, u(a) = ”ull— €.
On a construit au début de cet exposé un espace (Z(S) et un homomorphisme
fort h : @(s) - L, |lhll = 1 tel que h(1) = a.

On a alors K(p)(Vo h) < 1 ; donc, d'apres la proposition 4, K(q)

(h'e v <1,
et, par suite,
1 1
LR ) LR
I CIn™vie, [%e. . om’y tnlq)qlls Cle 1 weecn e 11959,

* 3
Le premier membre est Ilh u“ puisque h est un homomorphisme.
* * 3* 3*
Or, h : L - E(S) et uz=o0 ; i1 en résulte que h u est une mesure de
* *
Radon = O sur S, donc ||h ull =<h’u,1>=<u,h(1) >= u(a) = ull - €.

Comme € est arbitraire, on a

1/q
dl < Clle 1% wenoe dle 1%

c. q. f. d.

Théoreme 7 : Soit U : E - L un opérateur borné (E espace de Banach, L

R-treillis complet). Alors K(p)(U) est une fonction log-convexe de %

1
entre 0 et 1 (ce qui veut dire que Log.K(x)(U) est une fonction convexe
de x, 0<x<1). de méme si V : L - E est un opérateur borné, K(p)(V) est

une fonction log-convexe de % entre 0 et 1.
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Par dualité, on voit qu'il suffit de montrer la premiere partie du

théoreme.
Lemme 5 : Soient x,y€L+, 0<B8<l1. Alors
6._1-96 ] 1-6
xSy ==l < (lxI1® iyl
6 _1-6 ., \ , Lo s
Noter que x  y étant homogene et de degré 1 est définie dans L et
on a xeyl"e < 6x + (1-6)y pour x,y‘eL+ (car cette inégalité est vraie

pour x,y'EIR+ d'apres la concavité de la fonction Log).
Donc
%P1 s e IIxll + - llyll

d'ou le résultat en remplagant x par x/Hxil , Y par y/“yll.

c. q. f. d.
Lemme 6 : Si al,...,ane ]R+ , al,...,an€L+, alors
1/p
P p
||(a1a1+...+anan) |
est une fonction log-convexe de % entre O et 1.
P | ] 1-06 .
Soit - =‘; + T’ P,qg 21, 0 £ 6 <1. On a a prouver que
1/p 1/q 1-96
r r p p 6 q q
||(a1a1+...+anan) | = ||(a1a1+...+anan) | Ilalal+...+an) I

D'apres le lemme 5, il suffit de montrer que

1/r 8/p 1-8/q
r Y Y q q
+...+anan) < (a1a1+...+anan) (a,a +...+anan) .

r
(a,a 129

171

I1 suffit de voir que cette inégalité est vraie quels que soient

"
al,...,ane Ihf Or, c'est alors l'inégalité de Holder
1/p!' 1/q'
p' p' q' q'
b101+...+bncn < (b1 +...+pn ) (c1 teeewC )
avec i _6r 1 _ (1-9)r b, = (a ap)l/p‘ c. = (a aq)l/q'
p' p ' q' q S S R TR R | :
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On montre alors le théoreme 7. On a
1
kP (1) - sup {II(IUx1|p+..,+|an|p)pH § Xys..0x €E

”xlllp+...+ ”xn“p: 1}
1

= sup { [la;ox, [Priiiva fux [PYPI 5 apyevia € R, apveiiva = 15

1’7" 1

n
xl,.”,XHEE , Hxlll Toeee = Hxn”=1}

D'ou le résultat cherché d'apres le lemme 6 et le fait que la borne su-

périeure d'une famille de fonctions log-convexe l'est aussi.

c. q. f. d.

Notons que si p=2q=1, et si on définit 6 par + 1-8, on a donc

NN N
i
oo

KD <« x® D (n-® . x® e lull*-¢ .

(p) (q) (p)

Comme K(p)(U) > IlU” , on voit que K (U) =2 K (U). Donc K (U) est

une fonction croissante de p, et de méme K,p)(U) est fonction décroissante
\

de p.

Une preuve de 1'inégalité de Grothendieck.

Proposition 5 : Soit V : L - M un opérateur de type < p, L, M étant

des IR-treillis normés complets.
Alors 1 1

— Y —_—
vy 2o celvx 12 < k0 - e, 12 elx |2 ]

POUT X, ;..o X €L.

En effet, on a
1
5 =
Y1|I(|Vx1| +...+|Vxn|2)2|| = ” {)iVxlfl(w)+..o+Vxnfn(w)| P(dw)”

(lemme 2) 1

sJ{’) lvx £, (@) eeeoavx £ ()l Paw) s ([llvx (o) +neevvx £ (@) [P P(aw))P
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1
Ps K(p)(V) 1 IQ lxlfl(m)+...+xnfn(m)|p P(de))P || (lemme 1)
1
- K(p)(V) Yp 1K |x1|2+,°°|xn|2)2|| (lemme 2).

c. q. f. d.

Proposition 6 : Soit V : L - Ll(Q,p) un opérateur de type < p (p réel >2,

L R-treillis complet). Alors V est de type < 2 et

P

Y5 p-2
K(gy (V) = (;ﬁ—)P vl .

D'apres la proposition précédente, et le fait que Ll(Q,p) est de type < 2,

Y
on voit que V est de type s 2, et que K_(V) s -2 K (v).
2 g (p)

Comme K(p)(V) est une fonction log-convexe de % et que K_(V) = vl ,

on voit que si 6 = % , on a K(p)(V) < K2(V)e ||V”1-e.

Y
Donc K2(V) < VB K2(V)e “V”lme , ce qui donne le résultat cherché.
i

c. q. £f. d.

Théoréme 8 : Pour tout opérateur V : & (S) - Ll(Q,p),'on a

K(py¥) = clivll ,

k2w <c [|vl|

v =Es
ou C = inf { (Vf)p- ; p>23.

I1 suffit de montrer la premiére inégalité (puis de l'appliquer a V*).
En remplagant V par V**, on peut supposer que V : L(Q',p') - Ll(Q,p).
Supposons d'abord L™(Q',u') de dimension finie, donc Lo ,pu') = 1.
Alors V est de type < p pour tout p 2 1 (par exemple d'apres le lemme 4
et le fait que 1: et 13 sont isomorphes).

LLa proposition précédente donne alors le résultat.

Dans le cas général, soient q;l,.u,q;kGLw(Q',p'). Pour tout &£ >0, il

existe des fonctions étagées Wl,.o.nh(EL?(Q',p') telles que ”?i-wi“m <t
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(1 =1 1Y
Dor 1 i —
I S P L O I L I o R NV
et i l
v 12 ve, 1122 Cllvag 1% live 1321 s e livil /.

Soit N le sous-espace réticulé de L (Q',p') engendré par 1 wl,...,w
Alors /A est un espace 1" de dimension finie, et ona V : A 5 L (Q,p)

D'aprés ce gqu'on vient de voir, on a

1 1
Cilve 12 llvg 1292 5 e divl a2 B ? ]
Donc 1 1

2

(liV@1n +,a.+IIVQn”2)2 < CI‘V” Ii(m?+...+gi)2” + € J k eilV” JFE

D'ou le résultat puisque & est > O arbitraire.
c. g. f. d.

L'inégalité de Grothendieck se déduit aisément de ce théoreme :

siU: &) - Ll(Q,p), d'apres le théoreme 8 et le corollaire 1, U admet
la factorisation & (S) —EJ>L2(Q',M') _li;> Ll(Q,p), 1Inll = 1, lurll < cilull.
h étant un homomorphisme.

Soient ¢ ., ..., ¢ € €(S) et x, = hg.. D'apres la proposition 5, appliquée
a U' avec p=2 (tout opérateur défini sur un espace de Hilbert est de

type < 2), cn a

1
Il 2o 1) el < JE NG D2 el
Or U'xi = U Py et, d'autre part,
1 1 1
22 12)2]) 2

A Clng 1240 ol

ll(x?+.‘°+xn)

i 2 2,
:Ilh( |p1| +¢°(+lpn! ) H

(car h est un homomoqphisme)
1

, 2 )
“ (l@ll +.,.+|?n12)2|}
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1 1
On en déduit || (%L%,‘Qv..-+|U?n‘2)2H < C,/?; ull ||(|@1|2h..+|?n|2)2||.

Notons d'autres applications du théoreme 7. Si U est un opérateur

() (yy

etant une fonction log-convexe et décroissante de % entre O et 1 est donc

d'un espace de Banach E dans un 1R-treillis complet L, la fonction K

continue en tout point p au voisinage duquel elle est finie (y compris
p=1). Soient alors E un sous-espace de LY (1 <p<2) et U l'application
identique de E dans 1P ; si K(p')(U) < +» pour un p' >p (ce qui, d'apres
un théoreme de Rosenthal [5] équivaut a dire que E ne contient pas de
sous-espace isomorphe a 1P), alors K(q)(U) - K(p)(U) = 1 quand q tend en
décroissant vers p.

Pour tout € >0 il existe donc q >p tel que U admette la factorisation

' . '
E-Us 190, —2 1P, JJutll < 1+e, ||njl = 1. Autrement dit, on a une
légere amélioration du résultat de Rosenthal

Si 1<p<2 et si E est un sous-espace de Lp, ou bien pour tout £>0, il

existe un sous-espace X de E tel que d(X,lp) < 1+e, ou bien pour tout £ >0,

il existe q>p et un sous-espace Y de L? tel que d(E,Y) < l+¢.

Dy 5 u:1® = 1P, JJull = 13

et K(p,q) est une fonction log-convexe décroissante

Pour 1<p, q <2, on peut définir K(p,q) = sup {K
on a 1 <K(p,q) % K,
de l, donc continue.
Comme K(p,p) = 1, on a montré que

Pour tout p, 1 <p<2 et tout €>0, il existe q, p<q<2 tel que tout opé-
U' e by op

rateur U : Loo - Lp admette la factorisation Lm

avec
JIU'Hﬁs (1+e)||U” y Ilhﬂ = 1, h étant un homomorphisme fort.
3*
* %
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