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XV.1

Notations. Soient E un espace de Banach réflexif, (O,C,P) un espace de

probabilité, une suite croissante de sous tribus de 0,, 

q E [2,00[, c&#x3E; 0. Soit  X  )  e une suite adaptée (aux ai) de v.a. intégrables

à valeurs dans E. On pose dX. 1 = 

Définitions. 1) E est p-lisse si on a :

2) E est q-convexe si on a :

3) est dans d(ey-) si on a :

est dans d(c,+) si on a :

Exemples : a) Une martingale est dans d(c,-) et d(c,+) pour tout c

Une surmartingale positive (resp. Sousmartingale positive) est dans d(c,-)

(resp. d(c,+)) pour tout c.

b) Plus généralement soit une martingale à valeurs
i i lFl

dans E, une suite prévisible de v.a. réelles (Ai E Qi 1 y- i E N
1 1 1 -

a 1= a) et X. = A.M.. Alors est dans d(e,-) (resp. d(,+)) si
- 0 1 1 1 1 1 E 

et seulement si d(,-) (resp. d(c,+)). C’est le cas en parti-

culier si (Ai)i E :Nest positive décroissante (resp. positive croissante).

c) Enfin soit suite monotone (au sens des es-
JJ l’V

paces de Banach) d’éléments de E, (t) . une suite de réels etJJ R

i

X. = L t .y . (v. a. certaine) . Alors est dans d( c, -) et d(c,+)1 
. 1 

J J 11 .

pour tout c.
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Proposition 1 : Soit E un espace de Banach p-lisse (resp. q-convexe), E &#x3E; 0

et suite adaptée dev. aà valeurs dans E. On supoose que 

est dans d(c,-) (resp. d(e,+)). Alors il existe (resp. k E &#x3E; 0) ne dé-

pendant que de e et de E tel qu’on ait :

Démonstration : 0) Comme le résultat ne fait jouer que deux indices

on peut se contenter de prendre i = 0, 1+1 = 1. De plus soit A E a si (Xo,X1)o o 1

est dans d(e-) (resp. d(,+)) il en est de même de Il suffit

donc de montrer qu’on a :

On note T une v.a. telle que

1) Soit E p-lisse et (X0YX1) dans d(e, -)

a) Soit dans d( 1,-), on intègre (1) avec x=Xj , y = 8X’ e
0 1 0 1*

On obtient

Or

Donc

b) Soit x,y des éléments de E. On applique (1’) à la martingale

X1 =-x-f-,r 9 y. On °btient
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On intègre ( 1") avec x = X, On obtient

Or

Donc

2) Soit E q-convexe et (Xo,X1) dans d(e,+)

a) Soit dans d(1, +)

On intègre (2) avec : 1 On obtient

Or

Donc

b) Soit x,y des éléments de E. On applique (2’) à la martingale

X1 = x + ~Ey. ° On obtient

On obtient
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Or

Donc

Corollaire : Soit E un espace de Banach p-lisse (resp. q-convexe), e &#x3E;o

et (X&#x3E; t une suite adaptée de v.a. à valeurs dans E. On suppose que

(Xi)ié est dans d(c,-) (resp. d(e~+)). On note alors

Alors (SpXi)p - (resp. 11x. I)q - (S X.)q) est une sous martingale
p 1 i i q 1

nulle pour i = 0.

Rema Supposons 1  lN où est une suite
adaptée de v.a. positives. Gardant les notations du corollaire, on a pour

tout :

Le lemme suivant adapte à un cas plus général une idée de 

Lemme : Soit , suites adaptées de v.a.

réelles, aE R et e une fonction de Young (c’est-à-dire [0~oo[ ~ 
continue, croissante y nulle en 0).

On suppose qu’ on a : A.0, Bi ? 0, VB&#x3E;0 -V- i E 1V

(Bi- Ai) i E est une sous martingale
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*
On pose A : =

On a alors

(où c ne dépend que de a et r). *

Démonstration : On pose

en effet, on a

Par ailleurs

Par ailleurs , - comme (3&#x3E; 1 entraîne on a = dès que

v A cr = 0 ou p - -.

3) On en déduit successivement :

(car une sous mart ingale 
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4) On trouve donc

, , , 

l.t’ 
A B V 

t 
. t, t, &#x26;("B)On écrit cette inégalité et on intègre par rapport à de(X).

On obtient :

Or

Le résultat est démontré si on a choisi 8 assez petit pour que :

Proposition 2 : Soit E un espace de Banach p-lisse (resp. q-convexe) r- &#x3E;0,

(Xi)iE une suite adaptée de v.a. à valeurs dans E, (Wi)iE IN une suite
adaptée de v.a. positives et 4 une fonction de Young à croissance modérée

B---- .
xx

b) Si est une martingale et est convexe, alors on a :
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Les constantes c , e25 c3, c4 ne dépendant que de E, r et p (resp. q).

Démonstration : a) C’est une simple application du lemme avec

b) La décomposition de Davis de la martingale 

permet de ramener b) à a) et au lemme de convexité de Burkholder-Davis-

gundy. On renvoie à [1] et [2].
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