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SOUS-ESPACES COMPLEMENTES DE Lp, D'APRES P. ENFLO
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Un probl&me classique de la théorie des espaces de Banach est
de chercher a caractériser les sous-espaces complémentés d'un espace donné,
On sait par exemple qu'un sous-espace de dimension infinie complémenté
dans 1P est isomorphe & 1P r27. Cela n'est pas vrai pour P : on voit
facilement que 1P est isomorphe 4 un sous-espace complémenté de Lp, et
pour 1. p. w, 12 est isomorphe & un sous-espace complémenté de ¥ (proe
dre un sous-espace de LP engendré par des variables de Rademacher s #en
variables gaussiennes indépendantes). On a cependant dans L® le résulfy
suivant, dfi & P.Enflo:

Théoréme 1 :Soit p tel que 1< p<» Si LP(EO,lq,dt) est somme directz +.-

T

pologique de deux sous-~espaces E et F, 1'un des deux espaces E ou ¥ ex*

isomorphe & Lp([0,1?,dt).

Si (Q,a,P) est un espace de probabilité, et & une sous tribu de
@, nous désignerons par E 1'opérateur d'espérance conditionnelle sur
® . Si BE @, nous désignerons par LP(B,B )(resp. LS( B, ® )) 1ltespace
des fonctions f¢g LP Q»mesurables, nulles en dehors de B (resp:a5.mesuraw
bles nulies en dehors de B et telles que~f fdP = 0.) On désignera par q

l'exposant conjugué de p (;-+ % = 1).

Nous démontrerons le théoréme 1 par 1'intermédiaire du résultst

suivant,

Théoréme 2 : Soit (q,q,P) un espace de probabilité,P étant supposée Aif.-

fuse. Soient T et T2 deux opérateurs linéaires continus de L (O L, P

dans lui-m&me, avec 1< pces, et T +T2.. Id.

Il existe un indice ig{1,2}, un ensemble Bc g tel que P(B) 2"2‘

et une constante c telle que-% < cs-sup{HTlu, HTZH} possédant la proprié-

té suivante:

Pour tout €5 0, il existe une sous tribu '€ de Q telle que Be ¥,
et que LP(B, %) soit isomorphe a LP([ 0,1 71,dt), avec de plus:

€ ,
1) ¥fg Lf)’ (B, ), WE (15 T,(£)) - cf lgellfl
2) Il existe un ensemble Cc¥€, C<cB, P(C) 5 0 tel que

A
¥ LP(C,€), |IE (1, T,(£)) - cof f<3en !
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Remarque 1 : La propriété 1) (resp 2) ) implique que la restriction de
T, a Lg (8,%) (resp. LP(C,€)) est un isomorphisme de LE(B,‘@) sur
Ti(LS(B,‘ﬁ)) resp: de LP(C, €) sur Ti(Lp(C,‘ﬂ)).) En effet:

si ferlin, %)

foney 10T € NE - " | 1 Y
‘c-g) (T € NME ri(f)x < Iy Ti(f) < HTi(i)l

1B
(m8me raiscanement si fe LP(C, 6)).

Démontrons le théoréme 2 : désignons par X la boule unité de L”(Q,q,P),
munie de la topologie G(Lm,Ll). Si A¢ @, nous poserons:

%{A) = { heX ; |n| =1, et P haP = 0}

A

(Autrement. dit, un élément de X(A) est de la forme 1, -1,
1 2

, avec

P(A.) = 1/2 P(A).)

— %)
A=A A, . }(A1) 5

1&.
Nous munirons X{A) de la topologie induite par celle de X, et nous pose-
rons , si $ est un opérateur linéaire continu de Lp(Q,Q,P) dans lui-méme,
l<pew : 6.(A) = lim sup { <Sh, h>; h=0, he X(4) }
(On remarquera que, P étant diffuse, O est toujours adhérent a X(A))

Notons que

~

(18] < st p(a)
(1) J

lw ~ ~o
Qs +S,,(A) < Qq (A) + Qq (A)

1 1 2
La deuxiéme propriété est évidente. La premiére résulte de :
|<Sh,hs!| < sl IRl 'In)] = sl P(A)
P q
Remarquons gue si S est l'opérateur identique, on a BS(A) = P(A).

Lemme 1 : Pour tout hg L®, on a :

lim sup{ .- S(h.k) ,hsks> ; k=0, ke X(A)} = <Sh, hs + ES(A)
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Démonstration : Notons que Shg¢ Lp, donc Sh¢ Ll, et que S étant continu
de LP dans LP est également continu de o(L®, L) dans G(Ll, L*). Par

conséquent

lim (< S(h),k>+ <h, S(k)>) =0
K- 0

On en déduit facilement le résultat.

n
Lemme 2 : Soient AjyeeorA €0. La somme 7 QS(Ai)est,une valeur d'adhé-

i=1
n n
rence de «S ( v hi) , 3 hi> , lorsque hl,..q hn tendent vers zéro dans
i=1 i=1
X, avec h; ¢ X(Ai)'
Démonstration : Il est clair que
A n n Ay
lim sup {...;lim sup {1im sup <«S ( ¥y h;) , ¢ hy > =b
h,~0 [ /' -0 [h =0 i=1 i=1
! n-1 n )
l i
NX(Al\ \ h _,eX(a _, \hng x(a ) )
) n n
est une valeur d'adhérence de «S(y hi)’ z h;>.
i=1 i=1
Par ailleurs d'aprés le lemme 1
n \ n n=-1 \ n-1 o
lim sup <S sh,! v h> = <8 v h,l, ¥ h, >+ Q.{(a),
h -0 (i.—.ll,j’i:ll i=t Y/ i=1 ! 8o
h e X(A)

d'ou 1'on déduit de proche en proche :

b =
i

{1t

QS(Ai) , ce qui démontre le lemme.
1

Lemme 3 : Si Al’ A2g;a sont disjoints, on a :

QS(A1¥JA2) > QS(Ai) + QS(Az)

Si A, et A, sont disjoints, et si h

1 o X(A ), h, e X(Az) ,on a

1\.
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' o 0 3 . .
h1+h2€ X(AILJAZ). D'apres le lemme 2, QS(Al) + QS(AZ) représente une

valeur d'adhbérence de S (h +h2 ), h1+h2 > , lorsque hl, h, tendent vers

2

q(Alg)Az) représente la plus grande valeur d'adhérence

1

zéro, alors que Q

de «S(h) ,h » lorsque h tend vers zéro dans X(AlL)Az). On a donc bien
1'inégalité annoncée,

Posons maintenant

n n
QS(A) = inf { ¢ QS(Ai) s A= u Ai’ Ai disjoints }

i=1 i=1

On peut encore définir QS(A) de la fagon suivante : si n = (Ai)
i=1,...n

est une partition finie de A, posons

n
QS(A,n) = T QS(Ai)
i=1

Si =
i

My <7y, OR A dtapreés le lemme 3 :

est une partition plus fine que n_, , ce que nous noterons

2

QS(A,ﬂl) < QS(A,nz)

Le filtre (QS(A,Jt))jr est donc décroissant pour 1l'ordre introduit
sur les partitions, donc convergent quand n—« au sens de cet ordre, et

on voit facilement que :

Qg{A) = 1lim Qg (A,7)

7T~ o

On déduit trés simplement de cette propriété que si A, Ayea sont

disjoints

QS(AILJAZ) = QS(Al) + QS(AQ)
Par ailleurs, les inégalités (1) donnent :

legwr] < st P

1

(2) ’

S

Qo o (A < q. (A) + Q. (&)
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11 résulte de ce qui précéde que Qg est une mesure c-additive
( pas nécessairement positive ) absolument continue par rapport a P, et

plus précisément admettant une densité bornée par rapport a P :

Q. = kP , avec |k.| < 'S!! d'aprés (2).
s © s S P

Lemme 4 : Socient &> 0 donné, Ac (g, et V un voisinage de zéro dans X.

On peut trouver hz X{(A) NV tel que ;QS(A) - «Shhs| < e,

Démonstration : Par définition, on peut trouver une partition finie

(A

1,...An) de A telle que

n

S8 - i;jQS(Ai>i < €/2

lQ
On applique ensuite le lemme 2.

Revenons maintenant & la situation du théoréme 2 : soit T un
opérateur linéaire continu de LP(Q,@,P) dans lui-m8&me. Introduisons les

mesures Q; et Q, On aura d'apres (2)

-7

%
fal
il
ja~]

Qp + Qq

En introduisant les densités Q, = kP , Q = k'P, on déduit :
T

1-T
k + k' 21

Posons B = {kz1/2}, B' = {k'=21/2}. On a P(BUB') = 1, donc
1'un des deux ensembles a une probabilité > 1/2. Supposons par exemple
que P(B) = 1/2 dans la suite. Nous noterons désormais simplement Q(A)

au lieu de QT(A).

Nous allons construire sur l'ensemble B une suite (hn) de
nZO
fonctions qui sera d'une certaine fagon une 'reproduction'" du systéme

de Haar sur [0,1] (cf. exposé 2).

On définit donc par récurrence une suite (hn)n de fonctions,

>0

nulles en dehors de B,et ne prenant que les valeurs 1;-i et O de la

fagon suivante

- soit m>0, et scit n tel que 2"<m < 2n+1' v
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Posons b = m~2n, et définissons m' par m'=0si m =1, et pour
ms 1 :
, e . . . n-1 ) . . .
m'= 2 Y si hoest pair, m'=2 + h~1 81 h est impair,
k) 2
Suppesons ue les fonctions ho, hl""hmwl soient déja détermi.
nées, Définissouns un ensemble Bm par : Bm ={hm’ = 11 si h est pair,
B =f{h , =~17 i h est impair.
m m
Nous demanderons que la fonection h vérifie les propriétés
suivantes
a) h_< X{(B )
W m
{ , -(m+1
b JeT(h ),h ~-Q(B)]| < &2 (m+ )P(B )
il 1 m - m
3
. -(m+1), a=(is1),
¢} Jeb,, Th =] < (g2 ( )dh o)y Lo(2 (i+ Hh, !t )
i m 3 mp iq
(3) < pour i = 0,1,...{m-1)
' - .'1 " ~im 1)
O ien, Thes] < (e2” @y ny (e Dy gy
i i 3 i'p m q
pour i = 0,1,...{(m-1)
: ~{m+1
e} j«<k,b_ “l<ce2 (m+ )P(Bm)

[or

(k étant la densité de Q par rapport a P.)

Démontrons que le choix de hm est possible : notons tout
d'abord que les conditions c,d et e signifient simplement gue hm doit
appartenir & un certain veoisinage de zéro Vm dans X. D'aprés le lemme
4, on peut trouver h ¢ X(Bm)rwvm vérifiant la condition b} , et ceci
établit la possibilité de la récurrence. On remarquera que la suite

(hn)n est une suite de variebles aléatoires 2 & 2 orthogonales.
>

0
Désignone par B Ya sous-tribu de ¢ engendrée par la suite

(hn)nzo , et désigunons par:Bm la sous-tribu engendrée par (ho’hi"'hm)
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On en déduit, par définition de l'espérance conditionnelle comme pro-
jecteur orthogonal sur Lz(@m) ,pour f¢ Lz(ﬂ,a,P)

05m m h, h,
(1) = 20<f Th"' >

Cette formule peut encore s'écrire

& m h, h,
E J)m(iBf) = 5 <f, — > —=
1=0 [rglf by
(car (llhill )2 = ”hiU a‘?hi!,? = P(Bi)) , et elle reste valable pour
2 q p

fe LP(q,a,P). On en déduit & la limite :

% ® ! Py
E(1f) = 5 < f, — >
i=0 ITh, 1l h,1
i i
q p
Notons, si f = ¥y a; —— que
i=0 Ith, Il
i
p
)
lo | = 1E ™t - B "en < 20

Lemme 5 : Soit S un opérateur linéaire continu défini sur L§ (B,®), a

valeurs dans un espace de Banach G, et tel que :

¥ns>1, Hs(hn)u < ez'(“*l)nhnn
p

On a alors : ISl < €

Démonstration : Soit f¢ LE (B,B). On peut écrire

h

f= v a -3 (dire que o =0 équivaut a rfdP =0)
n 0 L2
n=1 Th 1l
n
P
On a :
[- <] . -]
18O < 3 la_ IH Y cauel e » 27D | ogey,
n=1 llh 1 n=1
P

ce qui démontre le lemme.
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Définissons une fonction g par :

g = E¢k sur B , et g = 1 sur B¢
@
Nous allons montrer que E mg converge rapidement vers g . Soit my 1

L'ensemble Bm est un atome de la triquBm_l. Par conséquent

P kdp

8 i B Q(B_) m-1 h h
BNy 0 s —2— 1 = —P—1 = 5 clpk, 5 D
m P(B) "m P(B) "m n=0 m lh || n ||
m m n a Hnlip
D'autre part,
3 ®
m-1 m-1
1,8 - E (15 k) = 15 [E(k) - E (k)7
m m m
o h h
= 1B y < k, - > =
m  n=m 11 SN ) W
n n
q p
D'aprés (3)e), on a :
hn hn 2—(n+1)
l< x, > | < 3
Ith_I| Ith_il
n n
q p
donc
i e - Q(Bm) | & 2—(m+1)
B P(Bm) 3 !
d'ou l'on déduit :
Q(B )
(4) leh - —=2 | £ 27Dy
P(B ) 3 P

Définissons un opérateur linéaire continu S de LE(I,B) dans LP(Q,a,P)

par :
R
S(f) = E“(1BT(f>> - gf

Soit ns 1, et cherchons une majoration de HS(hn)H~
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On a :

n-1 hi hi ® hi h;

S(hn) = ¥ <T™, = > — 4+ 5 <Th, = > —

i=0 Th,l Hh.” i=n+1 [lh, 1] Nh. 1l

i 1 i i

q p q p
Thn hn
g ——t— 5 -~ g] h

P(Bn)

Les deux premiers termes de la somme se majorent en utilisant (3)c) et

d) . Pour le dernier, on a d'aprés (3)b) et (4)

/<Th h s e
“( — g)hn < 28 p-(ned) im0,
P(Bn) I 3 P
d'ofl finalement
1s(h )l < & g~ gy g G pm (i) 2e ,-(n+1)
n’ S S N + 52 Bl
3 p 1i=0 p
soit
~(n+1)
Is(h D1l < e.2 (n+ 1S
P
ce qui implique ISl < & d'apres le lemme 5.
On a donc obtenu jusqu'ad présent
@ 1
(5) ¥f6Lg(B,‘8), IE (1,1(£)) = gfl] < ¢ Il

La derniére étape de la démonstration, qui consiste & remplacer g
par une constante, nous a été indiquée par P. Assouad. Elle est fondee

sur le lemme suivant

Lemme 6 : Soit (X, X,t) un espace de probabilité, avec p diffuse, et
f une fonction p- intégrable., Il existe une sous-tribu Y de ¥, telle
que LP(X,Y,u) soit isomorphe & Lp([0,1],dt), et telle que EYf soit une

constante (nécessairement égale a ffdp )

La démonstration utilise un théoréme de Liapounov(cf [1] pas
exemple):si A est une mesure ¢- additive bornée et diffuse a valeurs
dans IR, définie sur (X,X),1'ensemble {A(C); Cc A} est un convexe fermé

pour tout Ac X .
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Définissons A par
A(a) = (p(a), [,fap)

Si A =g, »MA) = 0, et pour A = X, on trouve le point (1, Ffdp). D'apres

le théorémc de Liapounov, on peut trouver un ensemble A, tel que:

1

1
(H(Al) , fAlfdp) :-;(1{ffdp)

Par différence, on a également

1
(1(aD), Fyc fap) = =( 1, fap)
1 2
On pose A_, = Ai, et on utilise a nouveau le théoréme de Liapounov pour
trouver par récurrence une suite Ae e de parties de X telles que
191,
A = A g A
Eirvnsty TP J € peer8 s-1
(h(A >, 0 fap) = 277 (1, [£ap)
€,,..,E S A
1 n €,504.E
1 n
Désignons par Y la sous-tribu engendrée par la partition (A e ),
REEELN
et par Y la sous tribu engendrée par la suite (Yn)n .
Si x¢ Ae e on a :
1008y
Yn 1
" (x) = — J fap = [ fdp.
p(Aa £ ) Ag €
ERRELMN 17 %

En passant & la limite quand n tend vers 1'infini, on obtient
que EYf est égale & la constante\ff dp .Pour finir, il est bien clair que

L? (X, Y, p) est isomorphe & LP([0,17,dt).

Achevons la démonstration du théoréme 2. Considérons 1'espace
fod

de probabilité (B, &, 2 ), ou A = {Ce®&CBY et ou P désigne la
P(B)

restriction de P a B,
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D'aprés le lemme 6, il existe une sous-tribu %Catelle que :

¥c€%, [, g = ¢ P(C) = cP(0) ,

1
avec ¢ = 6 j‘B gdP.

Rappelons que 1l'on avait 1/2<ks ||T|| sur B, donc aussi 1/2<gx |

sur B, et par conséquent :

1/2 < ¢ < HTH

Désignons part la sous-tribu deﬁengendre’e par "Z et B®, On aura alors

€
E (1Bg)= cly

Soit f€ LE (B,8). On a gf = (1,¢) £, et on déduit de (5)
o, B
HEY(E (157(8)) - (15e)8) Il = ¢ ligll
Or
¢, 8 ¢ 14
E(E(157(8)) - (158).8) = E'(15T(1)) - (elp).f = E(157(F)) - of
ce qui acheve la démonstration du point 1) dans le théoreme 2 .

Pour démontrer le point 2), choisissons un ensemble C€ €,

CCB tel que

(c) (= =< e/ I 11y) | </
P(C) > 0, et —_— 1 = g/2c¢ 5 |I1 I <e/2
) P(B) ¢ ¢ P(B) )
soit £€LP(C,¥). La fonction (f - E‘z‘f' B) oh Ef = ffdP) appartient
P(B)
a LE (B,t), donc
13 Ef E £ E f
NE 1. 7(f- 2L 1) - c(e-22 1) lIS e llf - == 1]
B p(e) P p(p) B p(B) ©
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Par ailleurs, on a |Efl < |Itll, mais aussi HEJL 1BH = |Itll (car
P(B)

Ef

( %}est I'espérance conditionnelle de f sur la tribu engendrdée par
P(B)

B et Bc)cdunc en muitipliant par 10

i \1 7 . _
IB%1, T(f) - of - E1cﬂl¥;4ﬁﬁ<y§1 1./l < 2e gl
' P(B) P(B)
d'ou :
1 cl
t’ " ' { - H |
1B 1T (8) - etfl < lith [2e + fn(—2 )1 0 + I =2 117 < 3¢ Uit
’ P(B) P(B)

ce qui acheve la démonstration du théortme 2,

Pour démontrer le théoreme 1 & partir du théoreme 2, on utilise

un résultat de A.Pefczyhski [2] :

Proposition : Soit E un sous-espace complémenté de LPY([0,1],dt) (en

abrégé: LY). Si E contient un sous-espace complémenté isomorphe & LP,

1'espace E lui-méme est isomorphe & LP,

Démonstration: On peut écrire
P = E®F, et E = 1LP®¢G .,

Notons d'abord que

E=1LP¢6, (LPeLP) @6c= LPe (LPeq)
= LP2E

( ULV signifiant U isomorphe & V) .
On a d'autre part, en notant (E€@E@...) 1la p- somme d'une suite
d'exemplaires de T (autrement dit 1'espace 1p(E))

Uﬁm(Lp@quﬁu)p ~ ((E@F)@(E@F)ex”)p

a (E2@ (FE&E ) @(F%E)@”uh)
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~ E@ [(FEE) & (F@E)@.”]p ~ES@LPE |

ce qui démontre la proposition,

Passons maintenant 3 la démonstration du théoreme 1 . Suppoz: .o
que LP = E€@ F, désignons par T1 la projection de LY sur B (paralie -
ment a F )}, et soit Ty= 1-T, .

Posons

1
16 sup (”Tlu, HTzH)

£ =

D'aprés le théortme 2, on aura, par exemple pour Ti’ la situation
suivante : il existe une sous-tribu'€, un ensemble CE€¥%, P(C) > 0

une constante ¢, 1/2 <S¢ < HT1H tels que
s P 5 I E’ |
¥£€ 1P(c,6) I|IE 1CT4(f) - cfll = ¢ [I£l}

On en déduit en particulier pour fE€LP(C,€) :

| 1
e (Ol = (c-e) 11l = = |2l
4
De plus,€ peut étre choisie telle que Lp(Cﬂf) soit isomorphe 3
P~ LP([0,1], dt).

Considérons le sous-espace G de E défini par
G = Ti(Lp(C,“g).

D'aprés ce qui précéde, la restriction de T, 2 LP(c, &) est un isamor--
phisme de LP(C,%¥ ) sur G, donc G est isomorphe & LP,
Nous allons montrer pour finir que G est complémenté dans .

Définissons un opérateur linéaire U sur LP par

U(f) = 131(1@%"1C £)

"~

3

I1 est clair que U(Lp) C G, de sorte que la restrictign U de U a

est un opérateur de G dans lui-méme. Nous allons voiraque U est un

isomorphisme de G sur lui-méme.

s
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P o
Soit g€ G. On peut écrire g= Tl(f), avec fe LY (C,%);0n a
i(g) y = T {E?:L T,(f) - cf
AL | cr1 :

donc

A

' ! o ]
W(g) - cg' "Ti” g 1CT1(f) - cff]

A

L JRLEE L 1. ”Tiu !l < NEN o Lottt
1 4 2

ce qui montre gue N Ida's L. Cela prouve que U est une bijection de
2

~/ —1 p
G sur G. Soit V = (U) , et posons pour f€L

n(f) = VeU(f)

Cet opérateur est bien défini, puisque U(f) € G, il est & valeurs dans G, et

n(g) =g si g€ G. L'opérateur n est donc un projecteur linéaire de L? sur G.

A fortiori G est complémenté dans E (en prenant simplement la restriction de
n a E). L'espace E est complémenté dans Lp, et contient un sous-espace com-

plémenté isomorphe & LP. On en déduit que E est isomorphe & LP dtaprés 1a

proposition, et ceci achéve la démonstration.

3
3 3t
3*
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