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Cet exposé est dans une certaine mesure la suite de l’exposé IX.

Nous y verrons quelques résultats positifs concernant l’extraction de sous-

suites inconditionnelles, résultats dus à H.P. Rosenthal. Le premier résul-

tat s’énonce ainsi (en notant 1A la fonction indicatrice d’un ensemble A).

Théorème 1 : Soient S un ensemble, et une suite de sous-ensembles
201320132013201320132013201320132013 n 

de S. Si la suite ( 1 A ) tend faiblement vers zéro dans îm(S), on peut extrai-

re une sous-suite 1-inconditionnelle dans 

(On se reportera à l’exposé IX pour la définition d’une suite

C-inconditionnelle.)

En considérant £°’(S) comme un espace C(K), on voit que le théo-

rème 1 résulte de l’énoncé suivant :

Théorème 1 bis : : Soient K un espace topologique compact, et (A ) une suite
n

d’ensembles ouverts et fermés de K. Si la suite de fonctions (continues sur

K J) ( 1A ) converge simplement vers zéro sur K, il existe une sous-suite
A
n

1-inconditionnelle dans C(K).

On voit en fait que les deux énoncés sont équivalents, en consi-

dérant C(K) comme un sous-espace de Avant de commencer la démonstra-

tion, il est intéressant de savoir caractériser le fait que (1 ) converge
A
n

faiblement vers zéro dans A cet effet nous dirons qu’une suite (A )
n

de parties d’un ensemble S converge fortement si la condition sui-

vante est réalisée : pour toute suite croissante d’entiers

nn ...  nk  ... , y il existe un entier ko tel que :

tr

Lemme 1 : Soit (A ) une suite de parties de S. La suite (1 ) converge
n A .

n

faiblement vers zéro si et seulement si la suite (A ) converge
n

fortement vers 0. 

Nous ne nous attarderons pas sur la démonstration du lemme : il

faut seulement remarquer que les points extrémaux de la boule unité du dual
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de ,~~(S) correspondent aux ultrafiltres sur S, et que la convergence forte

vers 0 de la suite (A ) signifie qu’il n’existe pas d’ultrafiltre U qui
n

contienne une infinité d’énsembles A .
n

Dans la deuxième partie de l’exposé nous nous intéresserons aux

lorsque H est un compact dénombrable "pas trop gros", en ce sens

( 
2 (a) .. , . ,

que H (w ) = 0 (rappelons que H désigne le dérivé d’ordre a du compact H).

Théorème 2 : Soit k un entier &#x3E; 1 et soit H un compact dénombrable tel .

que H ’ =0. Toute suite (f ) de C(H) qui tend simplement vers zéro sur Hq 
n 

q p

possède, pour tout E &#x3E; 0, des sous-suites (f ) (k+e)-inconditionnelles.
k

Ce résultat, rapproché des contre-exemples de l’exposé IX, montre

que les constantes trouvées sont (à E près) les meilleures possibles. Si

l’on préfère parler en termes de C(a+1), a étant un ordinal, le théorème 2

s’énonce ainsi : si aw’°, toute suite qui tend faiblement vers zéro
dans C(a+1) possède des sous-suites (k+c)-inconditionnelles. Dans 1 , le

théorème 2 est énoncé seulement pour k= 1 et k= 2. La généralisation présen-
tée ici est assez longue à rédiger, mais pas plus difficile.

Commençons la démonstration des théorèmes 1 et 1 bis. Nous nous

placerons dans le cadre du théorème 1 bis. Nous supposons donnés un espace

compact K, une suite (f ) de fonctions continues sur K, ne prenant que les
n

valeurs 0 ou 1, et convergeant simplement vers zéro sur K. Commençons par

expliquer le principe de la démonstration : il s’agira de trouver une

sous-suite possédant certaines propriétés d’’’indépendance’’. Si la suite

(f) est booléennement indépendante (cf. [ 2]), il est clair qu’elle est
n

1-incondi t ï orlnel le, car alors : :

Nous utiliserons ici une notion d’indépendance plus faible :

Définition : Soit (f ) une suite de fonctions définies sur un ensemble S
n

et ne prenant que les valeurs 0 et 1. On dira que la suite (f ) est faible-
n ---

ment indépendante si la condition suivante est réalisée : pour tous sous-

ensembles finis F et G disjoints dans IN , on a :

s’il existe x E F tel que f n (x) = 1 pour tout n E F, il existe y - F tel
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que f n (y) == 1 pour tout n E F, et fn(y) = 0 pour tout mE G.

Si les (f ) sont des fonctions continues non nulles sur un espace
n

compact K, on peut interpréter la définition de la façon suivante. Posons

pour chaque x E E :

Alors, dire que la suite (f ) est faiblement indépendante équivaut
n

à dire que la famille d’ensembles 1-1 est héréditaire (c’est-à-dire que UEI,

V(7~). En effet, supposons Vctl avec V non vide. Posons pour

chaque entier k~inf V :

D’après la propriété d’indépendance faible, il existe yk E K tel
que f (y ) = 1 pour n E Fk et fn(yk) = 0 pour n Gk. Si y est un point adhé-

rent à la suite (yk), on aura U(y) = V.

Si V = 0, il faut raisonner un peu di f f éremment . Pour chaque ent i er

k, il existe yk tel que fk(yk) = 1, et f (y ) = 0 si n  k. Si y est un point

adhérent à la suite (yk), on aura U(y) _ ~6.

L’intérêt de la notion d’indépendance faible réside dans le lemme

suivant :

Lemme 2 : Soient K un espace compact, et (f ) une suite de fonctions con-
n

tinues sur K ne prenant que les valeurs 0 et 1. Si la suite (f ) est faible-
n

ment indépendante, elle est 1-inconditionnelle dans C(K).

Démonstration : Soient (a ) une suite de scalaires dont un nombre fini
20132013201320132013201320132013201320132013 n .

seulement est non nul, et F un sous-ensemble de IN. Nous devons montrer

que :
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puisque x est héréditaire, il existe z j K tel que U(z) = Fn U(y) . Alors :

ce qui démontre le lemme.

Le théorème 1 bis apparattra alors comme une conséquence de 
,

l’énoncé plus précis suivant :

Théorème 1 ter : Soient K un espace compact, et (f ) une suite de fonc-
n

tions continues non nulles sur K, ne prenant que les valeurs 0 et 1. Si la

suite (f ) tend simplement vers zéro sur K, elle possède des sous-suites
n

(f ) faiblement indépendantes.
k

Dans une première étape de la démonstration, nous chercherons

une sous-suite vérifiant l’indépendance lorsque les sous-ensembles F et G

de la définition sont tels que G F. L’outil sera le théorème de Galvin-

Prikry, que nous rappelons maintenant.;On considèrera l’ensemble des parties

infinies de N noté P (E) , comme un sous-ensemble de et on le

munira de la topologie induite par la topologie produit. Si () ,
m

P (M) désignera l’ensemble des parties infinies de M. Le théorème de Galvin-
Co

Prikry s’énonce ai nsi : si OC est une partie ouverte (ou fermée) de P 
00

il existe une partie (N) telle que :
00

Ce théorème est une sorte de "Ramsey infini". Il a été ensuite

généralisé à ’aC’. borëlien, puis analytique.

Si F est un ensemble fini d’entiers, m un entier et A une partie’
de K, nous dirons que m est indépendant de F (mod A) si la condition sui-

vante est réalisée: s’il existe x E A tel que fn(x),= 1 pour tout n E F,

il existe y E A tel que fn(y) = 1 pour tout n E F, et f m(y) = 0.

Lemme 3 : Soit A une partie fermée de K. Si la suite (f ) tend simplement
n

vers zéro sur A, il existe une partie infinie M de N telle que

M = et F fini et indépendant de

F (mod A).



XVI.5

Démonstration : Définissons par : fM= fml,m2,... 1 -. il
20132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 

QQ 
’ " 1 2

existe k; 2 tel que m ne soit pas indépendant de (mod A)i.

Il est cl air que 3C. est ouvert . On peut donc trouver M E P tel
00

que 5.) p (M) c x . Notons que si I l’ ensembl e M vérifie
0153 Co Co

1 ’ énoncé du lemme 3 (on considère avec m’ 1 = m 1
et ~t -- ~m~, ... ,mk~ pour un certain k) . Il suffit donc de montrer que l’éven-

tualité impossible. En posant M = ~m 1 ,m2, ... ~, on pourra déter-

miner dans le cas P co suite d’entiers (kn) telle que et que

m n n’est pas indépendant de (mod A). Puisque la suite (fn)
n

tend vers zéro sur A, i 1 exi ste un enti er N tel que 1 a rel ati on :

soit impossible pour x~ A.

Soit n le premier entier tel que k n &#x3E; N. D’après la propriété de

kn, il existe un point xC A tel que :
n

et de plus, pour tout y E A tel que :

on a aussi

Puisque on aura donc :
" n-1 n

ce qui implique d’après la propriété de et de proche

en proche, on déduit que : :

d’où une contradiction qui achève la démonstration du lemme 3.
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Lemme 4 : : Si (fn) tend vers zéro sur K, on peut trouver une partie infinie

M = [ml,m2’...} telle que : pour tout entier j&#x3E; 1, et pour tout ensemble

fini F c M, F &#x3E; m . , s’ il existe x tel que :
J

il existe y E K tel que :

Démonstration : On applique d’abord le lemme 3 avec A = K, pour trouver

(N) satisfaisant la propriété du lemme 3, M1= fml, .... J. On pose1 00 1 1

ensuite :

Ili1

et on applique à nouveau le lemme 3 avec A = K2, y trouvant ainsi M 2 (M1) .
On procède ainsi par récurrence : : si M a été déterminé, avec m = inf Mn ,"I n n n

on pose K n+ ffm1 - f m2 
= ...=f =0 et on applique le lemme 3 avec A = Kn+ 1" n+1 m m 

’ " n+1

pour trouver 
’

(Remarquons qu’à chaque ét ape ~ f m1 = f m2 = ... = f ’n = 0 ~ est non vide.

Cela résulte de proche en proche de ce que m n est indépendant de tm 
(mod K ) . ) 

’

n.

On construit pour finir l’ensemble "diagonal" 

Soit alors j &#x3E; 1 et FcM, F fini &#x3E; m J .. Soit x tel que fn(x) = 1 pour tout

n E F. Puisque m1 est indépendant de F (mod K), il existe x 1 tel que :

fn(x ) = 1 pour tout n E F, et fm (x 0y c’ est-à-dire x 6 K 2. A nou-
1 1 

veau puisque m 2 est indépendant de F (mod K 2)’ ’ il existe x2 E K 2 tel que :

f (x ) = 1 pour tout n F, et f (x )=0, donc 

2 3

On continue ainsi de proche en proche jusqu’à K., et le lemme 4 se trouve
J 

.

démontré.

Avant de poursuivre, nous allons remarquer qu’il est possible

de se ramener au cas où le compact K est dénombrable. A cet effet considé-

rons l’application continue de K dans (0,1}~ définie par :
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car 
Pour chaque x, la suite n’a qu’un nombre fini de termes non

nuls f (x)201320130. Le compact image est donc contenu dans l’ensemble
’ n T

des parties finies donc H est dénombrable. Par ailleurs, les fonc-

1M 
tiens coordonnées fn (définies sur par f n ((a ) m m )=0! ) n définissent

n n mm n

sur H une suite de fonctions continues qui tend vers zéro. On a en fait :

ce qui implique pour tout suite (a ) :
n

On voit aussi immédiatement que l ’ensemble g = (U(x) ; coïncide

N N N

avec , défini pour les (f ) sur H. (En si on considère les
- n U

éléments de H comme des parties de IM.) On peut donc ramener le problème
de l’ extraction d’une sous-suite faiblement indépendante des (f ) au même

~ 

~ 
n

problème pour les (f ) sur H.
n 

-

, 

A partir de maintenant, nous pourrons supposer le compact K dé-

nombrable, et nous achèverons la démonstration par une récurrence ordinale

sur le premier ordinal a tel que le dérivé K(a) soit un ensemble fini ·

Si a = 1, le dérivé K’ est un ensemble fini. Puisque f 0, on
n

peut supposer, quitte à supprimer un nombre fini des (f n ), que l’on a

(f n = -0 pour tout entier n. Mais cela signifie que pour tout n,

(f n = 1} est un ensemble f i ni . Il est alors clair que l’ on peut construire

de proche en proche une sous-suite (f ) telle que les ensembles (f = 1)
k , k

soient deux à deux disjoints. Il est également clair que la sous-suite

(f ) est faiblement indépendante. (L’ ensemble ~::: (U(x) ; correspondant à
k

la sous-suite est simplement formé de 0 et des singletons (k). Par ailleurs

on a simplement : :

Supposons donc le théorème démontré pour les ordinaux  a, c’est-

à-dire lorsque la suite (f ) est définie sur un compact dénombrable K tel
n
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queK =§J.

Supposons maintenant donnés un compact dénombrable K tel que K
soit un ensemble fini non vide, et une suite (f ) de fonctions continues

n

sur K, à valeurs 0 ou 1, tendant simplement vers zéro sur K. Comme précé-
demment on peut supposer que ff n= lj est vide pour tout entier n.

Cela implique que pour tout n, ff n= lj est un compact tel que (f n = =’o.

Commençons par sélectionner un P (IN) B possédant la propriété
du lemme 4. Posons mi inf Mi. Puisque (f = li (a) =0, on peut trouver

d’après l’hypothèse de récurrence une partie infinie y telle

que les restrictions à K 1 = (f m 1 
= lj des fonctions (f) m mE M 2 forment une1 ’ 

m 

suite faiblement indépendante. En supposant avec

m. = inf M., nous poserons : .

J J
1

Puis q ue K =0, on peut trouver un sous-ensemble infini M 
n n+1 n

M &#x3E; mn, tel que les restrictions à K n des fonctions (f) m forment

une suite faiblement indépendante.

Nous formons à nouveau l’ensemble "diagonal" ~’~ ~’~ l "~2 ’ ° ° ° ° ~ ’ et

nous allons vérifier que la suite (fm)m E M est faiblement indépendante sur K.m mM
Notons d’ abord que M satisfait la propriété du lemme 4 (simplement parce

que Mc M1) . 
’

Pour montrer que l’ensemble des U(x) est héréditaire, considérons

un ensemble Fe M et un x6 K tel que fn(x) = 1 pour tout n E F. Nous 
. 

devons

trouver un y E K tel que :

Tout d’ abord, d’après la propriété du lemme, 4, on a en posant

i

. 
Si F = f1, on choisit y 6 K et on prend y adhérent à la suite (y ) .

n n n
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c’est-à-dire que zEKk. D’après l’indépendance faible des (f ) sur
Kk’ il existe y E Kk tel qu’en posant on ait :

Mais puisque e on a f i nal ement :

ce qui achève la démonstration du théorème 1 ter.

Nous allons maintenant passer à la démonstration du théorème 2.

La situation sera la suivante : H désignera un compact dénombrable,

(tel que H = ), et (f ) une suite de fonctions continues sur H, telle
n

que 1 pour tout n, et telle que f tende simplement vers zéro sur H.n . = 1 
n

Nous commencerons par une première réduction du problème :

Lemme 5 : On peut supposer que la suite {If n i~ Oj est une suite d’ensem-

bles ouverts et fermés, tendant fortement vers ~6.

Démonstration : L’ensemble des (f n (x»n , pour x variant dans H, constitue
n n

une famille dénombrable de suites numériques qui tendent vers zéro. D’après
un lemme classique, on peut trouver une suite strictement croissante ’A n y

telle que lim ’"A = +00, et telle que :
n11

En extrayant une sous-suite convenable, on peut supposer que

Le compact H étant totalement discontinu, on peut trouver

pour totit, n un ensemble ouvert et fermé En tel que :

On en déduit facilement que l’extraction d’une sous-suite



XVI.10

^’ / C f 1 o 
C-inconditionnelle des (f ) fournit une sous-suite C + n 1-eC ")
tionnelle des (f n ). ° Par ailleurs, If n 1, donc la suite (1 En ) tend

n n

simplement vers zéro (c’est-à-dire, si on préfère, que la suite (E ) tend

fortement vers ) et 1 &#x3E; o} cE. Le lemme 5 est démontré.
n n

Nous supposerons dorénavant que la réduction du lemme 5 a été

faite, et nous poserons E = ( ) 1 fi&#x3E; 0 ) .
n n

Nous commencerons par détailler la démonstration du cas le plus

simple, c’est-à-dire du cas où H =0. Dans ce cas, nous devons extraire

des sous-suites (1+£)-inconditionnelles de la suite (f ) .
n

Lemme 6 : Soient H un compact dénombrable et (F ) une suite d’ensembles
201320132013201320132013 

- 
n

ouverts et fermés de H telle que (1F ) tend vers zéro sur H. S’il existe
.n

un entier k tel que-V- j 1  j2  : : .  jk , , F . n F. D ...n~. soit non vide,

le dérivé K(k) te d 
J 1 J2 Jk

Démonstration : Raisonnons par récurrence : si k = 1, on a une suite

(Fn) d’ouverts et fermés non vides telle que 1-0 : cela implique que
n 201320132013201320132013 ’ r

n

l’ensemble H est infinie soit H’ non vide.

Supposons le résultat démontré pour k-1, et soit (F ) une suite
n

possédant la propriété de l’énoncé du lemme 6. Sur le compact Fl’ la famille

des (F 1 n F ) n n &#x3E; 1 vérifie la propriété de l ’ énoncé pour k-1. On en déduit que

F(k 1) est non vide , c es -a- 1re que F est non vide. Bien enten-

du le même raisonnement montre que F est non vide pour tout n, ’

et cette suite d’ensembles tend fortement vers 0 sur H (k-l) . On en déduit

que H (k-1) est infinie , donc H(k) est non vide .

Lemme 7 : Soient H un compact dénombrable tel que H =0 et (F ) une
n

suite d’ensembles ouverts et fermés de H tendant fortement vers 0. Il

existe un entier k et une sous-suite (F’) de F telle que :
n n . 

"

Démonstration : Puisque H(O)) = 11, il existe un entier k tel que H(k) = 11.
Réalisons une partition de l’ensemble des k-uples ~ ~ ~  ~k
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en posant :

et en preoant pour B le complémentaire de A.

D’après le théorème combinatoire de Ramsey, il existe une partie infinie M

telle que :

- ou bien tous les k-uples d’ él éments de ~I sont dans A

- ou bien tous les k-uples d’éléments de ~1 sont dans B.

Mais la deuxi ôme éventualité impliquerait d’ a p rès le lemme 6 que K~k~ .
On est donc dans le premier cas, et l’ensemble M fournit la sous-suite

(F’) voulue.
n

Supposons donc donnés maintenant H, avec et (f ) uneSupposons , 
n

suite tendant simplement vers zéro telle que En= I 01 tende fortement
vers ~6.

D’après le lemme 7, on peut aussi supposer, quitte à passer à
une nouvelle sous-suite, qu’il existe un entier (k+1) tel que : :

L’intérêt de cette réduction est de limiter (à k) le nombre des

valeurs non nulles des fn(x), pour un x fixé dans H. Cela va permettre une

nouvelle réduction du problème :

Lemme 8 : Dans le cas H = j3, on peut supposer que les (f ) n prennent
n

leurs valeurs dans un ensemhle fini Fc 

Démonstration 0 donné. Découpons intervalles di s j o i nts

de longu,ui&#x3E;  soient Il,...,1 , tels que les f-1(1.) soient ouverts
1 m n J

et fermé-;. (Il suffit pour cela que les extrémités de Ij n’appartiennentJ

pas à l’ensemble 1pnombrable U f n ( H ) . ) Choi si ssons une val eur y . E I . ( pour
n 

fi j j
n

l’ intervalle 1 i qui contient 0, on choisira y . = 0) et posons :
J J
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On aura alors, pour tous scalaires (cn) :
n

En effet, pour chaque xE H, il y a au plus k indices n tels que

fn(x) / 0. Pour ces indices :

Pour les indices n tels que fn(x) = 0, on a aussi fn(x) = 0, donc

finalement :

Comme précédemment, il en résulte que l’extraction d’une sous-suite

C-inconditionnelle des (f ) fournit une sous-suite
n

-incondi-

tionnelle des (f ) et le lemme 8 est démontré. 
N 1

n

Supposons donc que les (f ) sont à valeurs dans un ensemble fini
n

F, et posons pour tout k-uple j 1  j2 
- - - - il

La prochaine réduction consistera à se ramener à une sous-suite

(fn)nEM "homogène" en ce sens que l’ensemble A(jl,...,jk) sera indépendant
du k-uple (jl,...,jk) choisi dans M. La possibilité de cette réduction ré-

sulte immédiatement du théorème de Ramsey : en effet, on associe à chaque

k-upl e j  ...  j l’élément A(j ,...,j ) de l’ensemble fini ô’(Fk) . On réa-
l k 1 ’ k -

lise donc une partition finie de l’ensemble des k-uples, et d’après le théo-

rème de Ramsey on peut trouver une partie infinie telle que
.. 

B

A(jl,...,jk) soit constant pour tous 
1 

les k-uples dans M.

Une suite’homogène" n’ est pas directement 1-inconditionnelle,mais

il est très facile de trouver une sous-suite 1-inconditionnelle, comme nous

allons voir.

Lemme 9 : Supposons que la suite (fn) soit telle que l’ensemble 
2013*2013" 2013"2013 n 1 K.

soit indépendant du k-uple d’ entiers j 1  j2  ...  Jk . Désignons par M l’en-
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semble des multiples de k. Pour tout x~ H, et pour tout sous-ensemble fini

G de M, il existe un point y E H tel que :

pour tout me G ,

pour tout 

Démonstration : Soit G fini c ~9 et xE H. Posons :

On a D’après l’invariance de A(j ...j ) on peut trouver des points1 k

z E H tels que : :

Nous choisirons un zo possédant la propriété ci-dessus tel que

CardfnE IN; soit maximal. Désignons les entiers

j tels que f . (z ) 1- 0. On a k, et un (plus ou moins long) moment de réfle-
J 0

xion convaincra le lecteur que l’on peut tels que :

(il s’agit simplement de déplacer en dehors de M les ji qui sont dans M~-L.

La possibil i té de cette opération résulte du fait que l’ on a laissé suffi-

samment de place en dehors de M.)

Par l’invariance de on peut trouver un point y e Il

tel que :

D’après a), on a aussi :
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D’après le caractère maximal de 1 ’ enti er £ , on a :

D’après la propriété b), cela implique :

ce qui démontre le lemme 9.

Bien entendu le lemme 9 implique que la sous-suite (fm)m E M est" " 

m mE
1-inconditionnelle, par un raisonnement identique à celui du lemme 2.

Nous avons donc démontré le théorème 2 pour les compacts H tels

que H(W) =~. Si on tient -compte des réductions successives, ~ on peut dégager
l’énoncé plus précis suivant, qui nous servira dans la suite de la démons-

tration :

Proposition 1 : Soient H un compact tel que Hw) = , et (f ) une suite de
. 

-... n

fonctions continues sur H, tendant simplement vers zéro sur H, et telle que

!!f jjl pour tout n. Pour tout il existe un ensemble infini Mcltv pos-

sédant la propriété suivante : ,

pour tout sous-ensemble infini M 0cM, pour tout x E H et tout ensemble

fini FC Moyil existe un point y,6 H tel que : 
’

(L’ intérët de considérer Mo cM apparattra dans la récurrence qui
va suivre. Il est clair que dans le lemme 9, y tout sous-ensemble infini Mo
de M convient encore, ce qui permet d’énoncer la proposition 1 comme nous

l’ avons fait.)

Le théorème 2 sera démontré comme une conséquence de l’énoncé

suivant :

Proposition 2 : Soient k un entier &#x3E; ly H un compact tel que H ’ =0
et (f ) une suite de fonctions continues sur H, tendant simplement vers

n

zéro sur H, et telle que )]f n )) K1 pour tout n. Pour tout E &#x3E; 0, il existe un

ensemble infini Mc IN possédant la propriété suivante : pour tout sous-ensem-
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ble infini bl de M, pour tout X É H et pour tout ensemble fini FCr M , il
v

existe des points tels qu’en posant

(Il est clair que la proposition 2 implique le théorème 2, car

elle implique B1 d’où l’on déduit faci-

lement que la sous-suite est (k/( 1-E) )-inconditionnelle. )

Nous allons démontrer la proposition 2 par récurrence, le cas

k = 1 étant donné par la proposition 1.

Soit donc k &#x3E; 2, et supposons la proposition 2 démontrée pour tout

entier j s k-1. . Soient H tel que = , et (f ) une suite tendant sim-
n

plement vers zéro sur H, telle que 1 pour tout n. Comme on l’a vu,

on peut supposer que E = est une suite d’ensembles ouverts et
, 

t t f t 
. , 

t 
/iifermés tendant fortement vers 6. Considérons le compact K = . Il

vérifie K (W) -0, p ar consé q uent t on p eut su pp oser (q uitte à extraire unevérifie K =0? par conséquent on peut supposer (quitte a extraire une

sous-suite) d’après le lemme 7 qu’il existe un entier j tel que pour tout

j -upl e d’ ent i ers ni  n2  ...  nj : :

Cela signifie que le compact

ce qui nous permettra de lui appliquer l’hypothèse de récurrence. Remarquons
s’il

encore que / existait infini tel que E 1 n ... n Eni=0 pour tout j-uple
n1  ...  n. d’éléments de M, on se ramènerait pour la sous-suite au
1 J 

’ " 

m mE
cas de la proposition 1, déjà connu.

D’après le théorème de Ramsey, on peut donc supposer (quitte à extraire une

nouvelle sous-suite) que pour tout j-uple ...  ni :

Considérons le compact L = El n E2 n ... n E j. On peut trouver une

partition finie de L en ensembles ouverts et fermés L(a), a = 1,...,N, tels

que pour chaque a et pour tout i= 1,2,...j, l’oscillation de f, 1 sur L(a)
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soit  e/jk. Puisque L(a)CLL, on a encore = 0, et par consé-

quent on peut appliquer l’hypothèse de récurrence aux fonctions (f) n n&#x3E;J . Y

restreintes à L((x) . On peut ainsi trouver un ensemble infini M M1&#x3E; j,
tel que la propriété de la proposition 2 soit satisfaite à l’ordre k-1 pour

les sur L(a), pour a =1,...,N. On peut aussi supposer, quitte à

prendre une nouvelle sous-suite, qu’il existe pour chaque a= 1,...,N un point

xa de L(a) tel que :

On détermine ensuite par récurrence une suite décroissante

Ml:) M2:J ... :J Mn ... de la façon suivante : supposons Mn déterminé. On

considère pour chaque j-uple n1  n2  ...  n . contenu dans [1,2,... ,j+n} lej

compact (ouvert)

Comme précédemment on réalise une partition finie de E(nl,...,n.)
en ensembles L(a,nl,...,n.) ouverts et fermés tels que l’oscillation de1 j

chaque fn sur soit c/jk. 1

On choisit ensuite grâce à l’hypothèse de récurrence un ensemble

cMn infini tel que et que les fonctions satisfas-

sent la proposition 2 à l’ordre k-1 sur chaque ensemble L(a,nl,...,n.). On

supposera aussi que pour chaque a existe un point xa de L(a,x ,...,n.) tel
a 1 J

que :

Pour finir on construit l’ensemble "diagonal" où

m = inf M . 
’

n n

Pour chaque xE H désignons par n(x) le j-ième entier n tel que

et posons :
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Définissons d’autre part une suite de fonctions (h ) m , par :

Si x est un point du compact Ho, y on a :
o

Par ailleurs, pour chaque point xE H , il y a au plus j indices
o

m E M’ tels que Il est alors clair que l ’on peut appliquer la pro-

position 1 aux fonctions , restreintes à Ho : il existe un ensemble
m m6M o

infini MCMI tel que pour tout sous-ensemble infini M 0 c M, pour tout xE H 0
et tout ensemble fini Fc-M , il existe ye H tel que :

0’ 0

Nous allons montrer que ce dernier ensemble M convient pour démon-

trer la proposition 2. Soient donc M o un sous-ensemble infini de M, x E H et

F un ensemble fini, . Nous pouvons supposer que f (x)/0 pour tout
m E F. Désignons par nl  n2  ...  nj les j premiers entiers n tels que
fn(x)/ 0. Le point x appartient donc à un certain ensemble L(a,n ,...,n.).
n 

-.. 

1 J

D’après la construction de l’ensemble M’, il existe des points

Il faut noter que d’après la propriété d’oscillation des f 
n. 

sur
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pour k impair :

et pour k pair

Il existe par hypothèse un point tel que
-- 2013 

v

c’est-à-dire que x E H . D’après la propriété de l’ensem-
a 0

V

ble M, on peut trouver un point zE H0tel que :

pour k impair : :

pour k pai r :

En rappelant que

v

sant à nouveau les conditions sur l’oscillation, on en déduit :

pour k impair :

pour k pair

cède
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pour k impair : :

pour k pair : :

ce qui achève la démonstration !!
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