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VIII.1

RESUME

Soit (X ) une suite de variables aléatoires adaptées, soit réelles,
n

soit à valeurs dans un espace de Banach. (X ) est appelée un amart si
n

lim EX existe, où T est l’ensemble des temps d’arrtt bornés. On démontre

,c ET
que la plus grande partie de la théorie asymptotique des martingales réelles

s’étend aux amarts réels. Au cas où les X n sont à valeur vectorielle, les

théorèmes de convergence ne sont pas les mêmes que pour les martingales

vectorielles, la différence essentielle étant que seule la convergence p.p.

dans la topologie faible s’obtient.

Dans notre exposé nous présentons, sauf mention du contraire,
des résultats obtenus en commun avec G.A. Edgar, à parattre dans [4] et [5].
Nous commençons par un aperçu du cas réel ; cependant la notation et quelques

résultats préliminaires, par exemple le lemme maximal, sont valables en

général.

Soit un espace probabilisé, N = {1,2, oo.}, - JN = £. a . , °°2, ® 1 ~,
D = lN ou bien ]D=-]N. · est une famille de sous-tribus de 3, telle queun nE
n s m implique e3nc3m - Un temps d’arrêt de (3n) est une fonction

n- m °, . n

(ou bien telle que tout 

(et aussi - ) . Soit T = T l’ ensembl e des temps d’ arrét
nE-N n 00

bornés ; T N (T-IN ) est un ensemble filtrant à droite (à gauche)· 0 Soit

une suite adaptée de variables aléatoires : pour tout n E D ,

X est 3n -mesurable. Nous supposons que EJX j 1 -V- n E m. (X ) est un amart
n Un n n ----

si converge ; un semi-amart si bornée.

Les résultats principaux sont :

(1) LE LEMME MAXIMAL

(Le cas D = JN est démontré dans [2 J. )
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(2) LES PROPRIETES DE RETICULATION

Considérons des suites (Xn), (Yn) ; au cas où m =IN nous supposons
1 1 n

que ces suites sont bornées dans L1.

(a) Si (E et (E sont bornées supérieurement,
z 1:E z z T

E (X 1: VY Ir)’CET est bornée supérieurement.
(b) Si et sont des amarts, X n V Y n et X n A Y n sont

des amarts.

Appliquant ce théorème, et aussi l’inégalité maximale (1), on

obtient que sup lx p.p. si X est un semi-amart. (Au cas on

ID n n

(3) LES THEOREMES DE CONVERGENCE P.P.

Théorème : Soit X 
n 

un amart à valeurs réelles. Au cas où m = lN supposons

sup Alors X 
n 

converge p.p.
n

Le cas D=JN -le premier résultat important concernant les amarts

à temps discret- est démontré dans [1].

La démonstration est basée sur (1), et sur (2) qui implique qu’un
amart tronqué par une constante est un amart.

(4) LA DECOMPOSITION DE RIESZ .

Théorème : Soit un amart. Alors X n s’écrit d’une seule façon sous2013201320132013201320132013 n n ’

la forme Y + Z , où Y est une martingale, et Zn--. 0 dans tous les sens pos-
, 

n n n 
1 

" 

n 
1 .

sibles : Zn . 0 p.p. et dans L , et Z ...0 dans L . (Le fait que Z z -0 p. p.

est une conséquence triviale de la convergence de Z n vers zéro p.p.)

Ce théorème, montrant qu’un amart ne diffère d’une martingale que

par une suite nulle, est cependant assez difficile à démontrer ; en parti-

culier, y on utilise le théorème de convergence des amarts.
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(5) UNE LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES

La décomposition de Doob est bien entendu valable pour les amarts

(elle vaut pour des suites adaptées arbitraires), et donc :

Ici M, est une martingale et A est un processus prévisible. Nous avons pour
n n

tout p 1

puisque l’espérance conditionnelle est une contraction de L . Supposons
que

Soit alors sup E 1 et B n est adaptée à 3n puisque A n
est prévisible ; par conséquent B 

n 
est un amart. Par le théorème de conver-

gence des amarts, B -p,p., 

n 
1 n 

B.-p,p. 
Aussi  

M -p,p. 
(loi

gence des amarts, B - p. p. , et - A = n B1 p, p. AUSS1 - M - p. p. -loi
n 1 n n

des grands nombres pour différences de martingales) ; par conséquent
1 X .....p.p. Nous avons démontré une loi des grands nombres pour les diffé-n n 

p p g p

rences des amarts.

(6) CAS VECTORIEL

Soit E un espace de Banach. Nous considérons ici des variables

aléatoires à valeur dans E, fortement mesurables et intégrables au sens

de Pettis. Une suite adaptée est dite un amart si l’ensemble filtrant E X z
converge dans la topologie forte de E.

Nous appelons une suite (Xn) adaptée à (3n ) de classe (B) si
n Un
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Les semi-amarts réels (bornés dans L1 au cas où D = IN) sont automatiquement

de classe (B) -mais tel n’est pas le cas quand E a un nombre infini de

dimensions. Alors la propriété d’être de classe (B), plutôt que d’être borné

dans L1, est cruciale.

Le cas D = lN du théorème suivant est démontré dans [2].

Théorème : Soit E un espace de Banach ayant la propriété de Radon-Nikodym
et tel que le dual E’ soit séparable. Soit (X ) un amart de classe (B).

- n nEW
Alors la suite Xn (w) converge failîement p, p.

Esquisse de la démonstration : Nous nous limitons au On utilise

tout d’abord le lemme maximal pour se ramener au cas où sup ÎX Î est finie
n

n

p.p. On démontre que pour tout m, Jl (A) = lim E(1 . X ) existe et est une
m A nm 

n 
"’ 

mesure sur 6 . Puisque (X ) est uniformément intégrable, p = p définitum n m

une mesure Grâce à la propriété de Radon-Nikodym nous pouvons écrire

une certaine v.a. X à valeurs dans E. Le théorème de
A m ce -

convergence des amarts numériques entratne que

Si l’ on tient maintenant compte de la séparabilité du dual E’ , on

voit qu’il existe un ensemble P-négligeable NE fi , tel que
. m

Remarquons qu’au cas ]D=-jN il y a un résultat valable sans que

(X ) soit supposée de classe (B), ou même Bochner intégrable.
n

Théorème : Soit E un espace de Banach ayant la propriété de Radon-Nikodym
et pourvu d’un dual E’ séparable. Soit un amart. Alors la suite

n 

X 
n 

converge faiblement p.p. sur l’ensemble tsup JX  .
n

Ce résultat semble nouveau même au cas où est une

martingale. Il est connu que pour les martingales individuelles ascendantes,
la convergence faible implique la convergence forte. Nous ne savons pas
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si cela est vrai pour les martingales descendantes.

Signalons finalement que dans le dernier théorème il est possible

d’avoir sup E I X 1 mais sup Î  oo p . p . Le théorème peut même s’appliquer
n 

n 
n 

n
n n

sans que les Xn soient Bochner intégrables :
Soit E =.t2 ’ e la base habituelle de e2 o Choisissons de telle

façon que Définissons pour n E -N

Alors

est un amart. En effet, y

Si zN

Le dernier résultat que nous énonçons a été obtenu en collabora-

tion avec Antoine Brunel. Un amart faible se définit comme un amart (fort),
la convergence faible de E X dans E remplaçant la convergence forte. Il se

z - T

trouve qu’il y a ici un théorème donnant une caractérisation probabiliste
des espaces réflexifs.

Théorème : Soit D =lN, ou bien m = -1N. Un espace de Banach E est réflexif

si et seulement si tout amart faible à valeurs dans E et de classe (B),

converge faiblement p.p.
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