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XII.1

Dans cette note on tr,-iite une question posée par G. Pisier.

Soit A un ensemble d’entiers 1B c ;~ et E c T un sous-ensemble foriné du

tore T = R (mod 2~-).

On note alors

l’espace des fonctions continues à spectre dans A. On note par /X(T) l’algèbre des

séries de Fourier absolument sommables et par l’algèbre des séries de Taylor

absolument sommables t. On note aussi par

les idéaux associés à E et par

les algèbres restrictions. Tous ces espaces et algèbres sont munis de leurs normes

naturelles.

Pour une étude approfondie de ces espaces, cf.rIl . On a alors :

THEOREME 1 . Supposons que l’espace de Banach CA(1’) soit isomorphe (en tant

qu’espace de Banach) àel , alors, A est une suite de Sidon , c’est-à-dire, il

existe C une constante telle que
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pour tout

THEOREME 2. Supposons que E c T est tel que A(E) (resp. A~(E)), entant

qu’ espace de Banach, soit isomorphe à un espace de la forme C(X ) où X est un

espace topologique compact, ; ~ alors A(E) = C(E) (resp. A+ ( E - ) C ( E )Î~ c’ est-à-dire

E est un ensemble de Helson.

L’ hypothèse des deux théorèmes peut s’affaiblir. Il suffit par exemple de supposer

dans le théorème 2 que A(E) est un espace de type dans le sens de 2 .
J

Les théorèmes 1 et 2 se généralisent dans le cadre de groupes localement compacts.

La preuve des deux théorèmes est basée sur le théorème suivant .

THEOREME (de représentation). Soit R une algèbre de Banach. Supposons que

R, en tant qu’ espace de Banach, soit isomorphe à C(X ) où X est un espace

, , 
-

compact. Alors , il existe un espace de Hilbert H et une sous algèbre fermée R de

àf (H ) (1’ algèbre des opérateurs de H) telle que R soit isomorphe en tant qu’ algèbre

de Banach à R . 
’

Preuve du théorème 1 et du théorème 2 pour A (E ) .

Il suffit de démontrer le théorème 2 pour A(E). Le théorème 1, après une dualisa-

tion évidente, se démontre de la même manière. 
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D’ le théorème de représentation, 11 I.i»pothèse du tliôorème 2 entrainent qu’ on

peut identifier une algèbre d’opérateurs lÉ(1-1) sur H (un Hilbert) ;

l’ identification n’ est pas isométrique mais elle est topologique. Cette identification induit

une représentation bornée r du groupe Z sur H ; c’est-à-dire

où

est la fonction e de A(E) considérée comme opérateur. En outre A(E) est

engendrée par les opérateurs L ; nCZ 1- En utilisant un théorème bien connu sur

les représentations de groupes Toute représentation bornée d’ un groupe abélien est

équivaleiite à une représentation unitaire , on voit qu’ il existe un opérateur borné T

sur H avec un inverse borné tel que tous les opérateurs

soient des opérateurs unitaires.

Mais alors l’ algèbre d’ opérateurs

qui est isomorphe à l’ algèbre A~E ), est engendrée par des opérateurs unitaires et

est une C*-algèbre . Ceci entraîne que A~E ) est isomorphe en tant qu ’algèbre à C(E)

et que E est un ensemble de Helson.

Preuve du théorème ? pour A+~E ).

La démonstration est basée sur le lemme suivant :

LEMME. Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur à puissances
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bornées, c’est-à-dire

où C est une constante indépendante de n. Soit aussi un polynôme

d’ une variable. On a alors

Preuve du lemme. .. ’

Soient h,k C H deux éléments de l’ espace de Hilbert H tels que

Fixons m ? 1 et considérons les deux fonctions à valeurs dans H

, 
* 

,

ou T est l’opérateur adjoints de T ; f et f* satisfont alors

et la fonction

où ~~ , ~ H est le produit scalaire dans H, satisfait

Dans cette formule est le nombre d’entiers v qui vérifient les deux conditions
n

suivantes 
° ’
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Soit maintenant

1

un polynôme fixe ; (’ ~ entraîne alors

D’ autre part ,

En faisant tendl’e ni +cxJ et en tenant compte de (2), on obtient donc notre lemme.

Preuve du théorème.

Comme dans la preuve du théorème 1 , y on identifie A 1 (E) à une algèbre d’opéra-

teurs sur un Hilbert. Cette identification associe à eiB 1E E: A+(E) un opérateur T

qui satisfait l’hypothèse du lemme.

r"iX0I1S un polynôme trigonométrique

lemme 3ntraine alors que

où C est une constante indépendante du polynôme . Mais ceci entraîne que

pour tJn autre constante C’ indépendante de p. Et ceci à son tour entraîne que

que A(E) = et que E est un ensemble: de Helson. Le théorème de

7.  Wik (~~ 7) entraîne alors notre 
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REMARQUE. Une reformulation du Théorème 1 consiste à dire qu’ il caractérise

les sous-espaces fermés E de C(T) qui sont invariants par translation (i. e.

et qui sont, en tant qu’ espaces de Banach, de type î 1
(dans le sens de 2 ) ,

Dans le même esprit, on peut démontrer le théorème suivant :

THEOREME 3. Soit r un groupe abélien localement compact et soit
nr 

Se un sous-espace qui est faiblement fermé (pour la topologie CI L 1»

et invariant par translation et qui est, en tant au’ espace de Banach.de type :t 1 . *
A

Alors il existe E c r un sous-ensemble fermé tel que
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