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Nous définissons un procédé de sommation appelé procédé de
convergence minimale qui généralise les sommes de Cesaro d'une suite
donnée dans un espace de Banach. Les points de ces suites minimales
sont des cas particuliers de points minimaux au sens de [1] et les
résultats de [2] prouvent qu'elles sont particulierement bien adaptées
aux espaces L£P(IN). Aprés une étude générale de ce procédé, nous nous
intéresserons plus spécialement au cas ou la suite de départ est une
suite de v.a. sur un espace de probabilité. Nous obtenons alors pour
ce procédé deux résultats, 1'un analogue a la loi des grands nombres

et 1'autre au théoreme ergodique.

§ 1. DEFINITION ET PROPRIETES GENERALES DE CE PROCEDE DE SOMMATION

Soit E un espace de Banach, (xn) yw une suite de E et p un
nElN
réel strictement supérieur a 1. Pour tout n€ N, on définit la fonction

@ip) par : ¥ ycE

(p) 1 n P
? (y) = oz Hy-—xiH :
i=1
Lorsque E est réflexif et strictement convexe, chaque fonction @ﬁp)

(P) (o

admet un minimum unique, voir [1]. On notera sn

plus simplement
sn) ce minimum.
Rappelons quelques propriétés de ces suites minimales dans

un espace E réflexif et strictement convexe, figurant dans [1] et [3]
*

neEN
Césaro des X, ¢ si E est un Hilbert et p=2, on a

- les suites (s généralisent la suite des sommes de

(2)
S =
n

1
- X.
n . i

n
1=

1

est bornée, la suite ( s(p)) 1'est

# n #

- Si la suite (xn)
n€IN ncNN

aussi et on a

¥iEN ”xiH <M =—= ¥ nEN ’1sip)H < 2M .
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- Si on remplace la suite (xn) x bpar (A xn) ou (Xn-FZ), la
nEN
suite sip) est femplacée par U\sﬁp)) ou ( sip)+ z).
- Si la suite (xn) « converge vers x dans E, la suite (s (p)) w
neN " nen

converge également vers x.

Dans les espaces uniformément convexes, on peut préciser la

fagon dont la fonction @n croit au voisinage de son minimum. La propo-

sition 1 permet de remplacer une question portant sur la suite (s ip)) %
(p), _ (p) nch
par une question portant sur (¢ ¥’ (s )) .
n n nEW*

Proposition 1 : Si E est uniformément convexe, pour tout p, 1<p<ew,

il existe une fonction réelle 6p, croissante et strictement positive

felle que :

*
si ¥ neéN , HansM, alors VW y<cE, “y”sZM, on a :

(p) (o), (D)y _ 1. _(p)yp Iy - 5,2
o Py -0 Pi(s P = fly-s P 5p(——3'M———)

La démonstration de cette propriété est faite dans [1] ou
[3] et utilise le fait, voir par exemple [4] qu'un espace E est unifor-
mément convexe si et seulement si pour tout p, 1<p<=,il existe 65 tel

que les conditions

lall <1, foll =1 et fla-b] =

P | P P
. . a+b ]a] + bl ,
impliquent II 5 ” < ( 5 ) (1 6p(s)) .
On obtient le résultat indiqué en appliquant cette inégalité successive-
ment aux points a=y-x. et b=s -x_.
1 n i
De ce résultat, on déduit le corollaire suivant :

|Cor011aire 1 : Si E est uniformément convexe, pour tout ne¢ N* y S ip)

lest une fonction continue des n variables (x1... xn).
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Démonstration : On pose

1
=1 =N

@ (y) Iy - x,1|P

1

=

@é(y) Hy— xi”p

[N [
M™M= M3
—

M = Sup {HxiH, Hxi” , 1<icx< n}
I1 est clair que si £ est donné, il existe >0 tel que

¥i€[1,n], !Ixi-xiH <a = ¥ y€E, |y < 2M, Il@n(y)—@;l(y)!l < €

Or si S0 est le point qui minimise @n et s h celui qui minimise @h,
on a H SIJIS 2M et H S;Jli 2M et on peut leur appliquer le résultat pré-

cédent, soit :
¥iel1,n], |Ix;-xlf| sa = ¢ (s ) = ¢ (s!)-€20(s)-e =9 (s')-2e

=0 =<9 (s))-9 (s ) < 2e

- !

=>0 Hsn-sr'l”p 5( =¥

A

Ceci prouve le corollaire 1.

Pour la suite de cette étude, nous aurons besoin de préciser

la proposition 1 dans certains cas particuliers

A) - Cas des espaces p-convexes, 1< p<wm.

Rappelons qu'un espace de Bamach E est p-convexe si 4 K> 0
telle que ¥ a,b€ E, on ait

lall®+ IbI” 1
2 K

b, P
15l la-bl” .

<
Ceci est en paeticulier le cas des espaces R, 4P(N) et Lp[O,l] pour
p=2.

A cause de cette inégalité, dans un espace p-convexe, il est naturel
(p)
n

d'étudier précisément la p-ieme suite miniale s . Par une démonstra-

tion analogue a celle de la proposition 1, on obtient alors
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Proposition 2 : Soit E un espace p-convexe et (xl) g une suite
n¢ IN

de E. Alors il existe C>0 telle que

(p)”p

¥ yeE, 0P (p) 0P (s Py Ly !

B) - Cas des espaces possédant la propriété (Pp), 1< p<o.

Définition : On dira qu'un espace E possede la propriété (P ) si :

¥R>0, 3 KR>0 telle que : ¥ a,b€E, avec HaHsR et ||b||sR on ait :

||a+b,p< a|p+ bp——l‘[la—b”2
42 - 2 KR '
Ceci est en particulier le cas des espaces R, ﬁp(nﬂ et
Lp[0,1] pour 1< p< 2, voir par exemple [3] et [4].
Dans un espace possédant (Pp), on étudiera également la p-ieme suite

(p)) % bpour le méme p-
ncNN
Nous allons utiliser la propriété (Pp) sous une forme un peu

minimale (s

différente :

Lemme 1 : Soit E un espace possédant la propriété (P_). Alors, ¥ R> 0,

} Ky>0 telle que : ¥ a,b€E avec [la| <R ou [[b][<R on ait :

P P P
252 = [all ;Hbll -ﬁ Inf [[la-b|%, la-b[P] .

Démonstration : Supposons par exemple Ha”:;R et distingons deux cas :

- ou bien ”a-b”s 1, alors ”a” <R+ 1 et ||b|| <R+1 et on peut appli-
quer la propriété (Pp) soit

p p p
ety = Ll bl Ao y®

2 KR+1

- ou bien |la-b|| =1, alors on a : |—>—<R+1 et ||—b—]|sR+ 1
la - ]| la - ]|

et on peut appliquer (Pp) a ces deux points, soit :

<

p 1Y 1Y
Ha;bH llall ;HbH _ 1 ||a—pr .

+1

Dans les deux cas le lemme 1 est bien verifié avec Kﬁ::KR+1.

De ce lemme, on déduit une autre forme de la proposition 1, particuliere

a ces espaces.
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Proposition 3 : Soit E un espace possédant la propriété (Pp)- Posons
J (R)={i/ 1.<.isn/]|xi”$R]. Alors, ¥ R>0, 3 C,>0 telle que :
¥ ycE, lly]|<2R on ait

Card [Jn(R)]

0P () —o{P)(sP)y L ey - 5?2, Iy - (PP

CR n

Démonstration : Soit R>0 et y tel que ||y||<2R. Pour i€ Jn(R), on
applique le lemme 1 aux points a.=y-Xx b. = (p)_ X. 3 on a

pp q p i‘y i? ]..—Sn i L]

o= lly - x; | < 3R, aron

(p) (p)
[Snp +y P Hy—xiup+llsnp —xiilp 1 (p)y2 (p)”p
ll—é——-—xin s 2 - K Inf[l]y— Sn H ’“y-sn i :]
3R
Pour iZ<In(R), on écrit simplement
sSSPy b P s P

En sommant ces inégalités pour 1<i <n on obtient alors, en tenant compte

du fait que sip) réalise le minimum de @ip) :

(p) (p), (p)  ,(p)
s +y P T (s +¢ 5 (y)
(P(p)(s(p)) < Lp(p) ( n ) < n n n
n n n 2

2
Card J_(R)
1 - _(p)y2 (p)
e melfly- 8 PRy - PP
3R
Card J_(R)
(p)y2 (p)
Soit : ¢£p)(y)__@£p)(sﬁp)) > KER nn Inf[|ly- snp 1=y lly - snp P
K'R

Ce qui prouve le résultat avec CRz-—E— .

Nous allons maintenant utiliser ces inégalités dans des espaces
un peu plus particuliers pour obtenir une condition suffisante de con-
vergence des suites minimales.

Rappelons que 1'on dit qu'un espace E est lisse si sa norme
est Gateaux-différentiable en tout point autre que 1'origine (voir [4]).

On vérifie aisément (voir [3]) que dans un tel espace, la fonction
(p)

n (y) est Gateaux-différentiable en tout point. On notera d@ﬁp)(y)

yp®

sa différentielle en y- Le point Sﬁp) (n)(sﬁp))= 0

est caractérisé par d@n

et on a

Proposition 4 : Si E est uniformément convexe et lisse, alors, si

3*
¥neN , HansM, on a : ¥ y¢ckE, ||yHS2M,




B} ly- s
”y'sr(np)“p 1 61)(__3_1‘4“_'_) ]d@(p)(y)”E' '

Démonstration : Comme la fonction yk*@ip)(y) est convexe ct Gateaux-

différentiable, on peut écrire

(p) (p), (p) (p) (p)
e (y) - e (sn ) < )

(y)(y-

< [|ao P’

Dllge lly - Pl

Grace a la proposition 1, ceci prouve la proposition 4. On déduit immé-

diatement de ce résultat, le corollaire suivant :

Corollaire 2 : Si E est uniformément convexe et lisse et si la suite

(p)

(x ) % €st bornée, ona : si e (y) tend vers O dans E', alors
nEN

s (p)
n

tend vers y dans E.

Ce résultat permet de ramener 1'étude de la suite sip) a
celle de la suite d@(p)(y) dans E'. Or si f est la différentielle de

la fonction x- ||x|| pour x£0 et f =0ona :

M B

(p) -1
av P (y) Iy - x| foox.

i=1 i

(p)

et d@ (y) est une somme de Césaro dans E'.

Remarque 1 : Dans les cas particuliers A et B considérés précédemment
grace aux propositions 3 et 4, on peut améliorer les deux derniers

résultats obtenus :

A) - Cas des espaces p-convexes et lisses.

Proposition 6 : Si E est p-convexe et lisse, ona : $ C>0 tel

que ¥ y€ E

1 (p),? (p)

c ly-s.P HE s flae P (g, -
Corollaire 3 : Si E est p-convexe et lisse, on a : si d@(p)(y)-oo
dans E', alors sip)—*y dans E.
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B) - Cas_des_espaces possédant (P ) et lisses:.
Proposition 7 : Si E possede (Pp) et est lisse, ona : ¥ R>O0,
3 Cp >0 telle que : ¥ ycE, llyll < 2R, on ait
Card J_(R)
g; ey - s PPy - s (P < I;dnpflp)(y)llE’ .
Corollaire 4 : Si E possede (Pp) et est lisse et si : 4 R>0, 4 v,

*
0<y<1 tel que : 3 NEN tel que : n=N= Card Jn(R)zyn-Alors
si d@n(y)—+0 dans E', sﬁp)—ey dans E.

Remarque 2 : Dans certains espaces, on peut obtenir la réciproque du
corollaire 2 :

Si E est uniformément lisse, voir [4], on vérifie aisément que 1'appli-
cation y-*d@n(y) est uniformément continue sur les bornes de E et que
son module d'uniforme continuité ne dépend pas de n (voir [3]).0On en

déduit

Proposition 8 : Si E est uniformément convexe et uniformément lisse et

si la suite (xn) x est bornée, on a :
nEN

(p)

n (y) - 0 dans E' .

(p)
S, " dans E &= d?

§ 2. UNE LOI DES GRANDS NOMBRES.

Nous allons maintenant considérer le cas ou les X; sont les
images d'une suite de v.a. réelles sur un espace de probabilité. Ce cas
particulier a été intialement étudié dans [5].

Soit donc (Q,3,P) un espace de probabilité et Xn une suite
de v.a. réelles définies sur (Q,Q,P).

Pour tout @€ (2, on peut définir le point Sip) ou la fonction réelle

(p) 1 2 p
T — (tyw) == ¥ Ilt-X (o)l
n n . i
i=1
prend son minimum.
D'apres le corollaire 1 du paragraphe 1, pour ¢ fixé, Sﬁp)(w) est une
et par suite, la fonction m-»S(p)(w)

1<i<n n
ainsi définie est mesurable sur (Q,Q,P).

fonction continue des (Xi(w))
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A toute suite de v.a. réelles (X ) % » on peut donc associer par ce

nEN
(p)) « appelée p-ieme suite mini-
ncN

procédé une suite de v.a. réelles (S

male.

Remarquons que ces suites minimales possedent les propriétés immédiates

suivantes n
(2) 1
1) S (w) == = X.(w) ;
n n . i
i=1
. r . * (p) .
2) Si XiE L° pour tout i€ N |, € L' pour tout nEﬁN 3
. p . * (p) . . s
3) Si X.E L® pour tout ie N , (S ) w ©st precisement la p-ieme
nEN
suite miniale associée dans Lp(Q a,P) a la suite (X.) c'est-a-dire

3% ?
i€NN

de LP réalise pour tout n le minimum de la fonction

que le point S(p)

n
1 p
_— —X. -
y —> - 51 lly 1HLp

1

Pour ces suites minimales, qui généralisent la suite des sommes de

Césaro des v.a. (Xi) x on obtient une loi des grands nombres :

i€N

Proposition 9 : Soit (Xn) x une suite de v.a. réelles sur (Q,Q,P),
neN
indépendantes, équidistribuées et possédant un moment d'ordre p-1 et

soit (S(p)) la suite minimale de v.a. réelles qui lui est associée. Alors :
(a) Si p=2, S(p) converge p.p.,dans Lp_ et Sup, lS(p)( )l e AP” 1 .
neIN * (p)

Si, en outre } r, p-1<r<= tel que X e’ pour tout i€ N , alors Sn
converge dans L' et Sup,, |S(p)(w)|€ L’

neIN
(b) Si 1<p<2, S(p) converge p.p. et si en outre X, € LP pour tout
*
i€ N (p) converge dans LP.

Démonstration : Nous allons utiliser la proposition 6 dans le cas ou

P=2 et la proposition 7 si 1<p<2. On constate aisément que si 1l'on
note d@;p)(T,w) la dérivée de la fonction réelle T-¢ip)(1,w) on a :

(p)(r,w) 'R Z lT-—Xi(w)lp_1 sgn(T-—Xi(w)) .

i=1
Comme par hypothese, les v.a. X, possedent un moment d'ordre p-1, les
V.a. |>\--Xi(u>)|p_1 sgn(K-—Xi(w)) sont intégrables pour toute fonction

constante A. Or la fonction réelle

A ————ﬁ>E§[|K-—Xn|p-1 sgn(h-—Xn)] = I - xIP71 sgn(A - x)du(x)
R



XXV.9

[si p désigne la loi commune des Xn] est continue, strictement croissan-
te et tend vers *o quand A tend vers *w. Donc il existe un a réel unique
tel que E)[la-—anp—l sgn(a - Xn)]= 0 pour tout n.

D'apres 1'hypothese les v.a. |a- anp—l sgn(a-—Xn) sont indé-
pendantes, équidistribuées et intégrables. De plus, on a choisi a de
telle sorte qu'elles aient une espérance nulle. D'apres la loi des grands
nombres usuelle (voir par exemple [6]), la suite
1 (p)

by |a-Xi(w)lp-1sgn(a-xi(w)) = = 49

1
n 1 p n

1

converge p.p. et dans L1 vers O. En outre

1 0 -1 1
= % la-X [P " sgn(a-Xx )| € &
n n n

i=1

Sup,
ncN

3
Et si de plus XiE L’ pour tout i€ N , pour p-1<r <«, les v.a-.

!a-—Xi|pm1 sgn(a-—Xi) appartiennent a Lr/p—1

/p-1

et la convergence a lieu

dans Lr En outre

n
Sup, -% v la- Xilp—lsgn(a-xi) € Lr/p—l
ncN i=1

Distinguons alors deux cas

Comme R est p-convexe pour tout p=2, on peut appliquer la

proposition 6 et il existe C tel que

218 ()~ alP < 100 P (ayw) | = 12 5 la-X, () 1P egn(a- X, ()|
€ °n - n WA= Ty io1 i® g i? )
On déduit donc du résultat précédent que Sip) converge vers a p.p. ,

dans LP7! et dans L si X, € L'. En outre Sup,, [Sﬁp)fé APt et si X, €L
néEN

r

Sup,, |S£p)| eL’.
nEN

2eme cas. 1<p< 2.

Comme R possede la propriété (Pp) pour tout p, 1<p<2, on
peut appliquer la proposition 7 et il existe CR telle que :
, Card J_(R)

o Ine( 5P (w) - a P 18P ()~ al) < lao

(p)

n (a,(.l))'

= 12 la—Xi(w)|p_1 sgnla- X (o)) -

M3

i=1
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Or

Card Jn(R) 1
———-—E—:;C&rd{i,lﬁiﬁn, le(w)ISR}

n

-n 151 1{|Xi(w)l <R} (w) -

a1 PRI . .
Les v.a {IX.(w)lSR} vérifient manifestement la loi des grands nombres
. 1 r
1 —_ -p-
usuelle et la suite o '§1 1{lXi(w)'SR} (w) converge p.p. et dans L pour

tout 1<r<«o vers
E[1 ] = »[-R,+R]
{'Xi(w)lsR}
(ou 1 est la loi des Xi).

Choisissons R tel que u[-R,+R]::% . Alors pour prescue tout wé€Q, il
existe N(w) € N tel que :

Card J _(R) |
n > N(w) = — 27 -
(p) .. . (p)
Comme d@n (a,w) converge p.p. vers O, ceci implique que Sn converge

(p)

D.p. vers a. Si maintenant Xié Lp, on sait que la suite S est aussi

la suite minimale associée aux Xi au sens de 1'espace de Banach LP et

comme les v.a. Xi sont équidistribuées par hypothese, la suite (Xi) 3
ieN

est bornée dans LP.

I1 est clair d'autre part que la fonction wkﬁd@ﬁp)(a,w) appartient a

LP/P-1 o est précisément la dérivée de la fonction y-w% 2 Hy-xi”pp.
i L

i=1
vers 0, on peut appliquer le
(p)
n
On peut généraliser cette proposition de la fag¢on suivante :

considérons des v.a. X, sur (0,a,P) a valeurs dans LP[0,1] (ou £P(W))
S(p)
n

Comme on sait qu'elle converge dans Lp/p—l

corollaire 2 du paragraphe . 1 et la suite S converge vers a dans LP.

pour 1< p<«=. On peut alors définir une suite de v.a. (w) a valeurs
dans LP[0,1] (ou 4P(IN)) de télle sorte que pour tout w€ Q, Sip)(w)

n

réalise le minimum de la fonction th% z HY-—Xi(w)Hp . La démonstra-
i=1

tion de la proposition 9 s'applique alors mot pour mot pour démontrer

le résultat suivant :

Proposition 10 : Soit Xi une suite de v.a. sur (Q,Q,P), a valeurs dans
Lp[0,1] (ou 4P(WN)), équidistribuées, indépendantes et possédant un

imoment d'ordre p-1. Alors :
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(a) Si p=2, Sip) converge p.p. et dans Lp_l((Q,G,P);Lp[O,lj) (ou

L? ! ((a,a,P)34P(N)] et Sup, 'S,(,p) e AP 1 (1PL0,1]) (ou 2P 2P,
n&EN

si en outre Xié Lr((Q,O,P),LPEO,lj) Lou Lr((Q,@,P);EP(N)] , pour

(

alors la convergence a lieu dans ces espaces et de plus Sup*lsnp
néEN

};-—1<r<oo,
|

appartient a ces espaces.
(b) Si 1<p<o, Sg converge p-p. et si X, € LP((q,a,p);LP[0,1])

[ou LP(Q,a,P);£4P(IN))] 1a convergence a lieu dans ces espaces-

Notons que ce résultat s'étendrait naturellement au cas de
v.a. Xi “valeurs dans un Banach E p-convexe ou possédant (Pp).
Finalement, de la méme fagon on obtient un résultat analogue dans le
cas ou la suite des Xi n'est pas équidistribuée. Citons simplement ce
résultat qui figure d'ailleurs dans [3] et [5], et dont la démonstra-

tion suit celle de la proposition 9

Proposition 11 : Si les v.a. Xi a valeurs réelles, dans Lp[0,1] ou

dans 4P(N) , sont indépendantes et vérifient :

- 3 q>p-1 tel que Sup*]E[HX.Hq] < o
. i
i€N
* -
- ¥HiENWN E[lXilplsgn(Xi)]=0 .

Alors Sip)(w) converge p.p. vers O sur Q.

§ 3. THEOREME ERGODIQUE

Le méme procédé va nous permettre d'obtenir un théoréme ergo-
dique. Reprenons les hypotheses du théoreme ergodique classique, voir
par exemple [7]

Soit (Q,0,P) un espace de probabilité et ©® une application de Q dans Q
telle que :

@ oY) ca

® ¥ Aca, P[9 1(A)] = P[A]

@ P[A A<P_1(A)] =0 > lou P[A] = 0O

ou P[a%] = 0 .
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Définissons l'opérateur T sur 1l'ensemble des fonctions de ( dans R

par
(1) ¥ yweQ Tf(w) = f(o(w)) .

Grace aux conditions (:) s (:) on vérifie aisément que cet opérateur
T est linéaire continu de LP dans LP pour tout p, 1< p<x et que sa nor-
me en tant qu'opérateur de LP dans LP (soit HTHP) est telle que HTHPS 1
pour tout p.

D'autre part, 1'hypothese (:) assure de plus que.les points fixes de T
sont les fonctions constantes (voir [7]).

Soit alors f une fonction de (Q dans R et considérons la suite (Tlf) %
i€NN

Sip)(w) ou la fonction réelle

Pour tout.p€(Q, on peut définir le point

v —s 0Pl (7 ) o L
n n .

n i
s lt-Tre(w) |P
1=

1

prend son minimum.

(p%

On vérifie immédiatement que la suite (S # ainsi construite possede

n neN
les propriétés suivantes :
. (p) R |
1) Sip=2, S " (w) == = T flw) 3
n n .,
i=1
2) si fel”, Sip)e L"

(p)
n
# dans 1'espace LP.

3) Si fe¢ Lp, S est la p-ieme suite minimale associée a la

. i
suite (T f)iEJN
Pour cette suite minimale qui généralise la suite des sommes de Cesaro de

la suite (T'f)
i€N

» on montre un théoréme ergodique:

Proposition 12 : Soit T 1'opérateur défini par (I) et f une fonction

de LP"1. Alors :
. (p) p-1 . .
(a) Si p=2, Sn converge p.p. et dans L vers un point fixe
de T et Sup, ISI(IP) | GAP—1. Si en outre f¢ Lr, p-1<r<wo, la convergence
neN
a lieu dens L' et Sup*,|S£p)|€ L',

ncIN
(b) Si 1<p<2, Sip) converge p.p. vers un point fixe de T et si

en outre f¢€ Lp, la convergence a lieu dans LP.

Démonstration : Elle suit pas a pas celle de la proposition 9. On a :
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b

n .
1

d@ﬁp)(r,w) = It - 1ig(y) P71 Sgn(T"Tif(w)) .

nhm™MBs

1

Or si A est une fonction constante (donc un point fixe de T) on a :
IK-Tlf(w)lp_l sgn(A - T f(w)) = Tl[lk-flp-l sgn(h - )]

Tiflk-f'p_l sgn(A - £)] .

Donc d@(p)(x,w) -2
n n 1

i

nm™MBs

Comme pour la proposition 9, on montre qu'il existe un a réel unique
P ¢ q

tel que :
i p-1 . *
E[T[la=-fl sgn(a-f)]] = O pour tout i€ NN

D'aprés 1'hypothése, la fonction |a- £|P~1 sgn(a - f) appartient a !
et le théoreme ergodique usuel, voir [7], implique que la suite
d@ip)(a,w) converge p.p. et dans 1! vers 0, et que Sup, ld@ip)(a,w)lé At

nceN r/p-1

Si de plus f¢ L’ pour p-1<r <o, la convergence a lieu dans L et

Sup ldwﬁp)(a,w)|€ Lr/p—l. Si p=2, la proposition 6 permet de conclure
née N
immédiatement comme pour la proposition 9. Si 1< p< 2, étudions le

terme 1 Card J (R). On a
n n

1 Card J (R)
n n

n
% E o1
i=1 {7 f|<R}

On vérifie que :

i
l{lTifISR} T (1{,f|SR}) :

Donc d'apres le théoreme ergodique usuel, la suite

n
1 1
H Card Jn(R) =4 g

i
i T (1{lf|sR})

1

converge p.p. et dans L’ pour tout r, 1{r<o vers P{lfISR}. On peut
choisir R tel que P{|f|l <R}2y>0 et on conclut de la méme fagon que
pour la proposition 9 en utilisant la proposition 7.

Si en outre f¢ Lp, la suite (Tif) » est bornée dans LP et on appli-

icIN
que te corollaire 2. i€
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