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XVI.1

Les résultats exposés ci-dessous ont pour origine le papier

[3J de Milman et Wolfson. Dans cet article, les auteurs montrent que

si un espace de Banach E de dimension n est à une distance (au sens de

Banach-Mazur) extrémale d’un espace euclidien, c’est-à-dire si

avec i5 &#x3E; 0, alors E contient un sous-espace F de dimension
n 

’ p

kk(n,6) tel que d(F, )2 et, pour tout 5&#x3E;0 fixé, on 
k p

quand n -t 00 .

La démonstration originale a été simplifiée une première
fois par W. Johnson et B. Maurey (cf. [31). Plus tard, de nouvelles

simplifications et diverses contributions (dues à W. Johnson, G. Schecht-

man, D. Lewis et l’auteur) ont permis d’obtenir un premier résultat con-

cernant les constantes de projection. Ce n’est en fait que récemment

que je me suis aperçu que la considération des nombres en (X) permet

de traiter simultanément la question des distances et celle des projec-

tions en complète analogie (cf. théorème 9 ci-dessous). Indépendamment

(et sans doute avant moi) V. Milman avait abouti au même résultat.

Notations : Cet exposé est une suite naturelle de l’exposé X dont

nous conservons les notations. Rappelons la définition de la "distance"

de Banach-Mazur d(E,F) de deux espaces de Banach E et F :

l’infimum portant sur tous les isomorphismes T de E sur F. Rappelons

aussi que si u : X -Y est un opérateur entre espaces de Banach, on note

u’ : Y’-X’ son adjoint, n2(u) sa norme 2-sommante, et y2(u) sa norme

de factorisation par un Hilbert. On note IT2(X,Y) l’espace des opérateurs

2-sommants de X dans Y.

Commençons par un énoncé général :

Proposition 1 : Soient X un espace de Banach , C &#x3E; o une constante et

n un entier fixés. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
n

L’énoncé est valable dans le cas réel comme dans le cas complexe.

Dans le cas complexe, £2 est l’espace euclidien complexe.
n 

p
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i i ) Pour tout opérateur A : ~ 2 w ~ 2 de rang  n, on a :

où [a ij 1 i, j E ]NI est la matrice associée à A (c’ est-à-dire que, si l’ on
1 J 2

note ei la base canonique de 2 , on a a. , = e. ,Ae .&#x3E;) .
iii) Pour tout espace de Banach Z, pour tout sous-espace Y de X

et tout opérateur u : Y -~ Z de rang  n, il existe une extension u : X -Z

telle que

iv) Pour tout sous-espace E c X de dimension _ n, il existe une

projection P : X- E telle que

Démonstrati on : 1 ) # ii). Soi tA: .£,2 -t £2 de ran g  n. On a une facto-

risation de

défini par

On voit facilement que r

Posons v = WA% ; d’après i) on a

donc :

Par définition de n2(w A’ ), on a :

c’est-à-dire :

Ce qui montre que i ) ~ ii).

ii) ~ iii). Soit u, Y, Z comme en iii). D’après un résultat

de Maurey (cf. le théorème 1.3 de l’exposé X de ce même séminaire)
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il suffit de montrer que ii) implique :

D’après le lemme 4.1 et la remarque 1.1 de l’exposé X, il existe un

opérateur A: 1,; -+ 1,; de rang s n et de norme  1 tel que la matrice
m k

associée (a.. ) vérifie :
1J

Posons

D’après ii), on a :

D’ ou

ce qui est bien l’inégalité annoncée (1).

iii):=&#x3E; iv). Trivial (prendre u==Id-).
iv) =&#x3E; ï). Soit v : 1,n_. X et soit E l’image de v. D’après iv),

n

on peut factoriser v de la manière suivante :

où H est un Hilbert, B A v = v et La norme de Hilbert Schmidt,

notée IlwllHs’ d’un opérateur w entre deux espaces de Hilbert coi’ncide

avec n2(w) (vérification facile) ; on a donc :

par conséquent, on peut écrire :
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On obtient donc i). Ce qui termine la démonstration.

Notation 2 : Pour tout espace de Banach X et tout entier n, on note

en(X) le plus petit nombre C ayant les quatre propriétés équivalentes

de la proposition précédente (e pour euclidien !).

Déf ini ti on 3 : On dit qu’un espace X contient des Î1uniformément si :
n

j C -V- n j xl,...,xn E X tels que : 1

Autrement dit, X contient une suite de sous-espaces avec
E

Rappelons brièvement un résultat classique :

Prop sition 4 : X contient des Î 1 uniformément si et seulement si

ison dual XI a 

la mme propriété. 
n

son dual X’ a la même propriété.

Démonstration : Supposons que X contient des £1 uniformément. Soit
A -- n ,

Mai s Î1est isométrique à
n

un sous-espace de A , et X’ s’identifie à un quotient de X’. En rele-
2n n

vant dans X’ les éléments de Xn correspondant aux vecteurs de base de
1 

n 
1

, on trouve que X’ contient des ae1 uniformément. La réciproque est
n n 

p

similaire.

Nous utiliserons un lemme très utile dû essentiellement à

Brunel et Sucheston (C1~ ; pour une démonstration explicite combiner

avec le lemme 1.5 de [2], cf. aussi les exposés de A. Brunel dans

le séminaire Maurey-Schwartz 1973-74).

Lemme 5 : Soient S &#x3E; 0 et n un entier. Il existe un entier N=N(n,5)

ayant la propriété suivante : de toute suite (x 1’*««’xN ) de N éléments

d’un espace de Banach quelconque X vérifiant 
1 N

let
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on peut extraire une suite telle que si on pose

est basique incondition-

nelle de constante  3 c’est-à-dire :

(on a évidemment encore :

De ce lemme, on peut déduire le suivant :

Lemme 6 : Soient X un espace de Banach, u: X -.... ~ 2 un opérateur 2-sommant
tel et soit x.,...,x dans X avec N= N(n,6) et : t

Il existe alors xl,...,xn dans X tels que

, "d’ que X contient un sous-espace 
12 

isomor h" à 1.c’est-à-dire que X contient un sous-espa-- _2 - Isomorp e à n .
6 

n

Démonstration : On applique le lemme précédent (noter que

Ilx. - x .11 &#x3E; lu (x. - x . ) Il &#x3E; 5 si d’où (x’,...,x’ ) vérifiant (2)
1 i i 1 3 1 n

avec pour j= 1,2,...,n. Comme TI:2(u)1, i 1 exi ste une probabi-

lité À sur la boule unité de X’ munie de a(X’ ,X) telle que

(cf. théorème 1.2 de l’exposé X ; c’est la "factorisation de Pietsch").

Remarquons que

d’ où, puisque

soit finalement

On peut donc écrire :
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la dernière inégalité d’après (2). cqfd

On peut maintenant énoncer le

Théorème 7 : Soit X un espace de Banach ne contenant pas de unifor-
n

mément. Alors, il existe une suite uun tendant2vers 0 quand n --ntelle
que : pour tout opérateur 2-sommant u: X--,Î , on 

ou le nombre d’approximation an(u ) est défini par :

l’infimum portant sur tous les projecteurs orthogonaux

rang  n.

Démonstration : Posons :

Il s’ agit de montrer que wn -~ 0 si n- co. Supposons le contrai re : alors

Nous allons montrer que

On le montre par récurrence : puisque
11 Il IL Il 11 1

Supposons que l’on a trouvé
- - .IL .1.

avec la propriété (*) ci-dessus et m ‘ N ; soit P la projection orthogo-
Il

nale sur le sous-espace de î 2 engendré par
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Ce qui établit l’hypothèse de récurrence à l’ordre m+1. Si l’on applique

alors le lemme 6 à (xl,...,xN) et uN, on trouve -en supposant 

d X 
. 

t 
12. 1 1 

0 bt . t 
...

un sous-espace de X qui est 12 - isomorphe On obtient ainsi, puisque
S2 

n

n est arbitraire, une contradiction avec l’hypothèse que X ne contient

pas de Î 1 uniformément.
n

Remarque 8 : : (i) On peut démontrer assez facilement que si un espace X

vérifie la conclusion du théorème 7, alors nécessairement X ne contient

pas de ae1 uniformément.
n

(ii) Dans [4J ("added in proof"), on trouve le résultat

suivant : un espace X ne contient pas si et seulement si tout opéra-
r) , ....

teur 2-sommant de X dans Y, 2 est compact. Le théorème 7 apparait comme
la version locale de ce résultat de Rosenthal, et on pourrait d’ailleurs

démontrer le théorème 7 par ultraproduit à partir de l’énoncé de Rosen-

thal.

Nous en venons au principal résultat de cet exposé :

Théorème 9 : Soit X un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :
AI

Il existe une suites &#x3E; 0 véri f iant : a /Vn-~0 quand et
n n

telle que : + EC X, dim E - n il existe une projection P : X~E

avec .

n

Démonstration : C’est la partie (i) ~ (ii) qui est intéressante : si X

ne contient pas de t1 uniformément, d’après la proposition 4, il en est
n

de même pour son dual X’ ; donc, d’après le théorème 7, w (X’)O quand

où
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Soit et soit k n un entier que nous déterminerons plusn
loin.

Par définition de projecteur de rang  k tel que

On peut écrire

soit, puisque

c’est-à-dire :

Il suffit donc de prendre par exemple k tel que

pour voir que

Montrons les autres implications : (ii) - (iii) et (ii) - (iv) sont

triviales.
1 2 r-

L’implication (iii ) (i) est évidente, si l’on sait que p 
n ’ n

V- n 1. Montrons pour finir que ( i v ) ( i ) : il est classique que
1 2 /2013

t1 contient un sous-espace E avec d(E, ) 2, et pour toute
2n n

projection P de 1, 2 ln sur E, avec F &#x3E; 0 indépendant de n. (On peut prendre
2 

p p

pour E le sous-espace engendré par les n premières fonctions de Radema-
cher considérées comme fonctions sur un ensemble à 2n points.) Par consé-

quent, si X contient des il uniformément, on ne peut avoir (iv). Ce
n

qui achève la démonstration.

Nous avons déjà signalé le problème suivant à l’exposé X :
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Problème : Si quand n - -, existe-t-il a  1/2 tel que :

D’après les résultats de KHnig, Retherford et Tomczak-Jaegermann
(cf. remarque 3.3 de l’exposé X de ce même séminaire) le problème précé-
dent est équivalent au suivant :

Si X ne contient pas de Î1 uniformément, existe-t-il p 
n 

’

1/2 tels que :

pour toute matrice orthogonale

En effet, en utilisant la remarque 3.3 de l’exposé X, on peut
r) Q

montrer que (3) entraîne : e n n)C n p our tout n 2.

On peut remarquer que (3) est vrai en moyenne : si l’on intègre le

carré du 1er membre de (3) par rapport à la mesure de Haar normalisée

sur le groupe orthogonal, le résultat est inférieur à

où C est une constante et p &#x3E; 1 est tel que X est de type p.

On sait (cf. [2]) que tout espace qui ne contient pas de 1 uniformément
n

est nécessairement de type p pour un p &#x3E; 1. Par analogie, on peut donc

espérer une réponse positive au problème précédent. Par ailleurs, si X
1 11 1 

’ ,

est de type p et de cotype q avec - - - _2 ’ alors les résultats présen-
p q

tés dans l’exposé X donnent une réponse positive.
Si l’on étudie la démonstration du théorème 9, on s’aperçoit

qu’on a démontré le

Théorème 10 ([3]) : : Pour tout 5&#x3E;0, il existe une suite d’entiers

kn(6) possédant les propriétés suivantes :

(i) quand n---.( ï ) kn ( b ) - quand n - . 
2 /"

(ii) Tout espace E de dimension n tel que Vn contient
n

un sous-espace F de dimension k (ô) tel que
n
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Le lecteur peut se reporter à L ’-3] pour plus de précisions,
en particulier sur l’ordre de grandeur de k (ô) en fonction de n et

aussi sur le cas "isométrique" (i.e. le cas où Bien enten-
n

du, on a également un analogue du théorème 10 concernant les constantes

de projection, nous laissons au lecteur le soin de l’énoncer.
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