
Séminaire d’analyse fonctionnelle
École Polytechnique

J. BOURGAIN
Un espace non Radon-Nikodým sans arbre diadique
Séminaire d’analyse fonctionnelle (Polytechnique) (1978-1979), exp. no 29, p. 1-6
<http://www.numdam.org/item?id=SAF_1978-1979____A25_0>

© Séminaire d’analyse fonctionnelle
(École Polytechnique), 1978-1979, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire d’analyse fonctionnelle implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation com-
merciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SAF_1978-1979____A25_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


° 

E

1) ’ A B A L Y S E F 0 N C T 1 0 N N E I, L E

1978-19~9

UN ESPACE NON RADON-NIKODÝM SANS ARBRE DIADIQUE

J. BOURGAIN

(Vri ,je Uni versiteit-Bruxel les et Paris VI)

ÉCOLE POLYTECHNIQUE

CENTRE DE MATHEMATIQUES
PLATEAU DE PALAISEAU - 91128 PALAISEAU CI,OEX

Téléphone 941.82.00 · Poste N·

ECOLEX 691396 P

Exposé No XXIX 1er Juin 





XXIX.1

Dans L 3J, Huff et Morris montrent que si un espace X ne

possède pas la propriété de Radon-Nikodym (RN’P), il existe un sous-

ensemble borné A j,0 de X et E&#x3E;0, tel que

Appelons un pareil ensemble A un arbre.

Un arbre diadique dans X est un n E JN . 2 i
borné de points de X vérifiant les conditions suivantes :

/ j

Stegall (cf. [5]) a montré que tout espace dual non RNP contient un

arbre diadique et il pose le problème en général. Dans [1] on obtient

certaines solutions partielles. Le but de cet exposé est de démontrer

la chose suivante :

Théorème : Il existe des sous-espaces de L1 non RNP et sans arbreÎdiadique. ’ 

diadique.

En fait, notre technique permet de construire des espaces

non-RNP tout en évitant tout "type" d’arbres préalablement fixé.

Nous posons

ce qui donne la distance dans L 0

Lemme 1 : Pour tout sous-espace de dimension finie E de L1 et e &#x3E; 0

on se donne un Soi t (9 n) une suite fixée de nombres
n

positifs. Il existe alors une suite croissante (E ) de sous-espaces

de dimension finie de L telle que a les propriétés suivante

1. E n’ est pas RNP ;

2. Pour tout n et pour tout i 1 existe gEE n tel
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On utilise les deux lemmes suivante

"Lemme 2 : Pour tout t E &#x3E; 0 il 1 existe des fonctions f  , , .. , f n dans L~
telles que

il existe une fonction constante

Ce résultat est une amélioration due à H. Rosenthal r21 d’un

lemme de Roberts Pour les f , on peut considérer des copies indé-

pendantes de la valeur absolue de la variable p-stable, en prenant p

suffisamment proche de 1.

Lemme 3 : Soit E un sous-espace de dimension finie de L1. Pour tout

e&#x3E; 0 il existe 5 &#x3E; 0 tel que si et alors

1 + + e. 

1 

Démonstration : Soit n - dim E et une base de E telle que

pour tous scalaires a ,...,a
2 jSoit alors ôe tel que max j . Supposons main-

D’ o ù

A partir de ces lemmes, la construction du Lemme 1 est standard et on

n’en explicite pas les détails.
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Lemme 4 : Soit E un espace normé d-dimensionnel et ( , ) une mar-r r

tingale uniformément bornée par 1 à valeurs dans E sur un espace proba-

hilisé Alors

Démonstration :

a) Si E est un Hiibert, on 1 · En effet, , p our
i r 

chaque coordonnée i ~ 1, ... , d, ~ 1 ) est une martingales réelle, d’ ou
.. _ _ _ _ _ r - 

. 

~ -

qui donne le résultat.

b) Soit T : E£2(d) un isomorphisme. Alors (Tj ,2: ) est uniformé-
r r

ment bornée par et donc par (a)

d’ où

Puisque (Banach-Maziir) , la démonstration est terminée.

Lemme 5 : Soi t E un sous--espace de Ll de dimensi on d et p &#x3E; 0. Soi t

(E ., r 1 zr ) une martingale à valeurs dans Li telle que 1 et

¿ p pour tout r. Alors

Démonstration : Supposons l’énoncé faux. Donc

Soit T) ’r une fonction Z r -mesurable a valeurs dans E telle que

r (t) -Tl = dist(g r (t),E) pour tout t. On a donc pour tout s = 1...... r
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et

si on pose

Pour s = 1, ... , r - 1 on trouve

Par le lemme 4, on a

contradiction.

Le résultat suivant s’obtient de la même manière que le lemme 3.

Lemme 6 : Soit E un sous-espace de dimension finie de L1 et E&#x3E;0.

I1 existe alors y(E,e)&#x3E;0, tel que

si et 

Si E est un sous-espace d-dimensionnel de L 1, on pose

et prenant les sous-espaces E 
n 

de L1 vérifiant les conditions
du Lemme 1.

Lemme 7 : L’espace E= « En ne contient pas d’arbre diadique.

Démonstration : Si E contient un arbre, il existe une martingale

diadique (§r -7r à valeurs dans E et P&#x3E;0 tel que sup ,Ils r Il s 1 et
r

&#x3E; P. On va montrer que ceci mène à une contradiction.
’r "r+1’1 

"

r

Posons . Fixons 0xp/3. Choisissons r tel 
"r 1 r’ l

r

Il est clair qu’on peut trouver un entier n tel que
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Soit ~ une fonction à valeurs dans E n tel que ))j r (t) - W(t))) 1  x pour
tout t. Posons 1’ = -v(E ,e ) ,s ). En appliquant le lemme 5,

1 

n n n n

on trouve

pour s-- 5(d,P), où d=dim E .
n

Par l’hypothèse (2) du Lemme 1, on peut trouver une fonction ’!s
¿ -mesurable à valeurs dans E , telle Gue pour tout t
x n 

’

Il est alors aisé de voir qu’on a pour tout t

Fixons t et considérons l’ensemble Alors

~y . En usant du Lemme 6, on trouve

et donc

Pour t fixé, on pose ensuite

IP( B i :S 0 * Y . .. (~n obt,ient

Alors
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et

Donc

et par intégration

Pour x- 0, on trouve la contradiction voulue.

Ceci démontre le théorème.
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