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XXIX.1

1

Dans | 3], Huff et Morris montrent que si un espace X ne
possede pas la propriété de Radon—Nikod&m (RNP), il existe un sous-

ensemble borné A£® de X et >0, tel que
x € C(A\B(x,£)) pour tout x< A ,

ou B(x,e)={yeX ; ||x-yl|<el.

AAppelons un pareil ensemble A un arbre.

Un arbre diadique dans X est un systeme {xn K3 ne N, 1sk=s 2n}
9

borné de points de X vérifiant les conditions suivantes

1. X = % X

1
n,k nel,2k-1 "2 *n+t,2k °?

ro

inf ||x |>0

-x |
ok | Pt 2k-17 Tnet, 2k

Stegall (cf. [5]) a montré que tout espace dual non RNP contient un
arbre diadique et il pose le probleme en général. Dans [1] on obtient
certaines solutions partielles. Le but de cet exposé est de démontrer -

la chose suivante

[%héoréme : TI1 existe des sous-espaces de L1 non RNP et sans arbre

diadique.

En fait, notre technique permet de construire des espaces
non-RNP tout en évitant tout '"type'" d'arbres préalablement fixé.

Nous posons
d(f,g) = inf{e>0 3 Pllf-gl=2¢] < €} ,

ce qui donne la distance dans L°.

Lemme 1 : Pour tout sous-espace de dimension finie E de L1 et €¢>0
on se donne un nombre 6(E,c) > 0. Soit (sn) une suite fixée de nombres

positifs. Il existe alors une suite croissante (En) de sous-espaces

de dimension finie de L1 telle que E:lJEn a les propriétés suivante
1. E n'est pas RNP ;

2. Pour tout n et pour tout f¢ E, wa1§ 1, il existe gt En tel

| que “gH|S 1 et d(f,g)fié(En,en) .
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On utilise les deux lemmes suivants

_ . . 1
Lemme 2 : Pour tout 6e>0 il existe des fonctions fl""’fn dans L

telles que

1. “fk”1—1 *

2. It -1ly=1 3

3. H’l-—%(f1+...+fn)“136 H

4. si f€ [f1,...,fnJ et Hf”1s 1, il existe une fonction constante

| a€ [0,1], telle que d(f,a) < €.

Ce résultat est une amélioration due a H. Rosenthal [2] d'un

lemme de Roberts [4]. Pour les f on peut considérer des copies indé-

k L)
pendantes de la valeur absolue de la variable p-stable, en prenant p

suffisamment proche de 1.
Lemme 3 : Soit E un sous-espace de dimension finie de L1. Pour tout
>0 il existe §>0 tel que si fEE, g€ L1, |]g||1$1 et d(f,g) <6, alors

Hf”ls 1+ €.

Démonstration : Soit n=dim E et e s+--s€ une base de E telle que

= a ek”1 > max(lak'; k)
k .
pour tous scalaires COREERRE
Soit alors 6<I€2 tel que max f leKIS-%— si P(A) <6 . Supposons main-

k A

tenant f::E ak ek

A=[lf-gl=56]. On obtient

dans E, |lgll, <1 et d(f,g) <6. Donc P(A) <b si

Nell, = [ lel+ Il < 5 la | [ le | +]lgll;+8 =<
= L L e s ] [ e+ el

e? max(la, [ k) +1+6 < g2 el +1+0 .

2
. 1+5 1+ ¢€
D' ou Hf” < < - < 1+€ .
1 1- 52 1- az

A partir de ces lemmes, la construction du Lemme 1 est standard et on

n'en explicite pas les détails.
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Lemme 4 : Soit E un espace normé d-dimensionnel et (§r,2r) une mar-
tingale uniformément bornée par 1 a valeurs dans E sur un espace proba-

bilisé (Q,2,n). Alors

(z g
r

r+1 ~r'

Démonstration

2

- F < 1.
el Qr!2__1 En effet, pour

a) Si E est un Hilbert, on a & ||§
r

chaque coordonnée i=1,...,d, (§i) est une martingale réelle, d'ou
i i 2 i 2 P2 . 2 2 2
Sv1 ™ Splla= 80 qilp - g5+ Pone e -6 lI5=15, 5 lIg, 5, ce

qui donne le résultat.

'
i
i

b) Soit T: E—»Ez(d) un isomorphisme. Alors (Tir,zr) est uniformé-

ment bornée par ||T|| et donc par (a)

. 2 2
2 ITE,,, - Te T = [IT]
r

d'ou

2 o2 m-1p2
SO - P 1o R S

= g
Tr

Puisque dist(E,ﬁz(d)):SJE (Banach-Mazur), la démonstration est terminée.

prem

Lemme 5 : Soit E un sous-espace de L1 de dimension d et P> 0. Soit
(Er,Zr) une martingale a valeurs dans L] telle que ngHmf§1 et
Hir— gr+1“12 P pour tout r. Alors

P L
J ldluﬂ,t (Er(t),E)dt z 3
TR

si r>g(d,p)=[364a » 2]+2.

b

Démonstration : Supposons 1'énoncé faux. Donc

j dist(ﬁr(t),E)dt < % pour un r = p(d,e) .

Soit ﬂr une fonction Zr—mesurable a valeurs dans E telle que

”ir(t)-nr(t)H: dist(gr(t),E) pour tout t. On a donc pour tout s= 1.....

I

InJl, = In, = 2
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et
si on pose

Pour s=1,...,r -1 on trouve

“ns+1 - “SHl = I|§s+1 - gsll1 - Hgs“ T]SH1 - l:l§8+1 = T\S+1!E1 = % .

Par le lemme 4, on a

r-1

2/a = (x| 2y1/2
s=1

1
s+1-'ns”1 = 3 Vr-1 p , contradiction.

Le résultat suivant s'obtient de la méme maniere que le lemme 3.

Lemme 6 : Soit E un sous-espace de dimension finie de L1 et €>0.

I1 existe alors Y(E,e) >0, tel que

IA If] < ¢ Hf”l

si fEE et P(A) < v(E,e) < e.

. . . 1
Si E est un sous-espace d-dimensionnel de L, on pose

2-B(d,€)

5(E,e) = Y(E,e) .

1 . ... s
oit €n—o0 et prenant les sous-espaces En de L~ verifiant les conditions

du Lemme 1.
lLemme 7 : L'espace E:lJEn ne contient pas d'arbre diadique.

Démonstration : Si E contient un arbre, il existe une martingale

diadique (§r,2r) a valeurs dans E et p >0 tel que sup ngHm:;1 et
r

inf ng— €r+1H12 P. On va montrer que ceci mene a une contradiction.

r

Posons o = sup ngH
r

I1 est clair qu'on peut trouver un entier n tel que

;- Fixons 0<x<p/3. Choisissons r tel que ngﬂ1220— X.
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i- dist (£ (t),E ) <x pour tout t ;
e
B |

il. en<ix . ¢

Soit ¥ une fonction a valeurs dans E_tel que Hir(t)—<9(t)H1<~x pour
tout t. Posons Y::V(En,sn) et &= 6(En,€n). En appliquant ie lemme 5,
on trouve
[ aist(g_(£),B )at > £
S ’“n 3
pour s=p(d,p), ou d=dim E -
Par 1'hypothese (2) du Lemme 1, on peut trouver une fonction ﬂs

Zq-mesurable a valeurs dans En’ telle que pour tout t

b

iii. In (Ol =1
iv. a(g (t),m (t))<o6 .
s s
Posons 1M = E[ﬂs|2r]. I1 est alors aisé de voir qu'on a pour tout t

B(d,sn)

Bld,p) 5 < 5 -y .

T s <2

a(g_(£),Mn (¢)) = oS

Fixons t et considérons 1'ensemble A=A, = [|§r(t)-ﬂr(t)l >vy]. Alors

P(A) < v. En usant du Lemme 6, on trouve

I (O, = [[5.(¢) xACil1—v
= g (0], - g () x,ll; - v
= g (O - [lt) x,ll - x-v
> g (Ol - el - x-v

v

ng(t)H1—- En(l +X)=X-Y
et donc
HﬂrH1 = HErH1—-4x > 5 - 5%

Pour t fixé, on pose ensuite B=B, = [ls

(t) - Hg(t)' - 5]. Alors
P(B) <6<y . On obtient
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e, (0) xglly = llg () - m ()]

L CRORR KT PR R P
> ig (0 - (D) -0-¢
et
legt®) x My = Ing(e) x clly-o
> 1,0 - I8 gl - 5
> HT]S(t)Hl- e,-0o -
Donc le (Ol = [In (), + dist(5_(£),E ) - 4x

et par intégration

1

o = |[gll, = [Ingll,; + ] dist(g_(£),E )dt - 4x

2 fl,+5-4x 2 o+ E-ox .

Pour x- 0, on trouve la contradiction voulue.

Ceci démontre le théoreme.
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