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On démontre dans cet exposé que de toute suite normalisée

convergeant faiblement vers 0, d’un espace de Banach, on peut extraire

une sous-suite "presque inconditionnelle" et on utilise ce résultat

pour obtenir en termes de modèmes étalés (cf. LB]) une caractérisation

des espaces de Banach dont le dual a la propriété de Banach-Saks.

On se propose de montrer que si une suite semi-

normalisée tendant faiblement vers 0 d’un espace de Banach E, si 

et dE IN sont donnés, on peut trouver une partie infinie N 
0 

de lN telle

que la suite (xn)n N soit basique et que pour chaque partie A à d

o

éléments de No la projection naturelle de [(x n) nEN 1 sur soit
o n n~N n n(:A

o

de norme inférieure à 1+6.

La clé de la démonstration est le lemme suivant dû à Bourgain :

Lemme : Soit une suite tendant faiblement vers 0 dans un
2013201320132013 1 E

espace de Banach E. Pour tout réel e&#x3E; 0 et tout entier D, il existe

un ensemble fini Sc lN tel que pour tout D-uple (Yk)ksD d’ éléments de
la boule unité du dual E’ de E, il existe p E S avec :

Démonstration : Soit B~ la boule unité de E’ (compacte pour la topo-

logie et sur BD considérons la suite de fonctions :
E 1

Considérons ctest un compact et on a évidemment
i i iL

n , K. ce qui implique le résultat.
i 

1

De ce lemme, on déduit dans un premier temps la proposition

suivante :

- [ Proposition 1 : Soient dé W, une suite convergeant faible-
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ment vers 0 d’ un espace de Banach E et une 
fami lIe de parties

.
finies de la boule unité du dual E’ de E .

Si i 1 existe un enti er D, tel que pour tout " card F D, alors
pour tvut c&#x3E; o donné, on peut trouver N (:F]NJ . N = (p.). _lN OÙ Ja sui-

o o i i(:IN
te p. 1 est rangée dans l’ordre croissant) tel que : :

Démonstration : La preuve se déroule par récurrence sur l’entier d.

Commençons par établir le résultat pour d= 1.

1 Amorce de la récurrence : 
Soit donc (Fi)ICIN une famille de sous-ensembles de B indexée par
les entiers (en fait, les parties de lN à un élément) telle que :

Pour s donné, à l’aide du lemme, on peut trouver un ensemble fini d’in-

dices S tel que ¥- jE:IN j avec sup .

1 1 
yEFi P J 7 

1

J
Evidemment il existe un même indice p1 de S1 qui convient pour une infi-

nité d’éléments de W. Soit donc Ni l’ensemble infini des entiers j stric-

tement supérieurs à p1 tels que :

A présent comme F 
Pl 

est fini et que la suite converge vers 0" 

p 1 
" 

l 

1 

°

faiblement, on peut extraire de N 1 une sous-suite N’ 1 = 1 telle

que :

. 

Dans ce qui suit désignera l’ensemble des parties de N à d é1é-

ments et [N] l’ensemble des parties infinies de N.

A chaque fois que nous écrirons M= , on supposera

m1m 2 - ... °
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Supposons qu’au rang k on ait construit des entiers

p ~ 1 p ~ 2 ...  p k et des parties infinies de IN, (N!) 1 i ~~k (N i 1 -- - 1

q est le rang de nl dans N! ) décroissantes pour l’ inc lusion avec
q 1

N! 1- 1 BN ! 1 i = 1, ... , k ( N’ 0 = lN) ; et tels que

alors en réitérant le procédé initial à l’ensemble N’, il est facile

~ 

k

de trouver un entier Pk+1E Nk et une partie infinie de Nk tels que:

et d’en extraire une nouvelle sous-suite telle que :

En définitive, on a trouvé un ensemble infini d’entiers

tel que si on considère un de ses éléments p k 1 on a :

o

et l’entier j -,ko est certainement inférieur au rang de p. dans Nk .o 
, 

J 
o

2 Achevons la récurrence en supposant la construction effectuée

au rang d et en passant au rang d + 1.

Soit donc une famille de parties de BE’ avec

avec sup (card FA )  D  
A 

"

A l’aide du lemme, on peut encore choisir un ensemble

fini S1c IN tel que :
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- Tout d’abord, il est facile, à l’aide du théorème de Ramsey ~R~,
de trouver une sous-suite Ni de IN telle que le même indice pl E S1
convienne pour tous les d+1-uples d’éléments de N1 et on peut évidem-

ment supposer que les éléments de N1 sont tous strictement plus grands
que p1-
- A présent, à chaque A E [N1Jd, , on peut associer l’ensemble

A p1 on peut selon l’hypothèse de récurrence

trouver une partie infinie N1 de N1, telle que :
/ /

- Enfin une récurrence en tout point analogue à celle effectuée dans

la première partie de la preuve permet d’obtenir une suite d’entiers

N0= et des parties infinies de
o 1 1 .Il"

décroissantes pour l’inclusion avec :

Pour terminer, soit AE [N 0ld+l et yE FA "
Soit Pk le premier élément de A et :

o 
- 

0

puisque j-k est certainement inférieur au rang de p. dans

On en déduit immédiatement :

Proposition 2 : Soit (x.) une suite basique, semi-normalisée,

convergeant faiblement vers 0, d’un espace de Banach E. Pour tout

entier d et pour tout £&#x3E; 0, il existe une sous-suite No des entiers,
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1 telle 
’ que si et si PA désigne l’application li néai re :

Démonstration : Soit 6 tel que 0  Ó  et k la constante de
i i

basicité de *Donnons-nous E tel que
i JiB 

Il existe alors un entier D et une famille parties finies

de B avec :

2 La partie F de B E ’ norme à E’-près l’espace ou en
B A E 1 E

d’autres termes :

On a successivement,
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car la basicité de (xi)iE1N implique :
i E

En définitive, on a :

......

Corollaire 1 : Soit une suite de réels strictement positifs.

Si (x ) est une suite basique, semi-normalisée, convergeant fàiblement
n

vers 0 d’un espace de Banach E, alors la suite (x i)iE]N admet une sous-

suite telle si k  n 1  ...  n k alors
l’espace est l+£k-complémenté dans L(x! )oE1N ] et cela par

n. k 1 E 

la projection naturelle.

Le programme annoncé est donc rempli, cependant on peut se

demander si les résultats précédents subsistent sous d’autres hypothèses
sur la suite que la convergence faible vers 0.

Considérons par exemple l’énoncé suivant qui est sensiblement

plus faible que la conclusion du corollaire précédent :

.

j M +00 j 4 (x!)c (xi) tels si

(if-) k  n1...  nk alors l’espace [(x’ ) ] est M-complémenté dans
ni ik

et cela par la projection naturelle.
i i E IN

Il est clair que si la condition (i) est vérifiée, tout modèle

étalé sur (x’) 1 iElN aura une suite fondamentale inconditionnelle de
i E

constante inférieure ou égale à M. On conjecture le résultat suivant :

Conjecture : Si est une suite bornée d’un espace de Banach

admettant un modèle étalé non trivial ayant une suite fondamentale

K-inconditionnelle, alors vérifie (1q pour V M&#x3E;K.

De ce qui précède il est facile de déduire le résultat sui-

vant qui avait été conjecturé dans [GL].

Proposi ti on 3 : Si E est réflexif ou séparable, alors E’ a 2 pour
modèle étalé si et seulement si un quotient de E a c o pour modèle étalé.

. 
On renvoie ou pour la définition d’un modèle étalé.
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Rappelons (cf. [B] et [GL]) sans entrer dans les détails

qu’avoir c0 (resp. ~1) pour modèle étalé de E signifie qu’il existe

une suite de vecteurs de E et une constante M &#x3E; 0 telles que

pour tout entier k, tout système de k vecteurs choisis parmi les

(x) k soit M-équivalent à la base canonique de £k (resp. 
n n2 00 1

Démonstration de la proposition 3 : Nous nous contenterons de démon-

trer la partie nécessaire, et renvoyons à [GL] pour la réciproque.
Soit donc (yn )nE IN une suite étalant ~1 dans E’. Si (yn) possè-

de une sous-suite équivalente à la base canonique de 11, par hypothèse
E est séparable, un résultat classique (rLT] p. 104) affirme alors

que E a un quotient isomorphe à c 
0 

...

Sinon (y ) admet une sous-suite de Cauchy faible (yn) ; la suite
n n

alors faiblement convergente vers 0 ; on peut donc

en extraire une sous-suite (z’) vérifiant les conclusions du Corollaire
,, " n

1 et qui soit également w ’Ir -basique ( cf . LT p. 10), c’est-à-dire qu’il

existe un quotient de E muni d’une base telle que :

Donc à présent, on sait qu’il existe deux constantes M1 et M2 telles
que si k n 1  k ... n k la famille 

_k 

est M-équivalente à la base

canonique de et l’espace est M 2 complémenté dans [(z’) nE IN1 i 1k 2 n 

par la projection naturelle. Cela implique que (x ) 
1k 

est M .M -équi-
valente à la base canonique ce qui achève la preuve . D

Corollaire 2 : Un espace de Banach E a la propriété de Banach-Saks

si et seulement si E est réflexif et aucun quotient de E’ n’a c pour

modèl_e étalé. 
o

Démonstration : En effet (cf. [BI) E a la propriété de Banach-Saks

si et seulement s’il est réflexif et n’a pas pour modèle étalé.

° 
Une considération plus attentive des modèles étalés permettrait de

remplacer M1 et M2 par 1 + F-k ou c décroît vers 0 avec k.
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