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V.1

A étant une algèbre de Banach commutative, B une sous-algèbre
fermée dans A, on dira que B est bien complémenté dans A s’il existe une

projection linéaire continue P de A sur B telle que pour tout a dans A

et tout b dans B on ait

On dira alors que P est une espérance conditionnelle de A sur B.

En particulier considérons un espace compact 0, la tribu borélienne C~

de Q, une sous-tribu. Soit A une algèbre de Banach topologiquement

contenue dans l’algèbre É5(Q) de toutes les fonctions continues sur 0

à valeurs complexes. Soit B la sous-algèbre fermée de A constituée par

les fonctions de A qui sont /9-mesurables. Soit d~ une mesure de proba-

bilité sur (Q,G) et e, /? l’espérance conditionnelle au sens des probabi-
lités projection orthogonale de sur 

On peut se demander si la restriction de à A est un endo-
morphisme continu dans A. Si la réponse est positiv e, B est bien complé-

menté par l’espérance conditionnelle au sens des probabilités eS.

§ 1 -

On se place dans le cas particulier suivant : U désigne le

tore à une dimension identifié à A(lt) désigne l’algèbre de

Banach des séries de Fourier 2n-périodiques absolument convergentes :

avec la norme et le produit ponctuel.

(2 est le tore à deux dimensi ons i denti f i é à x 

est l’ algèbre de Banach des séries de Fourier en deux varia-

bles, 2n-périodique en chacune d’elles, absolument convergentes :

avec la norme et le produit ponctuel.
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Choisissons une application continue (P de R dans R telle que appar-

tienne à On associe l’ application ~ de R2 sur R définie

par

8 est ta sous-irihu (tes de TT 2 correspondant à l’ ima g e réci-

1,x de 1

, 
2

la k3 de 1 A l’l’’l’ ) ext J’ensemble des fonctions de A cons-

tantes sut tes de niveaux de correspondant aux lignes de
q

niveaux de ~ - définies par

B est donc l’ensemble des fonctions de A de la forme F O tl, où F est
-

une fonction continue sur ’H. Désignons par B la sous-algèbre de 

des fonctions F telles que F O Él appartienne à A.

Par transport de structure B est isométriquement isomorphe
à l’algèbre de Banach B, avec la norme

fixé, la fonction F(~(x o ,y» = F(y- Bp(x 0 » est une fonction de A(%) en

la variable y. La fonction F est donc elle-même une fonction de 

c’est une série de Fourier
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étant une fonction de A(~2) , c’est une série de Fourier

avec

D’après (1) et (2) on a

donc

et

Ainsi, d’après (3) et (5) :

Posons ( on remarque que

et que ou est un poids sous-multiplicatif sur 2Z :

w(n1 + n ) s w(n ) pour tout couple (n ,n ) de .

l 2 1 2 p p 1 2

On associe à w l’ a lgèbre de Banach (dite algèbre à poids, ou

algèbre de Beurling) des séries de Fourier 2n-périodiques absolument

convergentes avec le poids w : :

Les calculs précédents montrent que B est identique à A(lT;(jD) :

-Proposition 1 : La sous-algèbre de des fonctions constantes

sur les lignes de niveaux est isométriquement isomorphe

à l’algèbre à poids des séries de Fourier 2n-périodiques abso-

lument convergentes avec le poids w : :

avec
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La sous-algèbre B dépendant de ~ sera notée B~ . Remarquons que si la

série de Fourier de la fonction choisie continue et 2n-périodique
n’était pas de plus choisie absolument convergente, contrairement à

l’hypothèse faite, c’est-à-dire si ~ n’était pas choisie assez régulière,
alors la sous-algèbre B des fonctions de constantes sur les

lignes de serait réduite à la sous-algèbre triviale
des fonctions constantes sur ~2.

La proposition 1 permet facilement de montrer :

Pour toute application ~, B~ est complémenté dans

Démonstration : En dehors du cas trivial où B~ est réduit aux constan-
tes, on utilise le résultat général suivant : dans un espace L1(X;,4)
un sous-espace fermé E qui est lui-même isométriquement isomorphe à un

espace L1(Y;v),est complémenté dans (Le résultat vaut encore

si E est isomorphe à L1(Y;v) avec une distance d’isomorphisme assez

proche de 1 : Théorème de L. Dor (Ann. of Math. (1975)). Ici est
o o

isométriquement isomorphe à £1(ae2) et B , sous-espace fermé de 

est isométrique à Î1(29;w) d’après la proposition 1.

On peut, sans utiliser ce résultat général, donner une démons-

tration directe, suivant une idée de N. Leblanc (communication orale),
de la complémentation, démonstration qui a l’avantage d’expliciter une

projection : pour tout p de ?~ , on développe en série de Fourier

:

Posons

et sinon

On définit une application linéaire continue P de norme 1 de A(~2)
dans B, en posant pour tout couple (n,p) de 2Z2:
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car

P est une projection sur B0152 car pour tout p de 2Z :

§ II -

On peut se demander si B est bien complémenté. Bien que cette

propriété ait un caractère algébrique, la réponse dépend de la régularité

de ~ : : nous verrons que si Y est de classe C2 alors B, est bien complé-
menté, mais qu’il n’en est pas de même si Y est linéaire par morceaux

(et non linéaire). Pour donner une condition nécessaire et suffisante

de bonne complémentation, précisons quelques notations : PM(lt) désigne

l’espace dual de A(~) , le produit scalaire de dualité d’une forme linéaire

S, dite pseudo-mesure sur avec une fonction f de est

f(t) dt sont les n-ièmes coef-

ficients de Fourier respectivement de S et f. La norme de la pseudo-

mesure S est

est un module sur A(n) : : S et g appartenant respectivement à

PM(IT) et à gS est la pseudo-mesure sur ff définie pour tout f

de A(1r) par :
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et

Avec ces notations on a :

-Proposition 3 : B est bien complémenté si et seulement si il existe

une pseudo-mesure S/0 dans et une constante C &#x3E; 0 telle que pour

tout p de 7Z

Corollaire de la proposition 3 : A chaque fonction e de A ( ~ ) telle

que S,e&#x3E;/0, on peut associer une espérance conditionnelle P 8 qui à

toute fonction f de font correspondre la fonction de B~ : :

(le produit scalaire de dualité étant pris, pour (x,y) fixés, en la

variable t).

Démonstration : La condition de la proposition 3 est équivalente à

l’existence d’une pseudo-mesure U sur ltvérifiant

et d’une constante C1 &#x3E; 0 telle que pour tout p de 25 :

En effet si S satisfait la condition de la proposition 3, en prenant e

dans A(’ll’) telle que S, 8&#x3E;, 0, la pseudo-mesure U= p 

vérifie (1) et (2), car

lère étape : Condition suffisante. Supposons qu’il existe une pseudo-
mesure U sur lt ayant les propriétés (1) et (2). Pour tout couple (n,p)
de ?¿2 déf ini ssons

le produit scalaire de dualité étant pris, pour (x,y) fixés, en la



V.7

variable t. On a

d’ o ù

Donc P prolongé par linéarité à A(’fi’2) est continue de norme ci 1
et c’est une projection car

et si f(x,y)~F(y-~P(x)), on obtient Pf = f.

(Remarquons qu’on a nécessairement C 1 ~ 1.)

2ème étape : Condition nécessaire. Supposons B~ bien complémenté par
P, projection linéaire continue de A(’II’2) sur B . Soit l’ isométrie

de B~ sur B~ qui à toute fonction F(y-W(x)) de B~ fait corres-
pondre la fonction F de et soit 

Pour tout couple (n,p) de ’ae notons 6 n, p la fonction appar-

tenant à dont le développement en série de Fourier est

avec

où

Posons

d’ où

donc

D’après (1) et (2), on a

et

Pour tout de 2Z on a :
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ce qui permet de définir pour tout couple (p, ) de 7.2 , une pseudo-mesure

pour tout n de X. On a ainsi

donc (3) équivaut à :

et

De plus

donc

et a fortiori

d’où

Puisque P est une espérance conditionnelle on a pour tout triplet

(n,p,k) de 2Z3 :

or

i

appliquons P en utilisant l’expression

on a d’après (5) et (6)
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Car

Inégalité (7) entraine que pour tout 4-uple (p,n,2 ,k) de ~4

c’est-à-dire pour tout triplet (p,~,k) l’égalité des pseudo-mesures :

En particulier prenons p = 0, ~’ = k on a

pour tout k de 7Z .

Notons S cette pseudo-mesure V(0,0), les relations (3’) et (4)

et

montrent que

S possède donc les propriétés requises, ce qui achève de démontrer la

proposition 3.

Lorsque B~ est bien complémenté, on peut se demander s’il existe une

espérance conditionnelle au sens des probabilités projetant A sur B~ .
Voici une réponse partielle :

Proposition 4 : Soit dv une mesure de probabilité sur lltet

qui est alors une mesure de probabilité sur lt .
Soit la sous-tribu des boréliens de 11’2 associée à la fonction

Soit eS la projection orthogonale de sur

est une projection continue de sur si et

seulement s’il existe une constante C &#x3E; 0 telle que pour tout p de 5§l :

_ e t on a
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: Un calcul faci le pour une foncti on f continue sur U 2
~‘=~~( 1’) la forme (2). En particulier

j o1 ost continue dans si et seulement s’ il existe une constante

C ? () telle que pour tout couple (n,p) de W 2

c’est-à-dire pour tout p de 2Z :

On peut alors démontrer :

Proposition 5 : Si W est de classe C2, B est bien complémenté par
une espérance conditionnelle au sens des probabilités.

Démonstration : Si ~ est linéaire la proposition 4 s’applique avec

et

Si IP est non linéaire de classe C 2 il existe un intervalle 1 de llt

et un nombre a &#x3E; 0 tel que pour tout t dans 1 on ait l~p"(t) 1 ~~ o.

On utilise alors le lemme suivant dû à Van der Corput (voir A. Zygmund,

Trigonometrie series, vol. 1, Cambridge reed. 1959 p. 197).

-Lemme: Soit f une fonction de classe C 2 à valeurs réelles définie

sur un intervalle a, bj et telle qu ’il existe P &#x3E; 0 avec 

pour tout t On a

On applique ce lemme avec f ( t ) = nt + de sorte

que f" ( t) = p~" ( t ), ainsi
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On prend d B) ( t ) dt, XI fonction indicatrice de 1 et dt mesure

do de o On a donc

ou 1’ 
1 

ne dcpcnd o u t (1(’ 1), clcmo

Par ailleurs, si f et f’ 1 apparti ennent à L2(’IT), on a une inégalité

classique (dite de Carlson) -voir par exemple J.P. Kahane, Séries de

Fourier absolument convergentes, Springer 1970 p. 76)-

on applique ceci avec f(t)= d’où une constante C 2 &#x3E; 0 telle que
pour tout p de 2Z

D’après (1) et (2) la proposition 4 s’applique et B~ est bien complé-
menté par l’espérance conditionnelle au sens des probabilités :

proposition 6 : Si ~P est linéaire par morceaux et non linéaire B~
n’est pas bien complémenté.

Démonstration : D’après la proposition 3, supposons qu’il existe une

pseudo-mesure S/ 0 sur llt et une constante C &#x3E; 0 telle que pour tout p

de 2Z

Considérons le graphe de l’application .p de R dans 11. Cloisissons un

tel que a soit l’ absci sse d’lin point anguleux du

graphe ( i 1 en est de même pour a + 2~) , et soit P. l’ensemble
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des abscisses croissantes des N points anguleux du graphe correspon-

dant à l’intervalle la, a + s’identifie à la réunion de E et

des intervalles disjoints I., j~l,2,..-,N avec ,

et

Supposons le support de S non contenu dans E ; il existe alors une

fonction f de dont le support est disjoint de E, c’est-à-dire

supp fc U I . et telle que S,f&#x3E;/0.
j=1,2,...,N

Alors supp f n I . = K , est un compact contenu dans 1.. Il est possible
J J 00 ~ 

J
de choisir une fonction g., C , égale à 1 sur K., à support compact
~ J J
K , c I .. Alors fg . = f . appartient à et f = f1 + ... + fN .J J J J 1 N

Il existe au moins un indice j 
o 

tel que S,f . &#x3E;/0. Ecrivons de deux

façons le produit scalaire 
o J 0

d’ où

Sur I. on ~ 1

~0
constantes réelles donc

Or est localement isomorphe à donc il existe

une constante C1&#x3E; 0 telle que

donc d’après (2)

ce qui avec l’hypothèse (1) entraîne

v

D’après le théorème de Beurling et Helson, Math. Scand. 1, 120-126 (1953),
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ceci est impossible si W n’est pas linéaire. C’est donc que le support

de S est contenu dans E. C’ est dire &#x26; ~ ... est

une somme de mesures de Dirac aux points x1’...,xN (il ne peut y avoir

de dérivées de mesure de Dirac car ce ne sont pas des pseudo-mesures).
Pour tout j = 1,... ,N, choisissons une fonction g. appartenant à A(llt)

J
dont le support rencontre E au seul point x . et telle que g.(x.)/0.

J J J
On a

donc

l’ hypothèse ( 1 ) entraine si 
J

ce qui à nouveau est impossible d’après le théorème de Beurling et

Helson. Donc a . = 0 pour j = 1,...,N et ainsi S = 0, ce qui achève la
J

démonstration.
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