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1. INTRODUCTION.

La théorie classique de M.C. Jordan montre que chaque matrice

quadratique A est similaire à une matrice B qui est la somme directe

d’un nombre fini de cellules de Jordan. Rappelons que les matrices A

et B sont similaires si B- X~1AX pour une certaine matrice inversible
X. Une cellule de Jordan est une matrice quadratique de l’ordre k,

de la forme

La matrice B peut être écrite sous la forme

où sont les diviseurs élémentaires de la matrice XI - A
1 n

et pour un polynôme

on a

Le théorème de Jordan ne peut pas s’étendre à la classe

des opérateurs (linéaires et bornés) d’un espace de Hilbert quelcon-

que. Pour obtenir des résultats dans des espaces de dimensions définies

on doit

(i) choisir une classe particulière d’opérateurs et

(ii) affaiblir la notion de similarité.

Kissilevski et Brodski (cf. ont obtenu des résultats

pour une certaine classe d’opérateurs de Volterra en utilisant une

notion de somme approximative. B. Sz. Nagy et C. Foias [13J ont con-

sidéré une classe d’opérateurs de classe co et la notion de quasi-

similarité. Ensuite C. Apostol, R.C. Douglas et C. Foias [lj ont dé-

montré l’existence du modèle de Jordan quasi-similaire pour tous les
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opérateurs nilpotents (donc pour les opérateurs algébriques). Tous

ces résultats sont maintenant couverts par la théorie du modèle de

Jordan pour les opérateurs de classe c .
o 

2. DEFINITION. OPERATEURS DE CLASSE c .
2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 o

Dans ce qui suit H, K, L désigneront des espaces de Hilbert.

B(H) est l’algèbre des opérateurs (linéaires et bornés) dans l’espace

de Hilbert H.

2.1 Définition : Un opérateur (linéaire et borné) X: H - H’ est une

quasi=affinité si Ker X = [01 et XH =Il’

2.2 Définition : Un opérateur T’E B(H’) est une transformée quasi-

affine de T E B(H) (T- T’) si T’X=XT pour une certaine quasi-affinité
X : H -~ H’ . Si T~ T’ et T’~ T les opérateurs T et T’ sont appelés quasi-
similaires (T.~ T’ ) .

Par H1, H 2 H on désignera les espaces de Hardy correspon-
dant au disque unité ÎX 1  1~ du plan complexe.

Pour T E B(H) on désignera par lat(T) l’ensemble des sous-

espaces (linéaires et fermés) invariants pour T.

2.3 Définition : Soit T E B(H) une contraction T est une

contraction complètement non unitaire (c.n.u.) si TIM n’est pas un

opérateur unitaire pour ( 0) / ME lat(T).
Pour une contraction T complètement non unitaire on définit

le calcul fonctionnel de Sz. Nagy-Foias [12J

00

pour u(X)= £ a 
n 

où la limite existe dans la topologie forte.
n=0

2.5 Définition : Une contraction c.n.u. TE B(H) est un opérateur de

classe c si u ( T ) = 0 pour une fonction u E H , 
o

Si T E B(H) est un opérateur de classe co il s’ensuit des pro-

priétés du calcul fonctionnel que l’idéal
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est faiblement fermé (si on identifie l’espace dual (L1/H’)"). Il
0

résulte donc du théorème de Beurling que

, 
"0

pour une fonction intérieure m (EH .

, 

’ 

00 
,

2.6 Définition : La fonction m telle que I=mH est appelée la fonc-

tion minimale de T et sera désignée par m .

La relation suivante est immédiate

où "A" signifie le plus grand diviseur commun. Pour un ensemble quelcon-

que MCH on posera

En particulier, pour f E H on posera Pour M - H on a mH = mT .
On a évidemment

2.9 Lemme : Pour un sous-ensemble quelconque M c H on a

("V" = le plus petit multiple commun).

2.10 Lemme ( Shernam ) ~ 14~ : Soit K c H un sous-espace de dimension 2.

L’ensemble

est partout dense dans K.

Preuve : Soit
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Pour A./0 on a m =m donc A est une réunion de sous-espaces de dimen-
sion 1, soit

Pour j/j’ les vecteurs f . et f., engendrent l’espace K donc
J J

Si on pose on aura
j K 

J

Ceci entraine card J~~ . En effet, soit m~(~ )/0, ~ ~  1. Pour
o K o 0

toute famille finie J’ c J le produit )) n . doit diviser m donc

jEJ’ J ~

, m intérieure. Il s’ensuit que

donc le produit 1T 1 n . (À ), Î est différent de zéro.

jEJ 
0

Puisque 0tn.(B ))! ceci entraîne card . Q. E. D.
J o 0

2.1~ Théorème ([14] ) : Pour tout T E B(H) de classe co l’ ensemble

est un F cr de la première catégorie.

Preuve : Soit m , ) 0,   1. Il s’ensuit des propri étés du cal-
------- T o 0

cul fonctionnel que les ensembles

sont fermés. Si f E F . et f’~F. une application du Lemme 2.10 montre
J J

que f est la limite d’une suite de vecteurs de HBF. contenue dans
J

Il résulte que les F. n’ont pas de points intérieurs.
J

Le théorème résulte de l’égalité
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2.12 Corollaire : ~ ~ est partout dense dans il..

3. MODELES FONCTIONNELS ET OPERATEURS DE JORDAN.

Tous les espaces de Hilbert considérés dans cette section sont

séparables. Soit L un espace de Hilbert (séparable). H2 désignera l’espa-
ce de Hardy formé par des fonctions avec des valeurs dans L :

H2 - = (produit tensoriel hilbertien) .L 

La translation unilatérale U E B(H2) est définie par
+ L

U+ est une isométrie complètement non unitaire (de multiplicité dim L)
oe

et pour u E H on a

Soit 0: (X : une foncti on analytique contractive

(c’est-à-dire ~j0(~)))l) telle que 0’(e i t) est un opérateur unitaire

dt-p.p. Une telle fonction sera appelée fonction intérieure (avec des

valeurs opérateurs) .
2 2

La sous-espace ferméOHdH est invariant pour U ; on pose-ij JL +

ra

L’opérateur S(0152» est le modèle fonctionnel associé à la fonction inté-

rieure 0. La proposition suivante est une conséquence de la théorie

des modèles de B.Sz. Nagy et C. Foias [12].

3.4 Théorème : Tout opérateur TEB(H) de classe co est unitairement

équivalent à un modèle S(~).

3.5 Propositi on : Le modèle S(0)) est un opérateur de classe c si

. 2 . . 
oo 

et seulement si pour une fonction intérieure mE Hoo. 
0
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Preuve : En effet, de la relation (3.3) il résulte que

donc u(S( a) ) = 0 si et seulement si

Puisque u(U+)
+

si et seulement si

or

00 
,

3.6 Corollaire : Pour toute fonction intérieure mE H le modèle

fonctionnel S(m) est un opérateur de classe co et sa fonction struc-
turale coïncide avec m.

Les opérateurs S(m) remplaceront les matrices B(p) de l’intro-

duction. On appellera S(m) un opérateur de Jordan. Plus généralement,

pour une suite M= (m.). ~ de fonctions intérieures telle que m .J J=0 J+1
divise m . pour chaque j, on introduit l’opérateur de Jordan

J

3.8 Lemme : : Soient T et S deux contractions c.n.u. telles que 

Alors T est de classe c si et seulement si ô est de classe c et dans
o 0

ce cas on a °

i tb

Preuve : Evidemment u ( T ) . u ( S ) pour tout u E H , donc u ( T ) _ 0 si et

seulement si u(S)= 0. Q.E.D.

3.9 Théorème : Si TE B(H) est un opérateur de classe co et a un vec-

teur cyclique alors S(mT )4 T.

Preuve : On peut supposer que T est un modèle fonctionnel : T =S(OE»

avec (X : ÎX Î  1 ) - B(L) intérieure. Soit fEH(0) un vecteur cycli-

que pour T et soit
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(ici V signifie l’espace linéaire fermé engendré par Unf, n -- 0, il 21... )-
+

Alors U K= U+ IK est une isométrie c.n.u. de multiplicité 1. L’opérateur

x = pH(G )IK : est tel que

,
Il résulte que Y=x)(Ker X) est une quasi-affinité telle que

où S est la compression

Puisque U K est une translation unilatérale de multiplicité 1 il résulte

que S est unitairement équivalent à un opérateur de la forme S(m).

Du lemme 3.8 on déduit alors m = mT . ° Q.E.D.

La proposition suivante est démontrée dans 12.

, 
m

3.10 Lemme : Soit T un opérateur de classe co et soit uE H . Alors

u(T) est surjectif si et seulement si u(T) est une quasi-affinité et

si et seulement si u IBmT = 1.

3.11 Théorème [14] : Soit T E B(H) un opérateur de classe c . Alors
1 3~ 

o

T a un vecteur cyclique si et seulement si T a un vecteur cyclique

et dans ce cas T’" S(mT) .
_ "

Preuve : Evidemment on peut considérer seulement le cas où T a un

vecteur cyclique. Dans ce cas il s’ensuit du théorème 3.9 que T 1,S(m T
Soit f E H tel que m = mp et posons

Alors T f a le vecteur cyclique f, donc Soient 

Y : t deux quasi-affinités telles que 

On a alors XYE et nous déduisons du théorème de Sarason l101
00

l’existence de uE H telle que
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Evidemment XY est un opérateur injectif donc il s’ensuit du lemme 3.10

que u mT = 1. On a

donc YX= u(T) par l’injectivité de X. Du lemme 3.10 et de la relation

ulBmT= 1, il résulte que u(T) est une quasi-infinité. On a donc

im Y~ im u(T) = H, H f = H. Il résulte que f est un vecteur

cyclique pour T. Q.E.D.

Nous avons donc démontré l’existence du modèle de Jordan

pour les opérateurs de classe co ayant un vecteur cyclique. Un rôle

important dans la généralisation du modèle à l’entière classe co est

joué par la proposition suivante.

3.12 Proposi t i on : Soit T E B ( H ) un opérateur de classe Co et soit

f E H tel que mf= fiT. Alors il existe un espace ME lat(T) tel que :

Preuve : En vertu du théorème précédent il existe un vecteur kE Hf
cyclique pour T On pose K= V Tk et M= HeK. Les

f f k

propriétés (i) et (ii) sont équivalentes au fait que l’opérateur

H est une quasi-affinité. On vérifie aisément que IK
K i 

if- 
f

a l’image partout dense dans Hf (puisque k est cyclique pour l" Un
argument semblable à celui du théorème 3.11 ontre que X est une quasi-

affinité. Q.E.D.

Une application itérée de la proposition 3.12 nous permettra

maintenant de démontrer l’existence du modèle de Jordan.

3.13 Théorème [3] : Pour tout opérateur TE B(H) de classe co il
ex&#x3E; 

o

existe un opérateur de Jordan S(m.) tel que S T. L’opérateur
j=0 iJ=

S est uniquement déterminé et on a aussi T S donc T et S sont quasi-

similaires.

Preuve : L’application itérée de la proposition précédente nous montre
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l’existence d’une suite d’espaces Mo, M1, et d’une

suite de vecteurs telles que
J J

Si h. E H est une suite arbitraire de vecteurs, il s’ensuit du corollai-
J

re 2.12 que les vecteurs f. peuvent être choisis tels que
J

Si 1 1 ensemble f h Jn 0 est partout dense dans H il s’ensuit de ( 3.1? ) que
i ~=0

Posons nous déduisons du théorème 3.9 l’existence d’une quasi-

affinité 
j 

~ 
.

telle que T X = X S(m ).J .i

On définit l’opérateur

par

00

On a évidemment TX =XS (S = (D S(m.)) et on peut vérifier que X est
j=0 

une quasi-affinité.
*

Si on remplace T par T dans cette démonstration on déduit
00

l’ existence d’un opérateur de Jordan S(m’. ) tel que T~S- Par

j=0 
transitivité on a SS’ et on peut démontrer que ceci entraine S= S’

pour les opérateurs de Jordan. Aussitôt résulte l’unicité de S et la

relation T ~ S . Q.E.D.
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3.19 Remarque : Soit T E B(H) un opérateur de classe c avec H
o

non-séparable. On peut démontrer un résultat analogue au théorème
00

3.13 dans lequel la somme 0153 S(m.) est remplacée par une somme 0153 S(m)
j=0 a J= 0 a

où a est un nombre ordinal quelconque et les fonctions m 
a 

sont assu-

jeties aux trois conditions suivantes : 

(i) ma = 1 pour un certain a ;
(ii) ma divise m pour 

(iii) ma. = m si card(a)=card((3) .

4. LE CALCUL DES FONCTIONS m..
2013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013201320132013 J

Pour une matrice finie A on a vu dans l’introduction que les

polynômes p. qui apparaissent dans le modèle de Jordan de la matrice
J

sont les diviseurs élémentaires de la matrice À.I - A.

Rappelons que les diviseurs élémentaires peuvent être définis

pour une matrice quadratique quelconque U sur un anneau principal .

En effet si © est une matrice de l’ordre n on pose

d. = le plus grand diviseur commun des mineurs de l’ordre j de Q
J

et on définit les diviseurs élémentaires par

Alors la matrice e est équivalente à la matrice

(c’ est-à-dire 6’ =X 6) Y pour X et Y inversibles) et p. 1 divise p .
J+ J

Ce théorème n’est pas vrai pour des matrices sur l’anneau

H (qui n’est pas un anneau principal). Tout de même les éléments d.
J

et p. peuvent être définis en remplaçant le plus grand diviseur commun
J

par le plus grand diviseur commun intérieur. E. Nordgren a démontré que

les matrices 0 et C’ sont quasi-équivalentes dans un certain sens.

En utilisant ce résultat, Moore et Nordgren ont démontré
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4.1 Théorème [8] : Soit @ une matrice quadratique intérieure sur ,

de l’ordre n. Alors le modèle de Jordan de l’opérateur de classe co .

S(0) est S(P1)EBS(P2) ...EBS(Pn) où les fonctions intérieures p . sont

les diviseurs élémentaires de la matrice 0.

Des formules analogues ont été démontrées dans pour tous

les opérateurs de classe c 0 (dans des espaces séparables). En utilisant

la généralisation de B. Sz. Nagy de la théorie de Nordgren, V. MUler

a donné une autre démonstration de ces formules.

Il existe une autre manière, plus "géométrique", de calcul

des fonctions m .. Rappelons que la multiplicité llT de l’opérateur

T E B(H) est le nombre cardinal minimum d’un ensemble M c H tel que

On a si H = [Oj et l1T = 1 si T a un vecteur cyclique. Si T est un

opérateur de classe co on posera

4.3 Théorème [2J : Pour tout opérateur T de classe co on a

Donc le théorème 4.3 est valable pour toute la classe co
(pas seulement pour les opérateurs dans des espaces séparables).
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