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Soit E un espace de Banach de dimension finie. On note

n(E) le plus petit entier n tel que E est 2-isomorphe à un sous-
00

espace de .
n

Le principal résultat de cet exposé est le théorème suivant,

dû à Maurey, et non publié :

Théorème 1 : Soit X un espace de Banach de dimension infinie. On a

alors l’alternative suivante :

i) ou bien, pour tout n et tout est (1+e)-isomor-phe
n

à un quotient de X. (Cela revient à dire que X’ contient des

ae uniformément, ou encore que X n’est pas B-convexe).
n 

-

ii) Ou bien, il existe b&#x3E; 0 tel que tout quotient de dimension

finie de X, noté E, vérifie

-

Pour mieux comprendre la signification de ce résultat,

faisons d’abord quelques rappels et introduisons des notations :

Soit X un espace de Banach. On notera BX sa boule unité. Soit

KcX une partie relativement compacte de X. On notera N(K,E) le

plus petit nombre de boules de rayon E dans X dont la réunion

recouvre K.

Rappelons un résultat bien connu : pour tout espace E de dimension n

et pour tout e: &#x3E; 0, on a :

(Ce résultat se démontre aisément par des considérations de volume

n-dimensionnel.)

Il en résulte immédiatement que l’on a, pour E arbitraire :

En effet, d’après (1), on peut recouvrir BE’ par au plus 5n boules
de rayon 1/2 dans E’ . 1 l’ensemble des centres

. 
2 ne joue aucun rôle particulier. On pourrait prendre (1+~) à la

place,avec étudier la dépendance en E. Nous ne le ferons pas.
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de ces boules. Soit maintenant xEE, , soit 1 
tel que 

et soit s. tel que -.))1. On a :
i 1 2

d’ où

ce qui établit (2).

Le théorème 1 montre que l’estimation (2) donne, le plus souvent, le

meilleur ordre de grandeur de n(E).

Si l’ on E quotient de X, dim E = n), le théorème 1
n

dit que seu ls les cas extrêmes se produi sent. Ou bi en À n = n E lN ,

ou bien

Donc, X n est ou bien le plus petit possible, ou bien le plus grand possi-

ble asymptotiquement. On a donc là une dichotomie tout-à-fait remarquable.

Pour la démonstration, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2 (Maurey) : Soit E un espace de type p, soit m un entier et

u:ae1"’E un opérateur. Notons K l’image de la boule unité de £ . On
m 

" ° 
m

a alors pour tout entier k :

oû l’on a noté T p (E) la constante de type p de E (cf. exposé II).

Démonstration : On sait (cf. ~11~, exposé Pdo VII) que si E est de

type p, on a, pour toute suite Z1,...,Zk’... de variables aléatoires

indépendantes à valeurs dans E :

Notons ( e . ~ les vecteurs de base et posons x . = u ( e . ) .
i m 3 1

Soit A l’ensemble ±x , , 1 "l s j i ml.
J
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On a card(A) K 2~, et il est clair que

Soit xE K. D’après (4), il existe une variable aléatoire Z à valeurs

dans A telle que lFl Z= x. Soient Zl,Z2, ... une suite de copies indendan

tes de Z. On a d’ après (3) :

Il existe donc au moins tel que :

Posons 5k = 2 Ilull T p (E) k- 1/p Soit Sk l’ensemble des points de la

1 
k 

k k k
z. avec a trivialement 

’ ’ 1 .
et d’après (5), la réunion des boules de rayon 5 centrées en S k recou-
vrent K.

Par conséquent : ce qui est le résultat

annoncé.

Remarque : On peut reformuler le résultat précédent d’une manière

un peu plus générale dans le langage des nombres d’entropie (cf. E6]) :

Soit u: X - Y un opérateur compact entre espaces de Banach, on pose

1 La démonstration précédente (à peine

modifiée) donne alors pour tout opérateur u: Î m -, E on a :
m

d’où l’on tire immédiatement :

où a 
p 

est une constante ne dépendant que de p.

Le lemme 2 a pour conséquence irnrTôdiate :
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Théorème 3 (Maurey) : Soit E un espace de Banach de dimension n.

On a :

où 6 P &#x3E; 0 est une constante ne dépendant que de p.

Démonstration : Posons m - n(E). Il existe alors un plongement

En appliquant le lemme 2

, on trouve, (puisque

d’ où, d’après ( 1 ) :

Il est clair que l’on peut trouver un entier k assez grand pour que
1/p T 

p 
(E’)1/2 mais, néanmoins tel que 

p 
T a. 

p 
est

une constante ne dépendant que de p. On déduit donc immédiatement de

(7) :

d’ où

l’inégalité (6) en résulte immédiatement.

Nous pouvons maintenant compléter la

Démonstration du théorème 1 : Dire que (i) est en défaut revient

à dire que X’ ne contient pas de £1 uniformément ; il en résulte
n

(cf. [11], exposé VII) que X’ (et donc tout sous-espace de X’) est de

type p pour un p&#x3E; 1. Soit alors E un quotient de X de dimension n.

D’ après le théorème 3, on a : (puisque T 
P P .

on a donc bien (ii). cqfd.
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La formulation du théorème 1 suggère naturellement la question suivan-

te : Y-a-t-il un analogue du théorème 1 si l’on remplace les quo-

tients de X par ses sous-espaces ?

La conjecture suivante nous semble plausible.

Conjecture 4 : Le théorème 1 reste valable si l’on remplace dans

(i) et dans (ii) le mot "quotient" par "sous-espace".

Cette conjecture équivaut (d’après des résultats connus,
cf. [5J) à la suivante :

Conjecture 5 : Soit Si un Banach X est de cotype q alors il

existe une constante b&#x3E; ~ ne dépendant que de q et de la constante

de cotype q de X telle que :

On peut remarquer que dans le cas particulier q= 2, la con-

jecture précédente est vraie, car d’après [2], on sait que si X est

de cotype 2, il éxiste T)&#x3E;0 ne dépendant que de la constante de

cotype 2 de X vérifiant la propriété suivante : pour tout E C X, il

existe FeE tel que d(F,i 2 -) 2 et dimFzl1 dimE. Or il est bien

. 

d (F 2 ) 
dim F 

1 
’. , 

t (F) 
61 t dim F

connu que si ,h dim ~) ~ 2 , alors on a necessairement 2

où 5’ &#x3E; 0 est une constante absolue (signalons d’ailleurs que cela
découle de ( 6 ) ) . On a donc :

ce qui est bien le résultat annoncé, mais seulement pour q ~ 2.

Si l’on applique l’argument précédent au cas d’un espace de cotype q,
on trouve seulement une estimation du type :

Mais, pour q &#x3E; 2, il se trouve qu’on peut considérablement améliorer

ce dernier résultat. En effet, on a : :

Théorème 
6 : Soit E de dimension n et q &#x3E; 2. On a :
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où a q &#x3E; 0 est une constante ne dépendant que de q.

Ce théorème résulte du théorème 3 et de la proposition
suivante :

Proposition 7 [7] : Il existe une constante K telle que, pour tout

espace de Banach E de dimension finie, on a :

(Rappelons que K(E) est la "constante de K-convexité" de E définie à

l’exposé II, définition 1.1.)

Nous pouvons en donner une démonstration relativement simple :

Démonstration : Nous reprenons les notations de l’exposé II, on pose

D= on note 11 la probabilité uniforme sur D et les

applications coordonnées sur [-I,+lJe - Pour toute partie fini.e A de

lN , on pose On note Rk la projection orthogonale sur le

sous-espace de L2(D,1l) engendré par les fonctions 1 IAI= kl.
° p A

Il nous suffit évidemment de démontrer la proposition 5 dans le cas

d’un T-espace de Banach E. Soit z complexe tel que lzl £ 1. Posons

^’ 2
On considère T(z) comme un opérateur sur l’espace L (D,p,;E) (que l’on

notera simpiement 
L L2(E)).

On sait que V- liT ( £) Il :s; 1 .
Considérons le demi-disque 1 Im ’z’  1 ~ .

Le bord de à est composé de ô = [-1,+1J

Soit Pz le noyau de Poisson du domaine A. Puisque z- T(z) est holomorphe
0

sur A, on peut écrire (formule de Poisson-Jensen) :
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d’ Qù o o

Soit n la dimension de E. D’après un résultat bien connu de F. John,

on sait que :

donc

Posons e(z)= P z( à1) - On déduit donc de (9) :

Il nous reste à évaluer o(z). Pour cela, notons w(z) l’angle sous

lequel est vu le segment à partir du point z. Il est bien

connu que w(z) (et donc aussi n - w(z)) est une fonction harmonique
o

dans à (cf. e.g. [14], p. 74)," on a donc :

d’où

Notons que quand Izl ; on en déduit donc de (10) :

où a &#x3E; 0 est une constante numérique.

Comme ( 11 ) reste valable sur tout le disque unité.

Posons P =(Log(n+ 1 ) ) 1 On a :

D’autre part :

dl OÙ :
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soit finalement :

Remarque : Signalons que la preuve précédente montre plus pré-

cisément que + 1 ) .g 
n

Démonstration du théorème 6 : Rappelons (voir l’exposé II) que

Le théorème 6 est alors une combinaison de (6), (13) et (8).

Remarque : Rappelons que nous conjecturons que, dans la situation

de la proposition 5, on a en fait E+l)) 1/2 avec K’

indépendant de E. Dans le cas particulier des espaces à base incon-

ditionnelle on peut effectivement vérifier cette conjecture, :

Proposition 8 : Soit E un espace à base inconditionnelle, de cons-

tante 1, de dimension n. On a

où K1 est une constante numérique.

Démonstration : Soit (el,...,en) une base 1-inconditionnelle de E.

Là encore, on part de : et on se place dans le cascomplexe. , On voit facilement que l’on peut trouver un isomor-ncomplexe. On voit facilement que l’on peut trouver un "bon" isomor-

phisme avec 12 qui respecte la structure d’ordre : on montre aisément,
n 

-

en effet, qu’il existe des scalaires ai&#x3E; 0 tel

Posons et soit E8 l’espace obtenu par

interpolation complexe entre E et ]

exposé XVII). Notons simplement il Il s la norme de ES. On a évidemment

D’autre part, soient p, q tels que On voit

facilement par interpolation que :
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et

Rappelons alors l’inégalité de W. Beckner qui est à la base de

l’article [1] :

On déduit facilement de (15), (16) et (17) que l’on a :

et, a fortiori, on a pour

Soit e l’ ensemb le des vérifiant (18) pour tous x, y dans E. 3 est

évidemment convexe et on a trivialement donc

Posons j3(p)=sin Arc tgy’p-l .
Notons que quand P -~ 1 .

On vérifie élémentairement que (19) entraine

On voit alors facilement que si on a :

D’où, d’après la formule (12) :
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soit finalement d’après (14)

soit (puisque

où A est une constante numérique.
1

On a donc, pour .

Remarque : La signification géométrique du théorème 1 est la suivante :

Soit E un sous-espace On va faire varier m et E. Si dimE-logm ,
m

on ne peut rien dire (en effet, d’après (2), E peut être à peu près

n’importe quoi :).

Mais si, au contraire, la dimension de E est asymptotiquement plus

grande que Log m (quand alors E contient un sous-espace 2-isomor-
.. n 1 ... di m E

he à 11 où k quand dim Ep 
k m 

ou 
m Log m 

00 . "

La conjecture 5 revient à dire qu’en fait E contient alors un sous-
- . , oo di m E

espace 2-i somorphe à aek avec quand " 

km m Log m

Le théorème 6 montre que cette dernière possibilité se produit effec-

tivement, mais sous la condition plus restrictive :

Remarque : Soit G un groupe compact abélien et A une partie du groupe

dual noté I. On note C (G) le sous-espace de C(G) formé des fonctions à

spectre dans A. On sait (cf. exposé XIV ou bien C 3~ ) que si C est
de cotype 2 alors A est un ensemble de Sidon, i . e. C A ~ ae 1 . .
Motivé par le théorème 6, je conjecture que si C A est de cotype q pour
un alors A est un ensemble de Sidon. Il n’est pas difficile de

voir que le théorème 6 donne des résultats dans cette direction ; par

exemple, soit Acl’ un ensemble de Sidon infini, et soit AcAxAcfxl’
on peut montrer que si C A(G x G) est de cotype q pour un alors A

est nécessairement un ensemble (1+E)-Sidon pour tout ~&#x3E; 0 (au sens de

~4~ par exemple).
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Si la conjecture 4 (ou si la conjecture 5) est correcte, alors il en

résultera immédiatement une réponse affirmative à la conjecture ci-
m

dessus dans le cas particulier des groupes TL( p . ) avec sup 

j=1 
J j 

J
J= J

en effet, on sait pour ces groupes que A est un ensemble de Sidon ssi :

1 5&#x3E;0, + ACA avec on a (cf. [9] § 3, pour

plus de détails et de références).

Remarque : L’étude des nombres n(E) s’insère naturellement dans un

contexte plus général. Soit E un espace de Banach soit p tel que 

et soit u’ un opérateur de rang fini de E à valeurs dans un espace Lp.

On peut définir le nombre n p (u) comme le plus petit entier m pour lequel

v 
p W p

l’opérateur u admet ane factorisation E Ààlll/ avec u - wv et l’opérateur u admet une factorisation E--*.e,m---&#x3E;L avec u=wv et 

Un cas particulièrement intéressant est celui où E est un sous-espace

de dimension finie de Lp et où u : est l’injection canonique (noter

que, dans le cas P= -, on retrouve n(E) ; en effet, on a alors n 00 (u) = n(E)).
Dans le cas particulier p= 1, W.B. Johnson a démontré le résultat inté-

ressant suivant (non publié) :
Soit n un entier, soit E 

n 
le sous-espace de Ll([O,l]) engendré par

les n premières fonctions de Rademacher et soit

l 1 1 Ôl laÔillÔÔti on :j n : l’injection canonique. On a alors la minoration :

avec 5 &#x3E; 0 indépendant de n.

Enfin, le lecteur notera que le cas p= 2 est trivial (pour u : E- L2@
on a n2(u) ~ rang(u) ).

Remarque : Soit E de dimension finie.

Il est clair que n(E) peut être aussi défini à l’aide des points extré-

maux des corps convexes dans E’ ; en effet, on voit facilement que l’on

a :

où l’infimum porte sur tous les convexes fermés équilibrés Cc El tels que

°

Ainsi, on peut aussi reformuler le théorème 1 de la manière suivante :

soit p &#x3E; 1 , il existe un nombre 6=5(p,T (E)&#x3E;O (ne dépendant que de
P 

’ 

’

p&#x3E; 1 et T P (E)) tel que le cardinal de l’ensemble des points extrémaux
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de la boule de E’ soit supérieur à 2
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