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SUR UNE LARGE CLASSE DE NOYAUX DE CONVOLUTION

SATISFAISANT AU PRINCIPE DU MAXIMUM

Gustave CHOQUET

Faculte des Sciences de Paris

, 
Seminaire de

THEORIE DU POTENTIEL

Annee 1958/59

II est bien connu que dans tout noyau 03A6 (r)  0 tendant vers 0 à 1’ in-

fini et sous-harmonique en dehors de l’ origine, satisfait au principe du maximum ;

par exemple dans R , si $ est fonction convexe de r et tend vers 0 a l’in-

fini, 03A6 satisfait a ce principe (done est aussi de type positif).

Nous allons ici mettre en evidence une classe aussi vaste que possible de noyanx
de convolution sur qui satisfassent au m~me principe.

DÉFINITION 1. - Soit T une distribution au sens de SCHWARTZ) sur Rn .

a) 0n dit que T est a concavite localisée si pour toute f onction (p  0 inde-
finiment derivable et à support S03C6 compact, tout point x en lequel T est
strictement concave ( ) appar tient à Sy .

b) On dit que T e st a maximum localise s i (avec les mêmes notations), tout
point x en uel T ~ (p a un maximum local strict () appartient a Ekp .

On definirait de m~me T a convexite localisée, ou T à minimum localise (ce
qui revient aussi à changer T en ."" T ) .

Quand T et - T sont a concavite localisee maximum localise) on peut
dire que T est "a courbures o pposees" (resp. "monotone") .

Nous voulons determiner les distributions T ayant 1’une de ces propriétés.

THÉORÈME 1. - Les distributions T sur Rn a concavit£ localisee sont les dis-

tributions qui, sont solutions d’ au moins une équation du type ;

A * T &#x3E; 0 hers de l’ oriine

est un operateur non nul de la forme :

( ) Cela signifie que la forme quadratique associee a T ~ (p en x est def inie
negative.

f) Cela signifie que T * cp a une différentielle nuIe et est strictement con-
cave en x.
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ou la forme 03A303B1ijxixj X. X, est positive .

THEOREMS 2. - Conclusions analogaes pour le s T a maximum localise en prenant

A de la forme :

ou la forme L x. x. est nulle ou positive.

Par une tranformation lineaire de Rn, ces opérateurs 0394 sont évidemment r6-

ductibles aux formes

pour Ie théorème 2 ..

~x.

DÉMONSTRATION du théorème 1. - Soit T à concavite localis4e , et soit (p une

f onc tion ~ 0 indefiniment derivable a support Scp compact.

Soit E l’espace vectoriel des formes quadratiquesréelles sur soit N le

c6ne convexe ouvert de E c onstitue par les f orme s qucdratiques définies négatives

de E ; et soit E03C6 le c8ne convexe ferme engendre par les formes quadratiques

Q (x j. designe la forme quadratiqieassociee a T * cp au point x.

Comme T est a, concavite localisée, N est reduite a l’origine de E ;

done il existe un hyperplan de E separant (au sens large) N et Ecp ;, autrement

dit, il existe une forme lineaire qui est  0 sur Ecp et &#x3E; 0 sur N ; c’est

dire que T * cp vérifie, hors de une equation du type

r 03B1ij~2T ~x. x. &#x3E; 0 , ou la forme 03A3 a .. x. x. est positive et  0 .

11 en résulte (faire tendre S(p vers 0 et tenir compte de la compacite des

formes positives la.. x, x. telles que = 1) , que T satisfaitt hors
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de 0 ~ a une relation de la forme cherchée.

Inversement, toute solution d’une telle relation est evidemment une distribution
a concavité localisée puisque, pour toute cp 0,

(A * T ~0 hors de 0) ===&#x3E; (6 * (T~tp )) &#x3E;.0 hor s de S~) .

Pour démontrer le theoreme 2, on opere de fagon analogue : on designe par E

l’espace des polynômes (L + Q) sur Rn, ou L et Q désignent respectivement
une forme linéaire et une forme quadratique ; par E03C6 le c8ne ferme engendre par
les polyn8mes (L + Q) x associes a T * cp aux points x ~S03C6 ; par N le sous-

cône convexe (ouvert dans le sous-espace vectoriel qu’ il engendre) des polynômes
(L + Q) ou L = 0 et ou Q est définie negative.

On acheve comme pour le théorème 1.

Cas particuliers. -

1° Le s solutions T de (A * T  0 har s de 0), où 0394 est le laplacien or-

dinaire, sont les distributions qui sont, hors de 0 , équivalentes a une fonction

s ous-harmonique.

2° Soit T symétrique; si T satisfait, hors de 0 , a une relation

T satisfait aussi a la relation analogue obtenue en changeant 03B1i
par addition :

. 6T . 6T
De même la relation - 0 entraîne - = 0 .

~x. oX
En resume, toute distribution symetrique a maximum localise f ou bien est aussi

a concavite localisée, ou bien ne dépend que de (n - 1) variables.

3° Determinons les distributions T a concavite localisée, et qui sont inva-

riantes par toute rotation autour de l’origine de Rn. Pour une telle T , il exis-

te un opérateur 0394 tel que A * T &#x3E;, 0 hors de 0 ; si designe le transit

de 0394 par une rotation X autour de 0 , on a aussi 039403BB* T0, d’ou par inte-
gration (par rapport a la mesure de Haar sur les X ) :
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Laplacien de T0 hors de l’origine

Inversement cette relation entraine bien que T soit a cencavité localisée ;
done les distributions T cherchees sont les distributions qui, hors de 0 , sont

équivalentes a une fonction convexe f(u) de la fonction u(r) ou u(r) vaut

si n ~ 3 ; si n = 2 ; r si n = 1 .

4° Dans R , les distributions T a concavité localisee sont les distributions

qui, a droite de 0 (et à gauche) sont equivalentes a une fonction convexe de x.

Les distributions a maximum localise sont les distributions qui, a droite de 0

(et a gauche) s ont équivalentes a une fonction convexe de e , pour au moins un
a ; ou encore les distributions qui a droite de 0 (et à gauche) sont equivalentes
à une fonction croissante, ou a une fonction décroissante.

REMARQUE. - Les distributions T à "courbures opposees" sont celles qui satis-
font a deux relations du type :

ou les formes I xi x. et I a’ .. x. x. sont toutes deux positives.

On a un résultat analogue pour les distributions "monotones".

Extension aux noyaux-fonctions de type plus généraux.
On peut etendre 1’ etude precedente a certains noyaux-fonctions N (x , y) dans

Rn ; par exemple si N E Q hors de la diagonale do Rn x pour que tout po-

tentiel N03C6 ou p &#x3E;..0) (3)nesoit strictement concave en aucun point hors de
il faut et il suffit que N verifie une equation de la forme :

ou la a.. (x) est partout positive.

On a un résultatanaloguo pour les noyaux a, maximum localise.

( ) N03C6 est définie par N03C6(x) = N(x , y) cp(y) dy
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Application à la théorie du potentiel.

Bornons-nous pour simplifier aux noyaux de convolution.

iDEFINITION 2.

1° On dit que le noyau-distribution T satisfait au principe du maximum si

pour toute p &#x3E;..0 indefiniment derivable a support compact,

2° On dit que T tend vers 0 a l’ infini e1 pour toute (p indéfiniment de-

rivable a support compact, la fonction T * tp tend vers 0 a l’ infini (lorsque

T j 0 , cette condition équivaut à dire qu ’ i1 existe une p 0 continue à sup-

port compact non vide telle que T * p tende vers 0 a l’infini) .

LEMME 1. - Soit ~ un operateur differentiel sur a coefficients cons-

tants non tous nuls :

Soient w un ouvert borne de et f une fonction continue sur a

derivees secondes continues dans 

Si A f  0 dans 03C9, f est maximum en au moins un point de la frontiere

w* de (A)*

En effet, soient respectivement M et m le maximum de f sur W et w* ;
on veut montrer que M = m .

Supposons done que m  M . II existe un polynôme g dans Rn tel que 0

dans w : par exemple, si 1’un au moins des p. xi n’est pas nul, ce sera ce

terme ; si tous les p. sont nuls, ce sera un terme quelconque non nul 

Pour tout e &#x3E; 0 assez petit, la fonction h = f + ag atteint, comme f, son

maximum en un point a en un tel point le s 20142014 sont nuls et
, 

dx;

d onc
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Or 0394h = 0394f + 0394g ; par hypothese 0394f&#x3E;0 et Ag &#x3E; 0 ;

done

d’ ou contradiction.

(Cette méthode étend une methode utilisée par PRIVALOV pour le cas harmonique),

LEMME 2. - Soit T une distribution a maximum localise 9 pour toute cp 0

indéfiniment derivable a support compact, et pour tout ouvert relativement com-

pact w disj oint de le maximum de T * tp sur w est en moins

un point de la frontière w* de w .

C’est une consequence immediate du théorème 2 et du lemme 1.

THÉORÈME 3. - Toute distribution T&#x3E;,0 a maximum localise, et tendant vers

0 satisfait au principe du maximum.

En effet, avec les notations précédcntes, la fonotion indéfiniment derivable

T * tp e st ~ 0 ~ non 5 0 , et tend vers 0 a 1’infini ; done elle est maxi-

mum en au moins un point et 1’ ensemble de ces points est compact ; il suffit

alors d’ appliquer le lemme 2.

EXEMPLES. - Le theoreme 3 permet de construire explicitement de nombreux no-

yaux T ~ 0 tendant vers 0 a l’ inf ini et satisfaisant au principe du maximum.

Determinons par exemple de tels noyaux sur R.

1 ° Soit f une fonction définie sur [0 , co] telle que

a) f est croissante et convexe sur [0 , 1 ~ ~, et f(0)==0

b) f est décroissante et convexe sur ]1 , ~], et f (00) = 0

c) f e st intégrablo autour de 1.

Alors pour tout a  0, le noyau-fonction x ... f répond à 1a. question.

Il est convexe 0[ , mais pas necessairement sur 

2 ° Tout noyau-fonction N sur R tel que N(x) = 0 sur et dant

la restriction à ] - 00 , 0[ est une fonction croissante qui tend vers 0 quand
x -~ - oo (avec integrabilite a 

Ce dernier exemple montre qu’un noyau (dissymétrique) peut satisfaire au principe
du maximum et ne pas être continu hors de 1’ ori,gine.
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Nous allons voir qu’ un principe de construction diff erent va fournir des no-

yaux symetriques inattendus.

Recherche d’autres noyaux sur R satisfaisant au principe du maximum.

Pour diriger la recherche de tels noyaux, on utilisera avec profit la proposi-
tion suivante :

PROPOSITION. - Soil N un noyau-fonction  0 sur R , borne symétrique et
satisfaisant au prinoipe du maximum.

Si N est linéaire dans un intervalle [ 0 , a] , N est convexe et decrois-

sant sur R ,

Plus généralement on a , en tout point of N’ (x ) et N’ (x) existent

En tout point ou Ntt o st fini.

Toutes ces propriétés (et d’autres analogues) se démontrent simplement en etu-

diant les potentiels des mesures positives a densite très reguliere ou au contraire

a support fini.

Voici maintenant une classe assez vaste de noyaux symétriques et continus sur R ,
satisfaisant au principe du maximum (done aussi de type positif) et qui ne sont

convexes cu mcnotones sur R :

N a une derivee seconde continue par moroeaux, et en tout point de disconti-

nuite dè N ’ , on a N’ (x)  N’ (x+).
Soient a , b , c , trois nombres tels que 0abc ; et soit e &#x3E; 0 .

On suppose
t- ~ ~ - **

Enf in N(O) = 1 , N &#x3E; 0 partout, et N = 0 pour x &#x3E; c . On pose

Si 2(~+l)  k , N satisfait au principe du maximum. On le démontre en 

culant II en 0 , lor sque 0 ~ S .
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(N )" (0) =  Nit (x) Nil n ’est pas an guleux en 0)

puis en montrant que si ce nombre est  0 , le maximum de Nu. ne peut pas avoir
lieu en 0 parce que l’essentiel de la masse de  est portée par [a , b].

Voici un exemple numerique : . 

’

1) N et N’ sont continus sur R+ .

Le principe de construction permettrait d’ obtenir des noyaux N ayant une infinite
de maxima relatifs. Mêmes possibilités. dans Rn.

REMARQUE 1. - Cet exemple montre que deux noyaux continus différents satisf aisant au

principe du maximum peu~ent ~tre identiques au voisinage de 0 et de 1’infini :

-eneffet soit 03A6, le noyau symétrique égal a (x - 2)2/2 sur [0 , 2] , et a 0

pour x &#x3E; 2 ; le noyau $ et le noyau N défini ci-dessus en sont un exemple.

Ce fait semble indiquer qu’on ne peut pas esperer une determination explicite de
tous les noyaux satisfaisant au principe du maximum.

REMARQUE 2. - La definition 2 du principe du maximum utilise des mesures positives
a densite p tres régulière, alors que la definition donnee ordinairement utilise
des mesures p positives quelconques a support compact. Notre definition est indis-

pe nsa ble pour englober les noyaux qui ne sont pas continus (au sens large) a l’ origine
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et la definition ordinaire ne s’ applique bien qu’ aux noyaux classiques ou analo-

gues qui, eux, aont continus a 1’ origine.

On retfouve évidemment la même nécessité de modifier l’enoncé classique lors-

qu’on etudie des noyaux-mesures.


