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THÉORÈMES FONDAMENTAUX DU CALCUL DES PROBABILITES

Paul-André MEYER

Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
5e année, 1960/61, n° 1

Cet exposé ne prétend pas se substituer à un cours de la théorie de la mesure :
il s’adresse à un lecteur déjà familiarisé avec la théorie des mesures de Radon.
telle qu’elle figure dans les premiers chapitres de 11 intégration de BQURBAKI. Les
théorèmes communs à la théorie de la mesure abstraite et à celle de l’intégration
dans les espaces localement compacts seront simplement énoncés, dans la terminolo-
gie propre au calcul des probabilités. On pourra en trouver la démonstration dans

E3~ ou [1 ]. Certains résultats moins familiers seront complètement démontrés~
Nous appellerons "espace dans toute la suite , un espace localement compact
à base dénombrable : un tel espace est métrisable, et nous noterons d l’une quel-

conque des distances compatibles avec ’sa topologie.

I. Tr ibus e t var iable s aléatoires.

~

A. DEFINITION 1. On appelle tribu de parties d ’un ensemble 0 F do

parties de satisfaisant aux propriétés suivantes :
lo de F

2~ A~F =&#x3E; 

3~ Si ~A 1~~ est une suite de parties de F ~ alors ~ A 
Le couple formé d’un ensemble Q et d’une tribu F sur Q sera appelé espace

mesurable. Les ensembles de F prendront le nom d’ensembles mesurables, ou d’ évé-
nements. L’événement ø est dit impossible, l’événement 03B1, certain.

B. DÉFINTION 2. - Soient (03A9 , F), (E , T) deux espaces mesurables ; l appelle
application mesurable (plus précisément : F , T-mesurable) une application
f s Q ~ E ~ telle que f"~ (T) c F . On note alors  F) ~ (E ~ T) .
On dit aussi que f est une variable aléatoire (définie sur ~P ~ F) ~ à valeurs
dans (E ~ T)) .

THÉORÈME 1. - Soient deux applications mesurables s
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Inapplication composée g o f : ~ ~ est mesurable.

C. Tribu engendrée par une famille d’applications.
Comme toute intersection (dans !p(Q) ) d’une famille de tribus sur S est une

tribu, on peut poser les deux définitions suivantes :

DÉFINITION 3* - Soit A un ensemble de parties de Q : on appelle tribu engen-
drée par A , et on note B(A) , la plus petite des tribus sur û pour lesquelles
tous les ensembles de A sont mesurables.

DEFINITION 4. - Soit 0 un ensemble~ (E. ~ T.). ~ des espaces mesurables~

f. des applications de Q dans E. : on appelle tribu engendrée par les appli-
cations et on note B(fi , ie I) , la plus petite des tribus sur Q pour

lesquelles toutes les applications f. sont mesurables.

Exemples de tribus.
1° Soient p une mesure de Radon sur un espace LCD, E  les ensembles 

r able s une tribu sur E c

2° Soit E un space LCD s on appelle tribu borélienne sur E la tribu engen-

drée par les parties compactes de E : elle est aussi engendrée par les ouverts,
par les boules fermées ~ par les fonctions continues à support compacta Ses éléments
seront appel és ensembles boréliens.

Lorsque nous parlerons, dans la suite, de variables aléatoires à valeurs dans
un espace LCD sans préciser la tribu, il sera sous-entendu qu’il s’agit de la
tfibu borélienne.

3~ Soient ~)~l des ~ï~aces mesurables~ et Q = n E. : on appelle
tribu produit sur on note n T. y la tribu engendre par les applica-
tiens coordonnées. Elle est aussi engendrée par les "cylindres" de la forme

Ai, ou Ai Ti pour A. = E. sauf pour un nombre fini 

Si E est un espace ICD, il en est de marne de En, et la tribu borélienne de En
est le produit des tribus boréliennes des facteurs.

2. Soient (Ei , Ti)i~I des espaces mesurables, f. des 

de Q dans Ei , (H , U) un espace mesurable : pour qu’une application
h ; (H ~ U) ~ (Q ~ 1~1)) soit mesurable~ il faut et il suffit que
toutes les applications f. o h : (H , U) ~ (E. ~ T.) soient mesurables.
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Une remarque qui nous servira souvent sera celle-ci : B(fj, i ~ 1) est la

réunion des tribus B (f. , _i G J) , où J parcourt la famille des parties dé-

nombrablea de 1 .

D. - Résultats concernant les variables aléatoires numériques.

THXÉORÈME 3. - Soit (03A9 , F) un espace mesurable :

at La limite d’une suite (simplement) convergente de variables aléatoires numé-
riques sur 03A9 est mesurable. L’ensemble de convergence d’une suite quelconque
de variables aléatoires numériques est me surable e

b. Pour qu’une fonction numérique f sur Q soit mesurable, il faut et il suf-

fit qu’elle soit égale à la limite d’une suite croissante de fonctions numériques
mesurables dont l’ensemble des valeurs est dénombrable ("fonctions étagées mesura-
bleslt).

c. Les variables aléatoires numériques sur Q forment une algèbre sur R .

d. Pour qu’une fonction f soit mesurable, il faut et il suffit que f~ et

r- le soient. 
’

REMARQUE. - (a) et (b) se généralisent facilement (au mot "croissante" près)
aux variables aléatoires à valeurs dans un espace LCD.

THÉORÈME 4. - Soit f : (Q , (E , T) : pour qu’une variable aléatoire
numérique sur Q soit B (f) -mesurable , il faut et il suffit qu’elle soit de la
forme g o g est une variable aléatoire numérique mesurable sur E .

DEMONSTRATION. - Les fonctions étagées B(f)-mesurables étant évidemment de cette
forme~ montrons que, si des h = g o f tendent en croissant vers une fonction

h finie, h est de cette forme : or , les gn croissent sur le sous-ensemble

de E : soit A l’ensemble de convergence de la suite t il est 
ble et contient f (0) : si l’on pose g = lim g n g = 0 hors de A " .
on a h = g o f . On conclut par le théorème 3.

THÉORÈME 5. - Les notations sont celles de la définition 4 : soit H un espace

vectoriel de fonctions numériques. finies (resp. bornées) sur Q , tel que , pour
toute suite croissante (resp. croissante et orée uniformément) de fonctions
positives h n de H ~ qui converge vers une fonction finie h ~ on ait h aH:
si H contient tout produit fini de la forme h. 11 o f.... ~1 ... h. 1n o J où chaque
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h i est une fonction numérique bornée sur Ti-mesurable, H contient toutes.

les fonctions mesurables (resp. mesurables bornées) par rapport à 1. -: I).

EÉMONSTRATION. - Construisons par récurrence transfinie les ensembles suivants &#x3E;

K1 est l’ensemble des combinaisons linéaires finies de produits de la forme ci-

dessus. Si b est un ordinal dénombrable de seconde espèce, ~ est la réunion

des Ka, a  b . Enfin, 11 ensemble des différences de deux 

positives, dont chacune est limite d’une suite croissante (r e s p. croissante et

uniformément bornée) de fonctions positives de K a 0 Soit K la réunion àes Ka
associés aux ordinaux dénombrables: il est clair que chaque K , donc K , est

a

contenu dans H ; que chaque K , donc h , est une algèbre sur R : l’ensemble
a

des parties de 03A9 dont la fonction caractéristique appartient à K est donc une

tribu, qui contient B (fi , i c: 1) : H contient donc les fonctions étagées me-

surables par rapport à cette dernière tribu, et on conclut par le théorème 3.e

II. Lois de probabilité et e spérance s mathématiques.

A. Définition des lois de probabilite. - Soit (0, F) un espace mesurabla : on

appelle loi de probabilité sur (0, F) une application p de F dans R telle

que p({) == 1 , et complètement additive, tel’.e qUE pour toute suite

ne N 
de parties disj ointes de F , on ait An) = 03A3x p (A ) . La valeur 

. 

est appelée probabilité de l évènement A . Un évènement dont la probabilité est 1

(resp. 0) est dit presque certain’, ou presque sdr (resp. presque impossible) . Deux
variables aléatoires égales presque sûrement sont dites équivalentes. Une loi de

probabilité p sur (0, F) est dite complète si tout ensemble qui est contenu
une partie de F ; dont la probabilit est 0 , appartient à F (sa probabilité
est alors 0 ~ .. ,

11 facile de voir (1U(~, que soit la loi sur (0, F) , f amille des

parties de 03A9 qui ne diffèrent d’un ensemble de F que par un sous-ensemble d’un

ensemble de F dont la probabilité est 0 , est une tribu et que p se

prolonge alors en une application pt de FI dans R de manière unique, de telle
+

sorte que p’ soit une loi de probabilité complète. sur (0, F ~~ . On dit que

cette loi est la complétion de p.

EXEMPLE. - Soit E un espace une mesure de Radon positive, de masse ~1 ~

sur E . Comme les ensembles boréliens de E sont détermine

une loi de probabilité sur la tribu borél-ienne de E : une telle loi sera appel ée
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"loi de Radon" dans la suite. La complétion de cette loi est son extension à la

tribu des ensembles -mesurables.

B. Espérances mathématiques :

THÉORÈME 1. - Soit p une loi de probabilité sur un espace (0, F) . Il existe.
un espace vectoriel, noté Li (O, F , p) , dont les éléments sont des variables.
aléatoires numériques et une forme linéaire sur cet espace , positive pour l’ordre

naturel, notée E , et appelée espérance mathématique $ possédant les propriétés
suivantes :

10 Si A e F , sa fonction caractéristique x 1" ’. appartient à L1 , et l’on et :
E6(j,) = p(A) .

20 Pour que f c il faut et il suffit que f~ et 1 appartiennent à L1 .

30 Si une suite croissante de fonctions positives f 
n 

de L converge vers une

fonction f , f 2 L si et seulement si sup E(f )  m, et E(f) = sup E(f ) .

L’espace vectoriel L et la forme E sont uniquement déterminés par ces condi-

tions. Une fonction f ~ L est aussi dite intégrable~ et le nombre E(f) est

aussi appelé intégrale de f par rapport à p , et noté /Q f (w) dp(w) .

THÉORÈME 2 (Théorème de Lebesgue). - Soient f 
n 

une suite de fonctions inté-

grables, majorées en module par une fonction intégrable fixe, qui convergent pres-
que partout, et f une fonction mesurable égale presque partout à leur limite :
f est intégrable , et la suite des E(f ) converge vers E (f) è

Dans le théorème suivant, comme dans toute la suite, nous attribuerons la valeur
+ ~0 au symbole E (f) , si f est une fonction positive mesurable, non intégrable.
L’ énoncé de la condition 3° est encore vrai pour de telles fonctions.

THEOREME 3 (Lemme de Fatou). - Soit f une suite de fonctions positives mesu-

rables : on a l’inégalité :

E (llm inf f )  lim inf E (f ) .

neN 
n

c. Intégration par rapport à une mesure images

DÉFINITION. - Soient P ~ F) , {E , T) deux espaces mesurables, f : (E , F)
ù (E , T) une application mesurable , p une loi de probabilité sur (0, F) :
on appelle loi image de p par f la loi =q sur (E , T) définie par :
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, ..

THEOREME 4. ~ Soit g une variable aléatoire numérique sur E : pour qu’elle
soit q-intégrable, il faut et il suffit que g 0 f soit p-intégrable, et l’on a :

D. THEOREME 5. - Soient E un espace LCD, B sa tribu borélienne t toute loi de
probabilité p sur (E, B) est une loi de Radon (df n° 1 ) .

DÉMONSTRATION immédiate. - Toute fonction continue à support compact f est me-

surable et bornée, donc la forme linéaire f  E (f ) est une me-

sure de Radon , et tout ensemble borélien est -mesurable. L’ensemble des
fonctions boréliennas bornées f telles que E (f) = est un espace vectoriel,
stable pour les passages à la limite croissante ou décrriisantt, uniformément 
j orés, et contenant les fonctions continues à support compact. On conclut comme
dans le théorème 5, paragraphe 1.

Nous ne distinguerons pas par la suite la loi de Radon p et sa mesure associée.
Soient (Q , F , p) une loi de probabilité, (E T) un espace mesurable, f une

application mesurable de Q dans E : la loi image f (p) sur E sera souvent ap-
pelée répartition de la variable aléatoire f . Si E est un espace LCD, T sa

tribu borélienne, on appellera aussi répartition de f la mesure de Radon associée
à la loi image. ’

E. Intégration des lois de probabilité.

DEFINITION. - Soient (X, S) et (Y, T) deux espaces mesurables : on appelle
famille S-mesurable de lois de probabilités sur (Y , T) une famille 

d~ lois de probabilité sur (Y, T) , telle que, pour toute partie A, T-mesurable
de Y, la fonction x -~ q x (A) soit S-mesurable sur X .

Nous ferons constamment dans la suite 1’,abus de notation suivant t si f est

une fonction T-mesurable et positive (par exemple) sur Y ~ nous écrirons

./y f(y) au lieu de Y f (y) Les avantages sont d’ordre pure-
ment typographique*

THÉORÈME 6 ( Théorème de Fubini). - Soit Z l’espace X x Y , muni de la tribu

1° Pour toute fonction f(x,y) , U-mesurable sur Z , chacune des applications
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partielles x ~ f (x ,y) , y ~ f (x , y) e st me surable sur l’espacea facteur

correspondant.

2P S oient p une loi de probabilité sur (X , S) e t une famille S-mesurable

{ ~ de lois de probabilité sur (Y , T) : il existe une loi de probabilité et
une seule sur notée telle que, pour toute partie de

Z de la forme . on ait :

3 ° Soit f une fonction positive , U-mesurable sur Z : la fonction

~ q (x , dy) y) est S-mesurAble, et l’on a :

4° Si toutes les lois q sont identiques à une même loi q sur (Y , T) , la
loi r est appelée loi produite et notée p.~ q . Dans ce cas, les lois p et q

jouent des rôles symétriques.

REMARQUES. - Si f n’est pas positive, le second membre de la relation (3)

peut avoir un sens sans que le premier en ait un.
.. 

Si, dans le cas do 4° , les lois (X, S , p) , (Y , T , q) , sont complètes il
n’en est pas de même de la loi (Z, U , p 9 q) : si la fonction est

mesurable sur (Z , U , (p 0 q) (loi complétée) , l’assertion de 30 reste vraie ,
à cela près que p-presque toute et non toute application partielle

x ... est maintenant S-mesurable.

L’extension des résultats ci-dessus au cas d’un nombre fini quelconque de fac-

teurs ne présente aucune difficulté.

. 

F.. Définition de l’indépendance.

DÉFINITION. - Soit (0, F , p) une loi de probabilité, et une famil-

le finie de variables aléatoires à valeurs dans des espaces Ti&#x3E; 1 l’appli-
cation produit valeurs dans (nE. , fi T.) est mesurable : nous dirons

que les variables fi sont indépendantes si la répartition de la variable aléa-

toire {.~}~T dans l’espace produit, est le produit des répartitions des fi
dans les facteurs : autrement dit, si pour toute famille d’ensembles 

on a 1
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Les variables aléatoires d’une famille quelconque sont dites indépendantes si cel-

les de toute sous-famille finie le sont.

EXEMPLE, - Soient f et g deux variables numériques indépendantes : ~ et

~ leurs répartitions : la répartition de leur somme f + g est l’image de la

répartition  ~ sur R2 , par l’application (x , y) ~ x + y : c’est la con-

volution  * 03BD.

Indépendance de tribus. - Soient F. une famille de sous-tribus de la tribu F

de l’espace 0 , et f, i l’application identique F) qui

est mesurable s on dit que les tribus Fi sont indépendantes si les f~ le sont.,

Inversement, des variables aléatoires gi sont indépendantes, si et seulement si

les tribus B(g.) le sont.

Pour cela, il faut et il suffit que , pour toute famille finie i1 ... in d In-

dices distincts, on ait, si les A, e F. :

ou encore, pour des variables aléatoires numériques bornées (par exemple)

Yik, Fik-mesurables :

Pour qu’une tribu soit indépendante il faut et il suffit qu’elle ne

. contienne que des événements presque certains ou presque impossibles. 

EXEMPLE. - Soit X, i ... X n ° ° " une suite de variables indépendantes, et Foo

l’intersection des tribus Fn = p  n) : F0153 est indépendante d’elle-

G. Appendice : variables aléatoires uniformément intégrables.

. 

DEFINITION. - Une famille de variables aléatoires numériques inté-

grables sur (03A9 , F , p) est dite uniformément intégrable ,(ou les variables alé-

toires elles-mêmes sont dites uniformément intégrables) si, lorsque n ~ co , 

intégrale dp tendent vers 0 i. 
,
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THÉORÈME 7..

1° Pour qu’une famille (f.} soit uniformément intégrable, il faut et il suf-

fit :

a. que les soient uniformément bornées.

b. que les intégrales /~ dp tendent vers 0 uniformément en i , lorsque

p(A) ~ 0 (c’est-à-dire V ~, ~ ~ tel que p(A) ~ ==&#x3E; V i A|fi| dps)

2° Soit f une suite de variables aléatoires intégrables qui converge pres-

que partout vers une fonction intégrable f . Pour que les f~ convergent vers

f au sens de la norme ~~1, il faut et il suffit qu’elles soient uniformément
intégrables. Si les f 

n 
sont positives, cela équivaut encore à la convergence de

E(f~) vers E(f).

DEMONSTRATION.

1° II suffit évidemment de raisonner dans le cas d’une suite fn, de varia-
bles aléatoires positives : soit c une constante. 

°

f~(M) = f~) si f~) ~:c , f~~) = c sinon, et posons f~ = f~ - f~.
’ l ’~’° 

’ . 

’~ " " " " " ’ ’~ 
" 

’°’’ ’- ’ " ’ " ’ ’ ’ n« 
c -~ ~x~

en n . Comme /.f dp +E(fnc), l’uniforme intégrabilité implique les
conditions (a) et (b). La réciproque est évidente, car p({fnc})1 E(fn).

2° Si les f 
n ~~~ f . 

les E()f )) sont uniformément bernées, et î

Les conditions (a) et (b) sont donc vérifiées. Inversement, si les f~ ~ 0 sont

u . i.et tendent presque partout vers f , f est intégrable (lemme de Fatou) et

On choisit c de manière à rendre petits les deux derniers tE~rmes~ le premier

-i 0 , d’après le théorème de Lebesgue.

Reste à voir que, si les fn sont positives et tendent presque partout vers f.

intégrable, si E(f) , alors 0. Comme

f + fn = fn) + inf(f , fJ comme (théorème de Lebesgue) E[inf(f,

~ E (f) ~ il résulte de ce que E(fn) -+ E(f) , que E[sup(f , fn) ~ .., E(f) 0

On cmnclut alors en remarquant que
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