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Séminaire BRELOT-CHOQUZT-DEIY 8=01
(Théorie du Potentiel) :
5e ennée, 1950/61, n° 8

ELEMENT'S DE THRORIE DU POTTNTIEL PiR RAPPORT & UN M0V..U DE HUNT

per Jacques DENY

Cat exposé comprend deux parties ; dans la vromiére on esquisse la théorie non
fine du potentiel par rammort & un noyau de Hunt continu (voir définition ci-des-
sous) 3 on utilise une méthode non probabiliste, reposant sur la notion trés simple
de noyau élémentaire, qui a l'avantuge de permettre d'atteindre le cas non sous-mar-
lovien.Dans la seconde partie on donne cuelques indications sur la méthode utilisée
ver HUNT dans le cas sous-markovicn, ndthedc cui purmut dlobtenir des résultats
beaucoup plus fins, qui seront développés dans l'exposé suivent.

I. Principe de domination pour un noyau de Hunt contiimu,

Noyau de Hunt continu. = Soit E wun espece locclement compact dénombrable & 1'in-

fini, On se donne une famille d'applications linéaires positives P, de CK(E)
dans C(E) (t 20 ) telles que

i) V rfe C;{' s la fonction (x , t) = P, £(x) est continue sur E x R' .

N +

(1) Vv feC , V x€E, V 530, V t20,o0ona P P £(x) =P, f(x) .
(1i1) P, est l'opérateur identique.

(iv) V fe C§ » le fonction x - VEf(x) = /Ow

Un noyau V d4fini de cette fagon sera appelé noyau de Hunt continu ; on ne fait

P, f(x) est continue sur E .

aucune nypothése sur le comportement de V 2 1'infini, et on ne suppose pas que
les opéreteurs P’c soient sous-markoviens. On se donne une fois pour toutes un

tel novau.

LBIE 1. - Quel que soit le covpact K de E , il existe £ & G telle que

VE(z) 21 en tout point x de K .

Soit en effet g € C;{' avec g(x)> 1 en tout point x de K ; d'aprés (i) et
(ii1), il existe tg >0 tel que t <t entraine P, g(x) >1L, V x€K; la
fonction f = g/Jt:O convient, d'ol le lemme, qui cxprime que V ost strictement

nositif.
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Résolvantes. = On appelle ainsi les opérateurs RX (A>0 ) définis par

-\t
e

Ry £(x) =/5° P, f(x) dt (£ &0y ) .

A priori, si f € CI-; ’ R)\ f est semi-continue inférieurement ; on fait, _B}\ £

est méme continue, d'aprés la relation immédiate
(1) VE = ARy Vf + R £

(1a fonction continue Vf étaht somme des deux fonctions semi~continues infé-
ricurement Ry £ et ARy Vf , chacune de celles-ci est continue)s Les R, sont

donc eux-mémes des noyaux de Hunt continuse.

LEMME 2, = Pour toute f € C, on a

()" e

by
Vf + = =
A

>l
i e

C'est une conséquence immédiate de la relation

)n-l n-1

R; £(x) = ((n o5 B }\f(x =/3 T"—”‘)T P f(x) dat

qui se déduit elle-méme de 1'équation résolvante
(x-p)RxRpf=R“f-B7\f (Aet p>0) .

Fonctions surmédianese = Une fonction universellement mesurable u >0 , & valeurs

finies ou infinies, est dite surmédiane, sl P, ugu, V t>0.,

Si u est surmédiane, ARy ugu . C'est évident d'apres la définition de R,
sous forme d'une intégrale.
81 u est surmédiane, P, u(x) croit lorsque t décroit ; si la limite est

égale 2 u(x) s V xeE, u estdite gxaessive.

Le V-potchtiel de toute fonction universellement mesurable 2 0 est évidemmont

une fonction surmédiane ct méme exoecssive.
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2]
LEMME 3. - Soit A >0 ; posons V, = L 5 (ARX)n (1')*. Qoit u surmédiane, ot
== AR n=0

Voo

.Siona V, f(x) g u(x) on tout point x du support S, de f,

En offot si on pose v = inf(V, f,u) yona ARy V<V, cerona AR ugu
ot AR V, £V, £ . Do la relation |

lnil k n
TER S (AR))™ AMI = AR)) v + (AR,)" v

on déduit v =V, g avec g=MI = AR\) v=0 (car (ARI\)n v < ()\.R)\)n g

(]
=-1k 2 (Mi?\)k f tend vers O lorsque n tend vers 1l'infini, puisquo V, f

k=n
est partout finie). On a

My Ty g = TSR T 8
d'ol immédiatement

- £ - £

Comme, par hvpothése, VA g(x) = V)‘ f(x) en tout point x € Sf s on a donc
fx)<gl=), V xe Sp » donc partout. On o donc W f <V, g partout, d'ob

finalement V) £ = Vyg=v L u partout,

THZOREME, - Soit u surmédiane, ot soit f € C;; ; sion a VE(x)g u(x) ,

V x€ Sf s alors Vf < u partout.

En effet d'aprés le lemme 2 et la définition de V, , los nrpothéses entrainent
1
v, £(x) € u(x) +xi‘(x) » ¥V xes; .

Soit alors g€ CE telle que Vg(x) 31, V xe Sp (lomme 1), ct soit € >0,
Pour A assez grand, on a f(x)/ALe Vg(x) pour tout x , d'ol

(1) V, st un "moyau élémentaire" continu (d'aprés le lemme 2) ;3 le lemme 3
exprime cue ce noyau satisfait au principc de domination j; pour 1tétude systématique
des noyaux $1lémontaires, voir s DEI¥ (Jacques). = Les noyaux élémentaircs, Séminairo.
Brelot-Choquet-Deny ¢ Théoric du Potonticl, 1959/60, cxposé n® 3, 12 pe (2 paraitro).
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vy £(x) < u(x) +evg(x) , V x € Se

done (lemme 3) 2 V£ < V}\ f<u+eVg partout, car Vg cst surmédiane ; d'ol lc

risultat, en faisant € -0 .

ROMARQUE 1, = Co théordme cntraine éviderment que le noyau V satisfait au prin-
cipe de domination (cas ol u ost un potenticl Vg , avee g € CI; )e Comme V,

ost strictement positif (lemme 1), il satisfait au principe du balayage (voir oxposé

6)s

REMARQUE 2, = Si los opérateurs P’o sont sous=markovicns, los constantes posi-

tives sont excessivese. Lo théoréme ontreine alors que V satisfait au principe

complet du maximum.

La démonstyation du théoréme fondemental do Hunt, énoncé dens 1'exposé 6, ct
dont une partic a été établic dans 1'exposé 7, scra donc ontidrement achevée si

on prouve le résultat suivent ¢ si lo noyau V tend vers O 2 1'infini, 1'image

V(GK) ost pertout donse dans Cn o

A cet offet il suffit de montror cu'on peut approcher uniformément toute fonction
fe C;{. per le potentiel d'une fonction de C; e Or on a

Vf - VP,
-}-/tP f ds = %
t“0 s €

A 1]

lorsque t tond vers O le promicr membre tend vers f unrformément ; pour
achever, il suffit de montrer que VPt £, cul est dens Co , pout Atre approchée
autant qu'en veut dans CO par le potentiel d'une fonction de CE , cc qui résul=

te immédiatement du lomme de Dinie

RILRQUE 3, = La théorie non fine du potentiel par rapoort 2 un noyau do Hunt con-
tinu comprend 1!'étude dos mesurcs oxcossives, c'ost-a=dirc desmesures de Radon
& >0 telles que EP_bsa, Y £+>0 (ot alors, dtaprés lc lemme de Fatou,

§ = lim E’P‘b )e Une mesurc cxcossive n est dite harmonique si nP, =n , v t>0.
-0 : -
Le problime fondamental est celul de l'existence d'une décomposition de toutc mesuro

oxcessive comme somme d'un potenticl MV de mesure >0 ot d'unc mesure harmonique

on ne traitora vas kel cette question.
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II. La méthode de Hunt dans le cas stochastique (2).

On supnose que l'espacc localement compact E est 2 base dénombrableo. On se

donne un sem =groupe fortement continu d'opérateurs sous~markoviens P, sur
D P t

1'espace CO = CO(E) » 51 f ost universellement mesurable >0 sur E , &
valeurs finies ou infinies, on appelle potentiel de f la fonction

VE(x) = /5° P, £(x) at

qui est partout définie, a valeurs finies ou non j on nc supposc pas que Vf soit
localement bornée si f ost bornée & suprort compact, autrement dit V nfest pas
nécessairement un noyau au sens donné dens 1'exposé 6 (le scmi-rroupe n'cst pas
nécessairement intégrable, dans la terminologie de Mever ; cf. cxposé 9). Pour

A >0 on appellera A-potentiel de f 1le potenticl par rapport au noyau~résolvante

V}” =R, = fg’ 0-7\.’0 P, dt , qui ost un opéreteur continu sur C. «

On renvoie aux cxposés 3 et 5 pour la construction des processus de Markov cano-
niques admettent P‘b pour fonction de transition, et pour les notations. On rap-
pelle la formule fondemcntale

P, £(x) = EX(f o xt)

AL

d'ol, cn multipliant par ¢ ' et intégrant

(1) v f(x) = Ex[/o"" Mg X, at]

d'od encorc, en intégrant par rapport 2 ﬁno mesure W >0 sur E ¢
(p, v £) =E“[/5° oM g, X, dt] .

L'opératour P,?[.\ e = Soit T wun tomps d'arr8t du processus j soit A 20 ; on
anpelle PT 1l'opérateur sous-markovien défini sur toute fonction universellement

mesurable £ >0 par

P} £(x) = B[ £ o %]

A

od X,I.(w) = XT(w)(w) . Evidemment si T =t = consteanto, P = e VP, .

t
(2) HUNT (Go Ae)+ = Markov processes and potentials I, Illinois J. of Mé.th., tel,
1957, p. 4493 ; la présentation est quelque peu modifiée, suivent des idées de
P. A. MEYER.




8-06

Le r8le essonticl joué par la propriété de Markov forte (voir oxmosé 5) cst mis

en évidence par lc lemme suivant ¢

LEMME Lo - Soit f universellcment mesurable >0 ; soit A >0 ; on a

P;‘ v £(x) = E"[/;( W) oM g Xt(“’) at] .

Posons cn cffet ¢(w) = /g e—M’ f o Xt(w) dt , o(x) = E°(p) 3 ateprds (1), on a
a(x) =V £(x) o

D'aprés la propriété de Markov forte, sous la formc domnéc dans 1'addendum &
1'oxposé 5 (théoréme 2) on a

Elp ¢ QI.IFT] =®do Xp Pe se pour toute loi initiale

, ' rd - Y P - . -
ol GT est ll'opérateur dec translation défini par _Xt(eT w) X‘l‘(w) *t (w) ’
V t+3>0, ot Fp est la tribu des événements entéricurs & T o

’

Par définition de Pé' on a donc ¢

A A T
Pp V" £(x) = Fe™ @ 0 ]

= Ex[e"xr Elp o eTlFT]] (propriété de Markov forte)
=Ex[c">“T @ o aT] (car o—m cst FT-mesura'blc)

= EX[e“M" Vi M oe Xp,q O]

d'oll, par changement de variable, la formule & démontrcr.

Lfopéreteur Pi‘ » = Soit T(3 lc tomps d'ontréc dans 1l'cnscmble prosque analvtique

74 ’ A
¢ (cf. exposé 5) ; on notera P 1l'opéretour Py
c

LEME R4 - S1 X ost un compact, P?g f neo dépend quc dos valcurs prisos par f

sur K .
En cffet, d'eprés la continuité & droite des trajoctoires, X; (w) € K prosque
X

sfirement pour toute loi initiale ; si donc f ¢t g universclloment mesurables

sont égales cn tout point de K 4, ona f o XT (w) = go ‘{T (w) presque sfircment,
X K
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g'ob P} f=PFXg per définition do P .
I1 cn résultc quec lecs mesures Pé’(x , dy) sont toutcs portées per 1'adhérence
do 1'cnscmblc prosque analytique e (on pourrait améliorer cc résultat on utili-

scnt la topologic fine).

LEME 3. - Si f universcllemcnt mesurable 2.0 cst nulle hors de 1'cnscmble

presque analytique ¢ , on a P); VA f= VA £

En cffet 1l'hypothése cntraine f o xt(w) =0 si t <To(w) , dtolt, d'aprés la

reclotion fondamentale du lemme 1 ¢

AL

A A - o - A
PV £(x) = B[/} oMfOXt at] =B/ oV £ 2] =V £(x)

Fonctions Aexcessives. = Soit A >0 3 unc fonction universclloment mesurable

u >0, & vaeleurs finies ou non, cst dite A=ecxcossive si o”m Pt ugu, V t>0

et si limPtu=u.
+-0

Tout A~potcnticl de fonction >0 est A-cxcessive j touto constante 20 ost

A~cxcessive ( A =0 ) . Toute fonction O-cxcossive cst A=oxcossive pour tout
A>0 .,

LEME 4. - Toutc fonction A=exccssive cst limito croissantc de fonctions
Mcxcessives borndes ( A2 0 ).

Soit en offot u wunc tolle fonction, ot soit n un ontier >0 5 la foaction

v_ =inf(u, n) cst A-surmédiane (3 ) 3 soit ¥ =1lim P_ v sa régulariséo
n noiy t n
A—oxcessive ;3 il est facile de voir que '\'r'n croit vers u lorsque n sugmente

indéfinimente.

LEMME 5, - Toutc fonction A=excessive (A >0 ) st limitc d'unc suite crois-—

sante de A-potontiels bornés engendrés par des fonctions >0 .

Soit on cffot u unc fonction A=cxcessive bornée (A >0 ) ; soit t>0 ;5 po-
sons f = (u - oA P, u)/t . On vérific trés facilcment que v £, croit vors
u lorsque t dfcroit vers O (les hypothéscs sur u ot A sont cssonticlles) ;

on conclut gréce au lemme 4.

9 L. » o
(7) C'est-a~dirc qu'ellc satisfait a la premiére pertic de la difinition dous
Y . . PR . 7
fonctions Aw=cxcessives; cn fait on peut montrer que la scconde condition est Ena~
lcment satisfaite.
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COROLILAIRE -Si u ost A-cxcessive (A>0) otsi T cstun temps d'arrdt

du proccssus on a P% ugu.

. En offct, d'aprés le lemme 1, cettc relation cst vraic si u ost un A=potenticl
( A>0) ; cllc est donc vraie pour toute fonction A~oxcessive (A>0),
d'aprés lo lomme 5, ‘

LR
THEOREME (Principe do domination)s = Soit u unc fonction Amcxcoszive ( A 30 )

soit ¢ un cnsemble presque analytique, et soit f >0 univorsclloment mesurable
nulle hors de ¢ » Si on a V' £(x) g u(x) en tout point x € o , on a v f£u
partout.

SuRpOSOHS d'abord A >0 ct o compact (¢ =K) . D'aprés le lommc 2, on a
P;é’ V' f< P;z u , ot on conclut v g < u grdcc au lomme 3 ct au corpllairc du

lomme 5,

Supposons cncore A >0 , mais ¢ presque analytique quolconcuce Soit X un
compact de o, ct soit fy la fonetion f x < Ona kaKé u sur K,
done partout d'aprés la promiérc partic de la démonstration, d'ol lc résultat cn

obsorvant que v f(x) = sup v fK(x) pour tout x .
Kce
Soit onfin u wunc fonction O=cxcessive ; pour tout A >0, on

v f(x) < VE(x) L u(x) sur e , donec partout v £ <% car u cst A~oxcessive
d'ol lc résultat, en faisant tondre A vers O o

Le balayagce = Los considérations précédentds permettent d'éteblir trés simple-
mont un théoréme du balayage plus précis que colui de 1'oxposé 6 (on pourreit
encorc préciscr par des considérations dec topologio fino)e

Soit on offct p unc mesure de Radon "> 0 do massc totale finic (on pourrait
généraliser). Soit ¢ wun onscmble presque analytique quélconquo 3 soit A0,
La mesure de Radon |-LP3; satisfii’c aux hypothéses du balayage rolatif au noyau \?‘
(reppelons quo, pour A =0 , V' n'est un "noyau" que si le somi-groupc ost
intégrablec). En effet :

. 1° HP?; ist portéc par 1'adhéronco de o (dtaprés le'lcmmo 2)e

20 () v* <t

(lomme 1) ¢

car, pour toute f universellement mesurzble >0, on a

A

@Pé VA, o8 =EP[/,;° Mg o X, dt] & E“[/O°° Mg o X, dt] = (W™, £

e

3° les restrictions 4 ¢ de (;4147:3 ) P ot do pv" sont identiques, car si f

est nulle hors de c , on a 1'égalité dans les rclations précédentes.



