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ÉLÉMENTS DE THÉORIE DU POTENTIEL PAR RAPPORT À UN NOYAU DE HUNT

Jacques DENY

Séminaire 
(Théorie du Potentiel)
5e année, 1960/~1~ n° 8

C~t exposé comprend deux parties ; dans la on esquisse la théorie non

fine du potentiel par rapport à un noyau de Hunt continu (voir définition ci-des-

sous) ; on utilise une méthode non probabiliste, reposant sur la notion très simple
de noyau élémentaire, qui a l’avantage de permettre d’ atteindre le cas non sous-mar-

Dans la seconde partie on donne quelques indications sur la méthode utilisée

par HUNT dans le cas sous-markovion, méthode qui permet d’ obtonir dos résultats

beaucoup plus fins, qui seront développés dans l’exposé suivante

I. Principe de domination pour un noyau de Hunt continu.

Noyau de Hunt continu. - Soit E un espace localement compact dénombrable à l’ in-

fini. On se donne une famille d’applications linéaires positives P de CK(E) .

dans C(E) ( t ~0 ) telles que

(i) V f E C~ ~ la fonction (x , t) - P. f(x) est continue sur E x R~ .

(ii) V f E C~ V x E E , V s z 0 ~ V P s Pt f x) : P s+t f(x) ,

(iii) Po est l’opérateur identique.

(iv) V f la fonction x - Vf(x) = .~ ~ P. f(x) est continue sur E .

Un noyau V défini de cette façon sera appelé noyau de Hunt continu ; on ne fait
aucune hypothèse sur le comportement de V à l’infini, et on ne suppose pas que
les opérateurs P t soient sous-markoviens. On se donne une fois pour toutes un

tel noyaux

LEMME 1. w Quel que soi t le compact K de E ~ il existe f E C~. tell e que

Vf(x) ~ 1 on tout oint x de K .

Soit en effet g E c~ avec g(x) &#x3E; 1 en tout point x de K 9 . d’après (i ) et
(iii), il existe to &#x3E; 0 tel que t ~ ta entraîne P t g(x) &#x3E; 1 ~ 
fonction f = g/ta convient, le lemme, qui exprime que 

. 

V est strictement-

positif. 
’



8-02

Résolvantes. - On appelle ainsi les opérateurs R~ ( ~. ~.0 ) définis par

A priori, si f E C+K, RII, f est semi-continue inférieurement ; on fait, R03BB f

est même continue, d’après la relation immédiate

(la fonction continue Vf étaht somme des deux fonctions semi-continues 

rieurement R~ f Vf , chacune de celles-ci est continue) . Les R~ sont

donc eux-mêmes des noyaux de Hunt continus.

2 . - Pour toute f e C , on a

C’est une conséquence immédiate de la relation

qui se déduit elle-même de l’équation résolvante

Fonctions surmédianes. - Une fonction universellement mesurable u ~O , à valeurs

finies ou infinies, est dite surmédiane, si 

Si u est surmédiane, ~ u~ u . C’est évident d’après la définition de R~
sous forme d’une intégrale .

Si u est surmédiane, Pt u(x) croit lorsque t décroit ; si la limite est

égale à u(x) , V x ~ E , u est dite execessaive.

Le V-potehtiel de toute fonction universellement mesurable 5. 0 est évidemment.

une fonction surmédiane et même excessive.
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LEMME 3.... Soit 03BB &#x3E; 0 ; posons I. (t..I?)n (1).. Soit u surmédiane, et
~ 

. n=O
f ~C~ . Si on a V")... f(x)  u(x) on tout point x du support Sf de f,

alors V À. f  u partout.

En effet si on pose f , u) , on a car on a 

et AIL V. r ~ V. f . De la relation

on déduit v = VÀ g avec g = À(1 - v  0 (car v  (03BBR03BB) W

= 1 03BB 03A3 (03BBR03BB)k f tend vers 0 lorsque n tond vers l’infinie puisque V03BB f
k=n

est partout finie) . On a

d’où immédiatement

Comme, hypothèse, V’A. g(x) = V’A. f(x) en tout point x E on a donc

f(x)’::;; g(x), V XE donc partout. On a donc V03BB f  V03BB g partout, d’où

finalement parbout.

THÉORÈME. - Soit u surmédiane, et soit f e si on a 

V x e alors Vf  u partout.

En effet diaprés le lemme 2 et la définition do V’A.’ les hypothèses entraînent

Soit alors g E C~ telle que 1 ~ V x e S~ (lemme 1), et soit e &#x3E; 0 .

Pour B assez grand, on a e Vg(x) pour tout x , d’où

(1) est un "noyau élémentaire" continu (d t après le lemme 2) ; le lemmE) 3
exprime ce nayau satisfait au principe de domination ; pour l’étude systématique
dos noyaux élémentaires, voir : DENY (Jacques) . - Les noyaux élémantaires,
Brelot-Choquet-Deny : Théorie du Potentiel, 1959/~0~ exposa n° 3, 12 p. (à 
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donc (lemme 3) : Vf  partout, car Vg est surmédiane ; d’où le

résultat~ en faisant g... 0 .

1. - Go théorème entraîne évidemment que le noyau V satisfait au prin-

cipe de domination (cas où u est un potentiel Vg , avec g e 4 ) . Comme V~
est strictement positif (lemme 1), il satisfait au principe du balayage (voir exposé
6).

REMARQUE 2. - Si les opérateurs Pt sont sous-markovions, les constantes posi-

tives sont excessives. Le théorème entraîne alors que V satisfait au principe

complet du maximum.

La démonstration du théorème fondamental do Hunt, énoncé dans 1 f exposé 6 J et

dont une partie a été établie dans l’exposé 7, sera donc entièrement achevée si

on prouve le résultat suivant 1 si le noyau V tend vers 0 à l’infini, l’image

est partout dense dans CO’
A cet effet il suffit de montrer qu’on peut approcher uniformément toute fonction

f ~ Cl le potentiel d’une fonction de Or on a

lorsque t tond vers 0 le premier membre tend vors f uniformément ~ pour

achever, il suffit do montrer que VPt f , oui est pout être approchée
autant qu’on veut dans Co par le potentiel d’une fonction do C+K, ce qui ré sul-

te immédiatement du lomme de Dini.

REMARQUE .3. - La théorie non fine du potentiel par rapport à un noyau de Hunt con-

tinu comprend l’étude des mesures excessives, c’est-à-dire des mesures de Radon

l; ~ 0 telles que 1P~ 5 1 , V t &#x3E; 0 (et alors, d’après 10 lemme de Fatou,

l; = lim Une mesure excessive ~ est dite harmonique si "Pt = ’1, V t &#x3E; 0 .
..

Le problème fondamental est celui de l’existence d’une décomposition de toute mesuro

excessive comme somme d’un potentiel de mesure ~0 et d’une mesure harmonique ’

on ne traitora pas ici cette question.
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II. La, méthode _££ Hunt dans le cag stochastique (2).

0n suppose que l’espace localement compact E est à base dénombarable. 0n se

donne un sem -groupe fortement continu d’opérateurs sous-markoviens Pt sur

l’espace Co = Si f est universellement mesurable % 0 sur E , à

, valours finies ou infinios, on appelle potentiel de f la £onction

qui est partout définie, à valeurs finies ou non ; on no suppose pas que Vf soit

localement bornée si f e st bornée à support compact, autrement dit V n’est pas

nécessairement un noyau au sens donné dans l’exposé 6 (le semi-groupe n’ e st pas

nécessairement intégrable, dans la terminologie de Moyer ; ei, exposé 9). Pour
À &#x3E; 0 on appellera 03BB-potentiel de f le potentiel par rapport au noyau-résolvante
V == R-B == 7o ~ Pt dt , qui est un opérateur continu sur Go .

On renvoie aux exposés 3 et 5 pour la construction des processus de Markov cano-

niques admettant Pt pour fonction de transition, et pour les notations. On rap-
pelle la formule fondamentale

d’où, on multipliant par e et intégrant .

d’où encore, on intégrant par rapport à une mesure  0 sur E :

L’opératour P03BBT. - Soit T un temps d’arrêt du procossus ; soit 03BB  0 ; on
appelle Pm l’opérateur sous-markovien défini sur toute fonction universellement
mesurable f ~ 0 par

où = Xm/,.B(M) . Évidemment si T = t s constante, I* = _1?I1l. 
- --

( ) HUNT (G. A.). - Markov processes and potentials I, Illinois J. of t.L~
1957, p. 44’-93 ! la présentation est quelque peu modifiée, suivant des idées de
P. A. MEYER.
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Le rôle essentiel joué par la propriété de Markov forte (voir exposé 5) est mis
en évidence par 10 lemme suivant:

LEMME 1. - Soit f universellement mesuxable  0 ; soit À b0 ; on a

Posons en effet ~p(u)) = e f o dt , = E~((p) : diaprés (1), 0D a
$(x) = V~ f(x) .

D’après la propriété do Markov forte, sous la forme donnée dans l’addendum à

l’oxposé 5 (théorème 2) on a

03B8T|FT] = 03A6 0 XT p. s. pour toute loi initiale

où eT est l’opérateur do translation défini par Xt(ST w) ?= (03C9),
V t  0 , et est la tribu des évènoments antérieurs à T .

Par définition do P~p donc :

par changement do variable, la formule à démontrer.

L’opérateur P03BBo. - Soit T le temps d’entrée dans l’ensemble presque analytique

o ( " exposé 5); On notera PÀ l’opérateur Ào (cf. exposé 5) ; on notera P l’opérateur Prp

LEMME 2 . - Si K est un compacta P) f no dépend que dos valeurs prises par f

sur K .

En effet, d’après la continuité à droite des trajectoires, Xm K (w) E K presque

sûrement pour toute loi initiale ; si donc f et g universellement mesurables

sont égales en tout point de K, on a f o (w) = (w) presque sûrement,
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d’où P( f * P# g par définition de P~ .
Il on résulte que les mesures dy) sont toutes portées par l’adhérence

do l’ensemble presque analytique e (on pourrait améliorer ce résultat en utili-

sant la topologio fine).

LEMME 3. - Si f universellement mesurable 0 est nulle hors do l’ensemble

presque analytique c, on a P03BBe V f = 
- v-

En effet l’hypothèse entraîne f 0 = 0 si t Te(03C9), d’où, d’après la
relation fondamentale du lemmo 1 : 

Fonctions Àroxcessivos. - Soit X J0 ; une fonction univorsollemont mesurable

u y0 , à valeurs finies ou non, est dite À-excossivo si Pt u u , V t &#x3E;0

et si lim Pt u = u .

Tout 03BB-potentiel do fonction 0 est 03BB-excessive ; toute constante 0 est

03BB-excessive ( À 0) . Toute fonction O-excossive est 03BB-excessive pour tout

À &#x3E; 0 .

4. - Toute fonction 03BB-excessive est limite croissante do fonctions

03BB-oxcessives bornées ( X % 0 ) .

Soit en effet u une telle fonction, et soit n un entier &#x3E; 0 ; la fonction

v = n) est 03BB-surmédiano (3) ; soit v = lim Pt v sa régularisée

03BB-excessive ; il est facile de voir que 7 n croit vers u lorsque n augmente

indéfiniment.

LEMME 5. ~ Toute fonction À-excessive (À &#x3E; 0 ) est limite d’uno suite crois-

bornés engendrés ççr des fonctions ~ 0 .

Soit en effet u une fonction 03BB-excessive bornéo (À &#x3E; 0 ) ; soit t &#x3E; 0 ; po-

sons f~ = (u - 0 -À.t Pt u)/t . On vérifie très facilement que v ft croit vers

u lorsque t décroit vers 0 (les hypothèses sur u et À. sont essentielles) ;
on conclut grâce au lemmo 4 .

(3) 0’ ost-à,-dire qu’elle satisfait à la première partie de la définition dos
fonctions 03BB-excessives; en fait on peut montrer que la seconde condition est ée.a.-r
lement satisfaite.
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COROLLAIRE. - Si u est 03BB-excessive (03BB&#x3E;0) et si T est un temps d’arrêt

du procossus on a 
-...

. En effet, d’après le lemme l, cette relation est vraie si u est un 03BB-potontiel
( Â ~ 0 ) ; elle est donc vraie pour toute fonction ~"-excessive (À &#x3E; 0 ) ,
d’après 10 lemme 5.

THÉORÈME (Principe do domination). - Soit u une fonction 03BB-excosaive (03BB  0 )
soit e un ensemble presque analytique, et soit f  0 universellement mesurable

nulle hors de o. Si on a V f(x) $ u(x) en tout point V f  u

Supposons d’ abord Â. &#x3E; 0 et o compact (e = K) . D’après le lomme 2, on a

P03BBK V f  P.. u , et on conclut V f  u grâco au lomme 3 et au corollaire du
lemme 5 .

Supposons encore À. &#x3E; 0 , mais e presque analytique quelconque. Soit K un

compact do 0, et soit fy la fonction f - . On a u sur K,
donc partout diaprés la première partie do la demonstration, d’où le résultat en
observant que V f(x) = sup V fK(x) pour tout x.

Kce 
’

Soit enfin u une fonction 0-oxcossivo ; pour tout À &#x3E; 0 , on ~

sur e , donc partout V~ car u est ~excessive ~
d’où 10 résultat, en faisant tendre À vers O.

Le balayage. -Los considérations précédontds permettent d’ établir très simple-
ment un théorème du balayage plus précis que celui de l’exposé 6 (on pourrait
encore préciser par des considérations de topologio fine).

Soit on effet  une mesure do Radon  0 do masse totale finie (on pourrait
généraliser). Soit o un ensemble presque analytique quelconque ~ soit X % 0 .
La mesure de Radon pF satisfait aux hypothèses du balayage relatif au noyau -0
(rappelons que, pour 03BB= 0 , V n’est un "noyau" que si le semi-groupo est

intégrable). En effet :

- 1 0 up03BBe ist portée par l’adhéronco de o le’lemmo 2)..

2°’ car, pour toute f universellement mesurable &#x3E; 0 , on a
(lomme 1) :

3° les restrictions à 0 de ( p03BB) V03BB et di sont identiques, car si f
o

ost nulle hors de 0, on a l’égalité da.ns los relations précédentes.


