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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 8=01
(Théorie du Potentiel)
6e année, 1962, n° 8 ler juin 1962

REMARQUES A PROPCS DE TA DEMONSTRATION D'UNICITE DE Po-A. MEYER

par Gustave CHOQUET

MEYER vient de donner une démonstration simplifiée du théoreme d'unicité des
représentations intégrales dans les simplexes, en utilisent 1'idée de BISHOP et
DeLEEUW d'introduire un ordre dans 1'ensemble des mesures positives. Son énoncé

s'applique aussi bien au cas métrisable qu'au cas non métrisable.

Nous allons structurer ici autrement sa démonstration, ce qui, d'une part , la
simplifiera encorec un peu, et d'autre part, fournira deux critéres simples permet-

tant de reconnaitre si un coumpact convexe est un simplexe.

Suivant la présentation de BISHOP et DelLIEUW, de nombreux suteurs étudient la
question des représentations intégrales dans le cadre suivant : On part d'un
espace topologique compact X , d'un sous-espace vectoriel B de C(X) tel que
B sépare X , et toutes les définitions et démonstrations sont données en ter-
mes de X et B .+ Or si ce point de départ peut Btre commode pour la découverte,
ou dans le cas oi B a une structure supplémentaire telle qu'une structure d'al-
gébre, il nous semble que l*exposé des résultats est plus agréable si 1'on choi~
sit le cadre équivalent au premier, dans lequel X' est un convexe compact d'un
espace vectoriel topologique (es ve te) localement convexe séparé, et B! 1'es~
pace vectoriel des fonctions affines continues sur X' 3 on dispose alors d'un

langage géométrique qui manque dans 1'autre mode d'exposition.

On passe du premier cadre au second en plongeant X dans l'espace RB par
1'application

X - (f(x))feB .
On peut alors identifier B & l'ensemble des traces, sur X , des formes lindai-
res continues sur B « On prend enfin pour X' 1'envcloppe convexe fermée de
B
X dans R, ot pour EY 1'espace vectoriel des fonctions affines continues
sur X' .

Les points frontiére de X ne sont autres alors que les points extrémaux de
X' (qui eppartiemnent tous & X )e
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Notationsse = E est un ee ve te localement convexe séparé 3 % un cBne convexe
de E & base compacte X o Soient & 1'ensemble des fonctions affines continues

sur X3 C 1! ensemble des fonctions affines ocrtimuwaes sur X (éventuol-

lement prolongées & % en une fonction positivement homogéne) e

Pour toute f € G, on pose

IS
i1

inf £ .
2ed
>

Alors T est concave semi-continue supéricurement et 1'on a, pour tout x e X ,
(utiliser Hahn-Banach dens X x R )

(1) #(x) = sup 2 £(x,) = eup / £du pour p >0 de résultante x .
x.e%

Xxi=x :

A
Il résulte en particulier de (1) que si x est extrémal, f(x) = f£(x) « Plus
précisément 1'ensemble &(X) des points extrémaux est 1'intersection des
A
{x: £(x) = £f(x)} (ce sont des Gé que nous appellerons ensembles bordents).

Notons aussi la relstion évidente ¢
N 4d
(2) £+ g$ £+ ‘é .

IEMME le = Si % est réticulé (X simplexe), 1'application f - t est posi-

tivement linéaire.

N\ A
Comme Af = Af pour tout A >0, il suffit de montrer que f + g = % + §
pour tous f , g€ C .

Or d'eprés (1), pour tout x € X et pour tout & > O » il existe (x )iEI et

(x.)

3 5ea (o x; » X3 €% et I, J finis; avec Lxl—Zxsz)telsque

?.'(x) =2 f(xi) + B¢
(Oﬁ 0 < 0 s e < 1l ) .
%(x) =2 g(xj) + B¢

Comme % est retlcule, il existe ( 1 j)a. jeIxd avec Xij €% et xi =2x
> »

X-—.ZX.. .
3% 74
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On a donc, compte tenu que f , g sont convexes
P(x) = 2 £(x,,) + O
1]
~
= E .J + put ¢ .
g(x) g(xiJ)
D'au
A A /\
f(x) + glx) = 2 (£ + g)(xij) + (on 4+ o) e (£+ g)(x) + ¢
autrement dit
A F /\
(3) f+g<f+g .

Des relations (2) et (3) résulte la rolation cherchéee

IEMVE 2. -~ Si % est réticulé, pour tout £ e C, I est affine.

En effet, d'aprés la relation (1), pour tous x, ye% , et tout €>0,

Hx+y)= T flu)+ 9% (0g6gY) .
U.i=X+y

u. €%
i

Or % é&tent réticuld, la relation x+y= 21U

1 entraine 1'existence de (xi)

et (yi) o x; et y; €%, avec

2x.,=x et 2y.=¥ ,

n

i i
dtol
' — -— A A
flx+y) =2 f(ui) + 0e <2 f(xi) + Lf(yi) + e <f(x) + £(y) + ¢ .
Donec
A A [
£(x + y) € £(x) + £(y) .
N .
La fonction f est positivement homogéne,..concave et convexe, donc linéaire-sun

% , donc affine sur X »
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PROPOSITION 3+ = Dens 1!ensemble :mi(x) ordomné par lo relation s

p<v si J£dug /£ av pour toute fe C, avec égelité si £ el ’

toute &, est majorée por une mesure maximale unique Py

Pour qu'une 4 de Zﬂi(X) de barycentre a soit égele a My il faut et il
suffit qu'elle soit portée par chacun des ensembles bordants de X,

Soit en effet a e X » L'application f - f(a) de C dens R est, d'aprds
le leime l, positivement linésire ct croissentes Donc comme C est total dans
C(X) (d'eprés STONE-WEIERSTRASS) cette application définit une mesure de Radon
py > 0 sur X, telle que /£ du = %(g) pour toute f € C.

Si fed, ona g‘:—.i‘,d'oﬁ E‘(a):f(a);donc H, @ pour norme 1 et

pour barycentre a e

La mesure p = est évidemment le plus grand élément de m:(X) qui domine

e, Puisqus, pour tout fe C, ona d'apres (1)
VR dpq: %(a) = sup / £ du pour les M dominant e, .
D'autre part, on a s

fla) = / £ dp, < /£ dp, < /zea ¢ dp = £(a) .
>

Comne ‘:E‘( o) et p(a) sont arbitrairement voisines, on a
Y
Jea =/taq, .

A
Dong, pour toute £ & C, p  est portée par 1'ensemble bordant {xs f(x) = £(x)}e

Inversement, si une p € mi(X) a pour barycentre &, et est portée par cha-
“‘cun des ensembles bordant X , on a

Jfap=/%ap pour toute £e€C .

Or T est affine et Se ce se donc d'aprés une propriété indiquée par MOKOBODZKI,
les £ e d telles que F £ ! constituent un ordonné filtrant décroissant qui
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converge vers % (utiliser les graphes de £ et des £ dans X x R et
A
Hahn~Banach) ; donc / f dpu= (a) .

On a done
ffdp:/fdpa pour toute f € C R

d'ou

Cas particulicrs = Si X est métrisable, il existe (HERVE) une f € C strkce
A
tement comvexe ;3 on a alors &(X) = {x ¢ f(x) = £f(x)} ; autrement dit &(X)
est lui-mlme un ensemble bordante Donc M, o8t la senle mesure K de barycentre

a et portée par &(X) .

REMARQUE le = Dans tout ce qui précéde on pourrait remplacer € par n'importe
quel sous-cdne convexe C' total dans C(X) ; par exemple (MEYER) par 1'ensem-
ble des f qui sont enveloppe supérieure d'une famille finie (fi) d' é1éments
de A .

On dire qutune p > 0 est portée par tout cnsemble bordant équivaut & dire
qu'elle ne charge aucun des ensemblcs g

»

{xe: f(x)>(x) + e} (oW >0 et fect) .

S1 f=2;0l,Ucecut (ot 2,e8), cet ensemble K est l'intersection
des compacts convexcs Ki ={x: ?’(X) >,£i(x) + £} «Cc compact K, adens X

un complémentaire convexes

I1 serzit utile d'avoir sur ces compacts K des renseignements précis, sans
quoi, lorsque X n'est pas métriscble, le proposition 3, affirmant 1'unicité de
la mesure p de barycentre a et portée par tout ensemble bordant X s he sera
pas pleinement utilisable.

REMARQUE 2+ =~ Pour tout compact convexe X , 1'ensemble des p =0 portées par
tout ensemble bordant X est évidemment réticulé et complétement réticulde Or
d'aprés un résultat important de MOKOBODZKI qui précise celui de BISHOR-De LEEUW,
tout a e X est barycentre dfau moins une mesure p e mi portée per tout ensem=
ble bordant X .
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I1 en résulte aussitdt, co.me réciproque de la proposition 3, que si X est
tel que tout a € X est barycentre d'au plus une p portée par tout ensemble

bordant X , % cst réticulé (donc X un simplexc)e

Rappelons que MOKOBODZKI montre aussi que toute p portée par chacun des
enscmbles bordant X est pseudo-portée par &(X) , c'est-i-dire ne charge aucun

compact de Baire (compact et Gy ) dc X disjoint de &(X) .

Mesurabilitée = Supposons & nouveau % réticulée

~
~ Pour toute fe C, 1l'application a - [f dp, = [ £ dp, = $(a) est so c» Se
Or toute ¢ e C(X) cst limite uniforme de différecnces de fonctions de C o

Donc pour toute ¢ e c(X) , l'application a »./ ¢ dp est limite uniforme
de différences de deux fonctions se ce 8 j cl'est donc unc application de lre

classes

L'application a - b, de X dans m#(X) est donc faiblement de lre classe,
donc universellement mosurable, (MEYER).

le Deux propriétés caractéristiques des simplexes.

lele ~ Les lemmes 1 et 2 énoncent des propriétés des simplexes j; la question
se pose de savoir si elles sont carcctéristiquese Nous allons le démontrer pour

le leime 26

PROPOSITION 4. ~ Soit X un convexe compact 3 et désignons par € un sous-
ensemble de C total dans 0(X) o

( X est un simplexe) <= (Vv fect, T est affine) o

Ie lemme 2 démontre ==> « Démontrons maintenant <= o

Soient p et v e mi(x) s de barycenire é et portées par tout ensemble
bordant X « Si feC' , on e f offine, donc

Jfau= /'% dy = %(a) = /-% dv=/f dv .

ma /£ du = /£ av pour toute f € C' , d'os p=Vv «

Donc 1'application p -/ t du(t) de M dans % , oh I désigne lc cbne
des mesures positives portées par tout ensemble bordant X , est injective.
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D' aprés le résultat de MOKOBODZKI rappelé plus haut, slle est surjective ; elle

est donc bijectives

Or M est réticulé, donc ¥ 1'est eussie

leRe = Nous allons meintenant ddmontrer une propriété caractéristique des sime
plexes qui cst, dans lc cas général, 1'analoguc de la propriété démontrée par
BAUER pour les convexes compacts X tels que &(X) soit compacte Rappelons
1'énoncé de BAUER s

(& ordonné par A ost réticuld) <=> ( X ost un simplexe et &(X)
est compact) o

X désignant toujours un convexc compact de E , désignons par G, le cbne
des spplications convexcs et Se ce Se de X dans (= °°,+w( s et par G.s le

sous=-cbne de C, constitué par les fonctions affines (au sens large)e

Continuons & poser, pour toute f € GS H

A
£f= inf ¢ .

’ A
Evidemment f est concave et se ce fa ct la relation f = % équivaut 3 dire.que
f e as .
D' autre part, compte tenu da la semi=continuité supéricurc de f , on montre
A
aisément que si x cst extrdmal, f£(x) = f(x) .

A

PROPOSITION 56 = Si % est réticulé, pour toute fe(‘)s gona fe as et

pour tout a e X,

He)=/rap, .

A
I1 en résulte que 1l'epplication £ - f de C g W as est positivement linéaire,

Si pour toute f e C 5 12 relation (1) du début de cet exposé était encore
vraic, la déuonstration des leumes 1 et 2 s'appliquerait mot pour mot & cclle de
la proposition 5e iais cette reclction cst fausse, comme le montre 1l'exemple sui-
vant ¢ X = mi([o , 11) et £ est la fonction qui vaut 1 sur &(X) = [0, 1]
et O partout ailleurse On 2 bien f e C , ot la reletion (1) n'est visiblement

pas vérifiédee
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Voici la démonsiration ; rsppclons que By désigne la mesure de barycentre
a canoniquesent associde au point a (proposition 3)e So0it f e CS .

Si (2 ) désigne unc famillc finie d'éléments de @ avec £ i>’ f ,/\posons
9 = 1nf(£ ) « Comme ¢ cst concave ct continue, le fonction § = = (= ¢) est
affine se ce ie, et ¢gale & ¢ sur un cnscioble bordent X o On a donec, pour

tout a eX
$(a)= /¢ ap = pap >/fdu

Or f é&tant & la fols convexe ct Se Ce Sey il ost immédiat que / £ dpa; £(a) «
On a donc (p > f dans X .

Or, de la semi-continuité supéricurc de f résulte que, pour tout a€ X,
il existe p e mj(x) de barycentre a , telle que f(a) = / f dp  (utiliser
dans X x R 1'enscmble des points cn dessous du graphe de f )e

On a donc 3
a)= /£ </ % an=¥(a)
d'au
T<y .

Donc les 5 const:.tuent, coiae les ¢ , un onsemble filtrant décroissant qui
converge vers f o Comme les Lp sont affines, f 1'cst donc aussie

r

Donc, pour tout o€ X,
A A
f(a):/fdp.an/fdpa .

Le reste de la proposition 5 ea résultes

PROPOSITION be = Soit X un convoxe compachs

(% est réticuld) <=> (lc cdne 0, est sewi~réticulé supéricurcment) .

Supposons ¥ réticulée Si f, g € %y » posons h= sup(f , g) « Ona h €-G s
»

d'oh he & a aprés 12 proposition 5
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La rclation ﬁ(a) =/n dp, montre que h est lc plus petit élémg di\ o
qui aajore h, cutrement dit f ot g donc dens & , f£v g= sup(f, g

Inversement, supposons O‘s seni~-réticuléd supérieuremcnt (opéretion notéde v )e

Soit (%£;) unc fanilla finie d'éléncats de @, et posons

f= sup (zi), f':\/fi .
i i

Par hypothése, pour toute £ €@ telle que £ > £; pour tout i, ona
2 >f', donc

t=inf p > £ .
ot
Mais on sait d'autre part que

f' = inf des £ tellesque L el et £ > 10 o

A A
Donc f' > f 3 autrement dit f= f' .
A :
Donc f cst affine pour toutc f appartenant au sous-c®ne € de € cons~
titué par les sup((’,i) 3 comae C' est total dans C(X) , la proposition 4
montre que X est un simplexece.

2« Problémese

A
1981 X est un convexe coupret tel que £ o f (o f e @) soit additive,

montrer que X est un simplexe (réciproque du lemme 1).

2° Les démonstrations du texte, on particulier celles des propositions 5et 6 montrert
1'intérét qu'il y surait & déterminer si, pour toute fonction affine bordlienne

g sur un X convexe compact, on a toujours

J g dp = gla) R

ol o désigne la résultante de la mcsure R € JR;F(X) .

hid

3° Trouver un exemple de X convexe compact (éventuclloient un simplexe} ol
"pseudo~portée par &(X) " n'équivaut pas 3 "portée par lcs enscibles bordant
Xn,
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A
49 Trouver unc propriété intdéressante des cxeaples {x : f£{x) > £(x) + €} ,

lorsque par exemple f = sup((p1 » Pos eeey tpn) avec tpie A o

)

Remarques - Noter que si X est un cspace compact ¢t 2 un ce ve € C(X)
séparant X , le fait que toute e, (o4 % e X ) soit équivelente & une mesure
unique portde par la frontiérc fine de X n'entrainc nullement qu'on saoit dens
le cas réticuké ¢ Il suffit pour lc voir de prendrc pour X la fromtiére d'un
carré de R2 et pour B 1'cnsemble des treces sur X des frontiéres affines

sur Rz .

3¢ Démonstration d'existence (d*aprés BONSALL).

Nous indiquons ici, & titre d'information, 1'essecnticl de la démonstration
du théoréme d'existence des représentations intégreles dens le cas métrisable,
d' apres BONSALL. Avec celle d! I-IERVE', c'est ar;tuellcment la plus sinmple connuee
Les notations restent les mBmes que précédemment, c'estede—dire que X est pour

1'instant un convexe coupact quclconque de E o

Pour toute f € C(X) on pose

%:.‘ inf E L]
el
2t
Si alors a € X, la fonctionnelle f - %(a) est sous=lindairee Donc d'apreés le
théoréme de Hahn-Banach sous sa forme classique, il existc une forme lindaire p
sur C(X) telle que

(4) . w(r) < ;&'(a) pour toute f e C(X) .

A
Lorsque f €& , f=f . Donc d'aprés (4), ct compte tenu que @ est un espace

vectoriel, on a

(5) uw(f) = £(a) pour toute fe d .

A
Comme f<£ O pour toute £< 0, ona H(£) 0 si £< 0, donc p est une
mesure de Radon positive sur X « La relation (5) montre quec sa norme est 1 et

son barycentre a
Si X est nétrisable, il existe unc fo € C qui soit stricteaent convexe
(prendre fo= 2 3121 s 00 b € d et ou les EX séparent X , leurs normes sur

X décroissant assez vite).
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Revenons en arriére s D'aprés Hahn-Banach nous pouvions imposer & p de vérie

fier aussi la conditions
. A
(6) u(zy) = To(a) .

Supposons cette condition vérifidc.

A
Coiane fo est concave Se ce Se, et que a cst barycentre de p, on a

A -~
ity < Eola)
A
(utiliser par excmple la définition de f, ot le relation (5))s On a donec

A A -
Donc E(fo) = p(%o) » donc coime £y & %O s M est portée par 1'ensemble
{x 2 fo(x) = fo(x)} , donc est portée par &(X) .

»

On a donc bicn montré guec, si X est métrisable, tout a € X est barycentre

d'une y > 0 portée par &(X) .

Post-geriptum. - Depuis la rédaction de cet exposé, les problémes 1, 2, 3

posés ci-dessus ont été résoluse

le Ce premier probleme a regu de EYER une réponse positive (voir 1l'exposé n® 7
de MEYER).

2+ Nous allons voir que la réponse est positive pour les fonctions de lre

\

classe, meis négative & partir de la 2e classe.

PROPGSITION 7+ = Toute f numérique convexe sur un convexe quclconque X

d'un ce ve te E , ou bien n'cst localement bornée inférieurement autour d'aucun

point, ou bien l'est autour de tout pointe

COROLLAIREs = Si X est compact, toute f convexe sur X est bornde inférieu-

rement sur X , ou bien n'cst bornée inférieurement autour d'aucun pointe

ipplication évidente au cas od f est affine et dec lre classce
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IE/ifEe - Soicnt E un ee. ve te localcment convexe séparé, X un convexe col-

pact de E , ot f unc fonction affine de lre classe sur X « Pour toutc

pE m;(X) et pour tout e >0, il existe unc suite Y € ﬂ&(X) telle que s

1° Toute P soit portée par un sous-convexe compact de X sur lequel f

oscille de moins de € .

20 2 By = H e

Lo démonstration utilise le fait que la restriction de £ & tout fermé de X
admet eu moins un point de continuitée On en déduit sussitdt le résultat suivant s

PROPOSITION 8« = Toutc fonction =ffine de lre classc sur un X convoxc compact
est bornée et, pour toutc p e mi(X) ona: [fdu=1£(a), ot a estle bary-
cecntre da Moo

Nous allons voir par un exemple que ce résultat ne s'étend pas 3 toutes les f
affines de 2e classes

1 .
Prenons X = mg([o » 1]) et pour toute v € X, posons :
g(v) = massc totale de la partic discréte de v .

La fonction g est affine ot c'est la linmite des g

rieurec des wv(a) pér tous les sous-enscmbles L de [O ; 1] ayant eu plus n

, O gn(v) = borne supé-

pointse

I1 est immédiat que g, "est se Co Soy, donc g est de 2e classee Or ls rela-
tion [ gdu= gla) n'est pas vérifide lorsque {i est une mesure diffuse portde
par [0, 1] , sous-ensemblc de X o

Nous allons voir que cepandant lecs fonctions boréliennes affincs sur X convexe

compact ont par ailleurs un comportemcnt assez réguliers

PROPOSITION 9¢ = Toute fonction affinc boréliennc sur X convexe compact est

bornéee

Si une suite (fn) de fonctions effines bornces sur cet X converge simplow

ment, les fn sont uniformément bornécs sur X .

I1 résulte évidecanmcnt dc 13 et du théoreme de Icbesgue que le fonetion affine
g de Re classe construitc ci-dessus n'est pas limite simple de fonctions affines
de lre classc, puisquc sinon, d'aprés la proposition 8, clle vérifierait les
rclations /g du = gla) »
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La proposition 9 résulte inmcdistcment d'un théoréme conmu affirmant que dans

un espace de Banach toute forme linéaire bordélienne est continuee

3¢ Un exemple imagé par MOKOBODZKI établit de fagon définitive que la bonne
notion n'est pas cclle de "mesure pscudo-portée par &(X) ", mais celle de
"mesure portée par le bord de X ", et que ces deux notions sont distinctes,

m8me lorsque X est un simplexce

Voici 1'excmple ¢ Soit K wun espacc topologique compact contenant un point
a n'gyant pas une base dénoumbrable de voisinages, et portent une mesure diffuse
p >0 de masse 1 (par exemple K= [O, l]I avec I non dénombrable)e Soit
B 1le sous~espace vectoriel de C(K) constitué par les f telles que
fla) = [ £ dp o I1 cst immédiat que le frontidre de K relative & B est K
diminué du point a « Or a n'est pas un compact de Baire, donc g, est psecudo=-
portée par la frontiére de K » Or e, n'est pas portée par le bord de K ’
dont on montre aisément qu'il est identicue & la frontiére (autrement dit, cette

frontiére cst 1'un dcs ensembles bordant XK )e
On vérifie par ailleurs que le dual de B est réticulé.

Si 1'on préfire un cxemple analogue en termes de formes effines sur un convexe
compact X , il suffit d'utiliser le plongenent canonique de K dans RB et
de prendre pcur X son enveloppe convexe compacte, qui sera ici un simplexes Les
mesures meximales sur X sont, non pas celles pseudo-portées par &(X) s nais

celles portées par les cnsembles bordent X o
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