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Séminaire BRELOTCHOQUET-DENY 6=01
(Théorie dv Potszn*icl)

7e annde, 1962/63, n° 6 29 novembre 1962
DﬁCOMPOSITION DES MARTINGALES DE CARRE INTEGRABIE
par Philippe COURREGE
Le présent exposé reprend, & titre d'introduction & 1'exposé suivant sur lcs inté-

grales stochastiques, certains résultats obtenus par P.~A. MEYER comme applica-
tion de ses théorémes sur la décomposition des surmartingales (cfe [3] et [4])

O. Notations et rappels.

La terminologie utilisée sera celle de 1l'exposé de Ps-A. MEYER sur la décompo-
sition des surmartingales (cfe. [7], Page 11-0l)e Si E est un ensemble, et A
une partie de E, 1, (ou 1, ) désigne 1l'indicateur de A dans E .

Ocle = On considdre un espace probebilisé complet (R, F, P) , et une
famille (Ft) teT de sous—~tribus de F ( I désignant un intervalle de la droite
numérique achevée R = [~ o, + ] ) qui satisfait aux propriétés suivantes 3

(Tl) Fy croit avec t o
(T.?.) La. famille (F‘b) est continue 3 droite : on a

nFs::Ft pour tout t €I .
s>t

(T3) Pour tout t, F, contient les ensembles BR-négligeables de F o

Les propriétés étudiées dans la suite font intervenir, sans référence et sauf
mention explicite du contraire, un terme (R, F, P, (Ft) 'bel) ayant les pro=

priétés précédentes.

Oee = Un temps d'arrét T sur I est une application de Q dans I telle

que, pour tout t eI, {TLt}e Fy (o {T <t} désigne 1l'cnsedble des
weQ tels que T(w) <t ). On dira qu'un temps d'arr®t T sur I est borné,
si T(Q) est contenu dans un intervalle compact contenu dans I e

Si T est un temps d'arrd®t sur I, la tribu Fp des événements antérieurs &
T est constitude par les A e€F tels que An{TL t} e F, pour tout t e I.

Si 5 et T sont deux temps d'arr®t tels que ST, onas FqcC Fp e

O0e3s = Un processus stochastigue défini sur I est une application

¢ = (q)'b)teI de IxQ dans R, telle que, pour tout t €I, &  est une

variable aléatoire.
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Si T est un temps d'arr8t sur I et & un processus défini sur I, @T

désigne la fonction w - @T(w)(w) o

Un processus @ est mesurable, si 1'epplication (t , w) - Qt(w) est mesurable
pour la tribu @ xQ sur IxQ (ou B, désigne la tribu borélienne de I ).

Si & est mesurable, ®T est une variable aldatoire pour tout temps d'arrét
T o

Un processus & est bien adapté (respe fortement bien adapté) si @t est

Ft-mesurable pour tout t € I (respe @T est FT-mesurable pour tout temps d'ar-

8t bornéd T sur I ).

0y

Un processus & est standard si toutes ses trajectoires sont continues & droite

et pourvues de limite 4 gauche j; pour tout (t , w) on pose alors
® ((A)) = lim & (w) )
sTt

Tout processus standard est mesurable.

Un processus & est intégrable (respe de carré intégrable) si o, € ﬁl(Q , F, P)
(respe 9, € EZ(Q s F, P) ) pour tout t eI
Oeds = Si & et ¥ sont deux processus définis sur I § on dit que ¢ est
une version (ou une modification) de ¥ si, pour tout t € I, o, = ¥ Pe s

Si ¢ est une modificationde ¥, & et ¥ sont équivalents (au sens clas-
sique, cfe [6], page 2=04)e " & est une version de ¥ " est une relation d'équi-
valence ; une classe d'équivalence relative & cette relation peut &tre identifiée
4 une famille S = (S )teI

la mesure P ) 3 par abus de langage on appellera aussi processus stochastique

de classes de variables aldatoires équivalentes (pour

une telle classe ; si le processus ¢ appartient 3 la classe S (c'est-a-dire
¢ €8, , V tel ); on dira aussi que ® est une version de la classe S

Oe5¢ = Une martingale, définie sur I s est un processus (Xt)tEI = X bien
adapté, intégrable et tel que E{thFS} = Xs Pe se pour tout s £ t o« Toute mar-
tingale admet une version standard (cf. appendice 1)

Oebe ~ A= (At)teI est un processus croissant sur I si pour tout w €Q |

la trajectoire t q-At(w) est une fonction croissante et continue & droite.

0e70 = Si A= (A )te( bl est un processus croissent défini sur (a, b(,
(- o<a<b <+ 9, etsi . (o )te( ,b( est un processus mesurable, par

exemple >0 ou borné, on désignera par



/abdn_bdAt (respe f o, dhy, o ag u<v<b)

la variable aléatoire, obtenue, pour chaque ® &€ Q2 , en intégrant la fonction
t -+ (w) (respe la fonction t - 1)11 j(t) e (w) ) par rapport & la mesure > O
sur (a ’ b( associéde & la fonction cro:xssmte et continue 3 droite t - A (w)

le Le processus croissant naturel associé & une martingale de carré intégrable.

lele = Premier exemple : le mouvement brownien (cfo [1], pe 97)e¢ = Soit

(§)icp un mouvement brownien défini sur R . Pour tout t € R _, soient

Xt= E, - F’O s €t Ft la plus petite tribu sur Q contenant les ensembles négli-
geables, et rendant mesurables les variables aldatoires <‘, (s<t) ( ).

(X est une martingale de carré sommable, satlsfalsan‘b la relation sui-

)
% 'beR+
vante
R
Pour tout s <t , E{(Xt - XS) |FS} =t ~5 D« Se
Cette relation peut aussi s'écrire
2
B{(X, = X)) IFS} = E{A_t - AleS}
ou (At)teR est le processus croissant intégrable défini par @ At(w) =t,
v t € R+ 9 YV weQo.
Par ailleurs, si (Yu)uER est une Mmartingale standard bornée sur R+ , Oh a
+
t :
E{/O (Y, - ¥) du}= 0 pour tout t €B,

(on verra ci-dessous, en 1.3, 1'utilité de cette propriété)e

leRe =~ Deuxilme exemple 3 le cas discret 3 Position du problémes = Soient

(F )neN une suite croissante de sous~-tribus de F contenant les ensembles

P-négligeables, et (X ) une suite de variables aldatoires de carré intégrao=
ble telle que E{X ‘F }_ n Po Se pour tout nelN . Pour chague neN,et t tel que

4 - °
n<t<n+ 1, posons ?‘t F et Xt:_-z( o La famille (Ft)t€R+ de sous-

tribus de F posséde les propriétés (T ), (T ) et (T ) et le processus

( )} On notera que la famille (F ) £0 de sous=tribus de F ainsi eometruire
satisfait aux propriétés (Tl) s (T ) 5 (T ) introduites en Ool j cfe & ce sujet la
remarqye en 3ele
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)
f{= (Xt) teR est une martingale de carré intégrable, (relativement & cette
A
famille (Ft) de tribus).
Btudions d'abord la martingale discrete (Xn)neN :
Posons Ay= 0, et, pour n>1,

L
2 2
A = It (E{X. IF }- X ) Pe Se
n" 40 k+l'"k k

Le processus discret (An)nel\l ainsi défini a les propriétés suivantes

(1) v n An.s An+l Pe Se, An e ot ’ An est Fn-mesurable.
2 2
(2) V n B, - X, | P d=EBla -4 | F e

(3) Pour toute martingale disciéte bornée (Yn)n s onas
n—
V n E{kzo (Yk+l - Yk)(ﬁk” - Ak)} =0
((3) résultant de ce que L est F mesurable) e

Inversement, si (Bn)n oy 5t un processus discret ayant les propriétés (1) ()
(3) ci~dessus, on a nécessairement s

V n An = Bn De Se
En effet, d'aprés la propriété de martingale de (Yn) ’
n-l

La relation (3) s'écrit donc :
Ne1

V n E{y A& }=Ef 2 Y (b g = &0 .
k=0
D'ol, puisque (An) et (Bn) satisfont la relation (2),
V n E{Y, L }=EY, B} .
D'oli le résultat, puisqu'on peut choisir pour Yn une variable aléatoire
Fn~mesurable et borné quelconque.

Ceci. étant, posons, pour chaque n et t telque n<t <n+ 1, lt = An
(eprés avoir modifié les An sur un ensemble négligeable, de maniére & ce que,
V w, n-= An(w) soit une suite croissante) ; (ﬁt) tecR  ©St un processus crois-

sant intégrable, satisfaisent aux propriétés suivantes :
(DO) Aoz 0 et ﬁt est Ft-mesurable pour tous t € R+ .
62 A A A A A
(D) Pour set, E{Xt—Xi | FS}—.:E{At-AS | Fs} .

A
(DY) Pour toute martingale (Y ) _n associde & une martingale discréte bornée,
+
et tout t € R
9
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— t bad > - h —
Iﬁ{/o (Yu—- YU. ) dAu} =0 .
iinsi, 3 la mertingale de carré intégrable (it) tep ¢ Dous avons associé le pro-es-
'3 +
sus croissant intégrable (At) teR vérifiant les deux relations (Dl) et (D‘Z) , et

i
nous avons montré, qu'a une équivalence pres, (At) est le seul processus crois-

sant (discret) ayant ces propriétés.

Ie théortme suivant, démontré par MEYER (cf. [3], page 203, théoréme 4) géné-

ralise ces résultats au cas d'une martingale de carré intégrable quelconque.

1.3« Le processus croissant naturel associé a une martingale de carré inté=-

grables = Remerguons d'abord que, si (Xt) a<t<b est une martingale standard défi-
nie sur 1'intervalle ouvert Ja , b( , il résulte des théorémes de convergence

des surmartingales (cfe [6], page 406) que lim Xt oxistc ps Se § 0%, si
tha
X = lfn Xi (Xt) est une martingele sur (a , b( + On ne perd donc pes
twa

en généralité en supposant X définie sur (a ’ b( fermé & gauches

a<t<b

On a alors le théoréme de décomposition ¢

' 4 Y
THEOREME 1o = Soit (%),
1'intervalle (a , b( o Il existe un processus croissant intégrable 4 = (At) <t b’

une martingale de carré intégrable définie sur

et un seul, & une modification prés, tel que 3

(Do) Aa:—_- 0 et Lt est Ft-mesurable pour tous t € {a, b( «

() v sgt, EX ~Xx|*|F )= BX: - X0 | B} = B4, -4 | B}

(Dz) Pour toute martingale standard bornée (Yt) a<t<b ? et tout te (a, bl ,
N L
B/C (L, - %) ak}=0-

Le processus (4,) est appeléd processus croissant naturel associé a la
t)te (e, b S8L aPRelé

martingale (Xt)tfé[a,b[ o

le4e Démonstration du théoréme 1-

~ Unicité de (At) « = Blle repose sur les deux lemmes suivents qui peuvent
Btre démontrés simplement en approchant (Yu) et (Y;;) par des processus étagés

de la forme

2

Y 1 (w) et 27Y, 1 (w)
T g Jbsty) 1 byt ’

il i i? ti+1j

et en utilisant la propriété de martingale de (Yu) :
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IEME l. - Soient (A )a<,o<b
une martingale standard bornées. Llors, pour tout t € (a » b(,

B{Y, 4} - E(Y, A }= B/ ¥ an ) .

un processus croissant intégreble, et (Y ) a<t<b

IEMME 2¢ = Si A= (At) et B= (Bt) sont deux processus croissants iatégra-

bles tels que
V sst Eley =& | F}=E{B ~B | F] ,

alors, pour toute martingale standard bornée (Y ) , et tout t e (a, b(,

agu<b
E{/t dA}_E{/tY aB_} o

Si alors, L et B sont des processus oroissants intégrables, vérifiant (D,),
(D), (D,)s 11 résulte des lemmes 1 et 2 que

Ky, A} =E{Y Bl pour tout te (a, b(

et toute martingale standard bornée (Y )a<t<b e« On en déduit que A, = t Pe Se,
puisque Yt peut &tre prise égale & une vurlable aléatoire bornée Ft-mesurable

quelconque, d'olu 1l'unicitéo

- Existence de (At) « = Elle résulte (cfe [3], page 203, théoréme 4) du théo=
réeme de décomposition d'un potentiel standard de classe (D) (cfe [7], page 11-04,
et [3], page 196) :

ae En vertu de 1'unicité, il suffit de montrer 1'existence sur un intervalle
compact (a, c) c (a, b( .

be Soit (X ) actge Une version stendard (cfs appendice 1) de la martlngale
(X )a<t<c R et (Z ) acbge  WRC version standard du processus (E{X lFt} - ﬁz)
En utilisant la proprlete forte de martingale (cfe appendice 2) om verlfle que
(Zt) est un potentiel de classe (D) .

ce Il existe alors un processus croissant intégreable
tout te(a, o,

(Lt)a<t<c tel que, pour

7 { t o [ o
z, = B{L|F } = A& pe 5o, et E{/a (v, -Y) as }=0

pour toute martingale standard bornée (Yu)asu<b (ef» [7], page llml3, théaréme
4)e On a alors, si a<s <t <ci

PR GRI B TRE-'s ool G B TR TO s: p oulih S I J0 108
z, - B{z, |7}
= E{Ac - b | Fs} - E{E{AC
= E{At - L | FS}

"

3

o hy | Ft}IFS}
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dfol le résultats

d. Enfin, la relation B{(X, - x)* | P }= B{x? - x| P} résulte de la
propriété de martingale de (Xt) o

lebs = Propriété (Dl) forte.

une mertingele standard de carré inté-

PROPCSITION 1, - Soient X = (X,L)Q,t4
— » ~ - " 3 ’o 3 T
grable, et A = (At)a§t<b le processus croissant naturnl associée. Si S et

sont deux temps d'arrft bornés sur (a . bl tels que ST, ona:
2 > .2 ‘
(D; F) E{|XT - xsl | Fg} = E{XT - XS,] Fgl = E{AT - by | FS} .

I1 suffit de remarquer que la propriété (Dl) entraine que le processus,

(Xi - At)te[a B( est une mertingale standard, et d'appliquer la propriété forte
)
de martingale (cfo appendice 2).

|

2o Martingales de carré intégrable quasi continues & gauchee

Nous allons étudier, dans ce paragraphe, les martingales de carré intégrable

pour lesquelles le processus croissant naturel a pe se ses trajectoires continues.

L4
2¢le DEFINITION lc ~ On dit qu'une martingale standard (Xt) act<p ©St quasi
continue 3 gauche, si, pour toute suite (Tn) de temps d'arr®t sur (a, BbC

croissant pe 8o vers un temps d'arr8t borné T , on a

lim XT = XT Po Soe
N0 n

on a alors le théoréme suivant

2¢2. THEOREME 2, — Soient X = (Xt) at<b

intégrables Pour que le processus croissant naturel A associé & X ait ses

une martingale standard de carré

trajectoires pe s. continues, il faut et il suffit que X soit quasi continue a

gaucheo

La condition est nécessaire : supposons A continu ; et soit (Tn) une suite

de temps d'arr®t croissant vers le temps d'arrét borné T 3 d'aprés la propositionl,
2
E{ | Xq = XTnI } = B{A - ATn} 3

d*ol le résultat, puisque pour toute sous-suite (TY1 ) de (Tn) ’
“k
lim XT = lim XT °
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Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit de montrer que le poten=-

tiel (2 )a<t<
nue & gauche (et [7], page 11=09, théoréme 3, et [3], page 200, théoréme 3). Or,

(¢ < Db) introduit en le4 est régulier, si X est quasi conti-

si (Tn) est une suite de temps d'arr®t sur (a , ¢) croissent vers T , On a,
d'aprés la propriété forte de martingale,
A2 a2

Bz, - ZTr}l = E{X; - xTn}

A
D'ol le résultat, puisque la sous-martingale discréte positive (X% )nEN est
n

uniformément intégrable.

COROLLAIRE ls = Si la martingale X a ses trajectoires presque sfivement conti-

nues, 1l en est de mBme du processus croissant naturel associée

2¢3¢ = Cas oy la famille (Ft) n'a pas de temps de discontinuitée Rappelons
(cfe [7], page 1116, et [4], § 2 , défini. on 6) qu'un temps d'arr8t T sur
(a, bl est appelé temps de discontinuité de la famille (F ) , stil ex1ste

une suite (Tn) de temps d'arr®t croissant vers T telle que F { o(U Fop ) ( )
n Tn

On a alors le résultat suivant @

PROPOSITION 2. - Pour que la famille (F,), .. de sous-tribus de F n'ait pas
de temps de discontinuité, il faut et il suffit que toute martingale standard

BN

sur (a, b( soit quasi-continue & gauche.

(Xt)agt<b
La proposition résulte des deux lemmes suivants ¢

v - o t . . oy ”
IEIE 3¢ = Pour que la famille (Ft)a$t<b n'ait pas de temps de discontinuité,

il suffit qu'elle n'ait pas de temps de discontinuité bornée

1
En effet, soit b = b= =, et soit T, une suite de temps d'arrdt sur (a , B(
croissant vers un temps d'err8t T sur (a, b( - On a

TAD

Fo=g(UF, )
T n n ?

car, si Ae€F,, An[T< aneFTAb pour tout n ; d'od

o(U Fr, ) = o(U o(FT Ao ))
n

F=
T K

(2) ot dod) déeigne la tribu engendrée par 1'ensemble @& de parties de Q o
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puisque, T A b~ étant borné, on a FTAbn = o('LlJc FTkAbn) par hypothése ; d'od

= O(U F ) = O(U F ) .
L R k Tk
Co Qo Fe Do

IEME 4. - Soit (Tn) une suite croissante de temps d'arr®t sur (a, c)
croigssant vers T o Pour que FT = o(U FT ) , il faut et il auffit que, pour toute
n n

martingale standard (Xt) agt<c !
lim XT = XT Pe Se
N0 n

La condition est nécessaire, car, d'aprés la propriété forte de martingale,

E{XTIFT }=Xp pese; dol
n n
lim X, = lim E{XTIFT }= E{XTlo(u Fp)l=Xy pe se
Do N Do n n n
Inversement, supposons que FT # o(U FT ) 3 soit M un élément de FT n'ap=-
n n

partenant pas 2 o(g FTn) , et (Xt)a e We version standard (appendice 1) de

la martingale (E{ lMl F Do, <o * D'aprés la propriété forte de martingale, on a

X 1M Po Se 3 on ne peut donc avoir

T =
lim X-T = XT Pe Se ‘
N+ n

Ce Qo Fo Do

3. Exemplese

3.1e Processus & accroissements indépendantse = Soit & (F;b)a <t<b un pro=-
»

cessus ayant les propriétés suivantes (3) :
(1) & est standard, bien adapté et de carré intégrable.
() V s, t, E{Et}:: E{SS} ¢
(3) V s<t, St - &, est indépendant de F e

Alors, si X, =& =& , X= (Xt) agt<p ©St ume mertingale de carré intégrable,
et le processus croissant naturel associé & toutes ses trajectoires identiques 3
la fonection t - E{Xi} .

(3) On suppose toujours donnée une famille (Ft) te(a,p( e sous-tribus de F ..
d
ayant les propriétés T,, T,, T3 introduites en Q.1ls
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En effet : d'abord (Xt) est une martingale et on a
200 1 iy 21 o2 2, .
B{(x, - X)|F,} = B{(X, - X )"} = B{X{} - B{X[} s s <t

Soit a 1la fonction t - E{Xi} ;s a est croissante d'aprés la relation précédent%

DY

et continue 3 droite puisque (Xi) est une sous-martingale standard > 0 (donc
uniformément intdégrable).

D'autre part, soit (Yu) une martingale standard bornée § on a
EK/;F T da(u) } = E{/;F Y; da(u)} pour tout t € (a, bl ’
comme on le voit en approchant Yu et Y; par les processus étagés

)

2 Y 1
i Yy, b50)

j(u) et i Yti

1
ti+l jti,ti+l
respectivement.

La derniére partie de la démonstration précédente montre que la relation (Dz)
(cfe 143) est toujours satisfaite par un processus croissant ayant toutes ses
trajectoires identiques (cas envisagé par DOOB, cfs [1], page 437).

Cas particuliers :

19 Mouvement brownien (cfe n® lel)o

2° Processus de Poissone Soit (et)teR le processus de Poisson (efe [1], page
98)00113.

2
E{Gt~es}=t—~s, et E{(et-—es-(t-s)) =tews 3
les conditions (1), (2), (3) sont satisfaites en prenent Etzz Ot -t

On notera que la martingale ainsi associée au processus de Poisson, et celle
essocié au mouvement brownien admettent le mme processus croissant naturel cone
tinu ; pourtamt, presque toutes les trajectoires de la premiére admettent des dis-
continuités tandis que celles de la deuxiéme sont continuese

Remarquee. = Au début de ce numéro, on a supposé la famille de sous=tribus (Et)
donnée, avec les propriétés (T,), (Tz), (T3)¢ Par contre, dens le eas particulier
des martingales associées au mouvement brownien et au processus de Poisson, la

famille (Ft) est canoniquement construite & partir de ces processus, en prenent

pour F, 1la plus petite tribu contenant les ensembles P-négligesbles de P et

t
rendant mesurables les Es » 8 <t . La propriété (TZ) résulte alors du fait que
les martingales considérées sont aussi des processus de Markov, et du résultat

correspondant pour ces derniers (cfs n® 3e2 cieapris),
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3.2+ Le cas markovien. - Soient E un espace compact métrisable {P'b} un

semi-groupe fortement continu et markovien de transformations de C(E) , et
e=10, F s (Bin » (Bxem s Op)er]

le processus de Markov stationnaire canonique admettant {Pt} comme fonction de

transition (cf. [6], page 5-04, et [7], p. 6=06).

Pour toute probabilité u sur (E, (BE) et tout t e R+ s soit Fz la plus
petite tribu sur Q contenant les ensembles p négligeables et rendant mesu-
rables les &, 3 s <t « On peut montrer (cfe [6], po 5=05, et [4], § 4 , théo-

réme 10) que la famille (Ft;) tep Satisfait la propriété (Tz) (efe n° 0sl); et
+

n'a pas de temps de discontinuités

Soient alors h une fonction de C(E) telle que P'b h=h pour tout %

("fonction harmonique"), et X le processus (h o E’t) teR
+

X est une mertingale standard de carré intégreble ( X est mBme bornée), et le
processus croissant naturel A = (At) teR associé & X est la fonctionnelle
additive de classe (U) (cfe [5], pe 58'; définition 342, et pe 62, théoréme 344)

du processus de Markov & associde eu potentiel de classe (D) provenant de la

décomposition de Riesz de la fonction excessive e hz' .

En effet, cette décomposition s'écrit - h2= U+ Vv, ou u= lim = Pt h'?';
trves
et on a, pour tout t,
Ptu=u et B vsv, lim By v=v, etlimP_bvzo 3

V0 oo
ces trois derniéres relations axpriment que v est un potentiel § ce potentiel

est en outre de classe (D), puisque borné, A= (At) teR étant la fonctionnelle
additive de classe (U) associée 3 v, (cfe [5], page 62, théoréme 3.4), on s
par définition ¢

v o Etz E“{AOOIF}_;} ~ At PH DPe Se

d'ou
Ep{voas-v°at|Fz}zEp{At"Aleg}’Si s<t 3
ou encore,
a Hy =
(0,) 00 - | Bl=nla -k | F) s®
puisque

Ep{uoatIF’;}=Pt’_su°SS=u°ES D



oL
Enfin d'une part le fait que A est de classe (U) entraine que Ap= L Py
Pe S pour tout temps d'arr8t T totalement inaccessible (cfe [4], & 4, théoréme
10, (2), et § 2, définition 5) ;3 d'autre part, cette dernidre condition entraine
(D ) (cfo [4], § 2, théoréme 7, et [7], po 11=19, théoréme 6), compte tenu du fait
que la famille (‘F}1 ) n'a pas de temps de discontinuité.

4. Martingales généralisées.

les notions introduites dans ce munéro seront utilisédes, dans 1'exposé suivant

de ce séminaire, pour 1'étude des intégrales stochastiquess

4.1 = A titre introductif, considérons un mouvement brownien réel (&)..p
défini sur E (?,O = 0) « Pour chaque t € R, soit F, la plus petite tribu suv
Q contenant les ensembles P-négligeables et rendant mesurables los variables
aldatoires ’c:u - E o v<u<t o La famille (F )teR ainsi définie a les pro-
pridtés (Tl), (Tz);, (T ) (cfe O.l), et le progessus (& )teB. a les propriétés
suivantes 3

ae Pour tout t eR, E’,beﬁz(QpF,P).

be Pour tous s £t E,t - Es est Ft-mesurable, et

E{Ct - E;SIFS}z 0 6
ce Pour tous s <ty

E{Ia_t" Eslz I FS}:t"'S Po Se

442e¢ = Le n° 4.1 introduit la définition suivante ¢

DEFINITION 1o ~ Soit I wun intervalle de R 3 une martingale généralisée défi-

nie sur I est un processus (Kf)tEI intégrable (cfe 0.3) tel que @

(G VvV sgt, (s, te ), X = %y est thesurable et E{Xt - X, l FS} =Q .
8i tye I, le processus (Xt - Xto)’cel,t}’co est une martingale 3 en effet on
g, si tg <8<,
w K B
BK, - Ly 17

11

E{X, - L JF Y+ BX - }xto|F6}

w

=X =X Pe Se d'aprés (G) °
%o

I1 en résulte, compte tenu de 1'appendice 1, que toute martingale généralisée
admet une version standarde
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Toute martingale sur I est une mertingale généralisée sur I ; mais, ainsi que
le montre 1'exemple du mouvement brownien sur R (cfe n° 441}, la réciproque est

inexacte si I est ouvert a gauchee

4,3, T4composition des martingales généralisées de carré intégrable. - le

théoréme 1 (»° 1o3) admet la généralisation suivante s

£ Y
2 e o . / "
THECREME 3o - Soient \Xt1a§i<b
définie sur 1l'intervalle ouvert I= Ja, b(, et t, € Jay b( o Il existe un

une martingale généralisée de carré intégrable

processus croissant intégrable A = (A+}a<i<b et un seul, & une modification prés,

tel que s

(D ) At = 0 et pour tous s £1 ; (s » b€ Ja : b()’ At = As est
0
Ft—mesurable.

(D!) Pour tous s <t (s, te ;b

B{|x, - X |* | 7 be Bla, - AL [ P .

(D ) Pour toute martingale standard bornée (Y ) csted (b a<e<d<b),

E{/d(y+my“)dA}=o .

le processus (A ) a<t<b est appelé processus croissant naturel normalisé en to

associé a la martlngale généralisée (X,) o La démonstration de ce théoreme

t/ a<t<b
3 partir du théoréme 1, ainsi que celles des énoncés généralisant la proposition 1

(n° 1.6) et le théoréme 2 (n° 2.1) sont laissés au lecteur.

Appendice 1 : Version standard d4’une martingalee

THEOREME, = Soit Y = (Y,) un processus (4) défini sur 1'intervalle I tel

t7 el

que s

(1} Y est bien adapté et intégrable.

() vV s<t, E{Yt]FS}sY

(3) La fonction t - E{Y,} est continue 3 droite en tout point de I .

Alors, Y admet une version standard.

( ) Conformément & la convention générale (cfs Oel), la famille (F ) a les
propriétés (Tl), (12)9 (T3)



COROLLAIREs = Toute martingale admet une version standard.

Appendice 2 : La propriété forte de martingale (5)0

THEOREMEe = Soit X = (Xt) une martingale standard définie sur 1'inter-

ast<b
valle fermé (a , b) »

(1) 8i T est un temps d'arrét sur (a, b), XT est Fy-mesurable et inté-

grable.

(2) 8i S et T sont des temps d'arrtt sur (a , b) tels que SLT, ona
E{XT | Fg} = Xg pe s.

(3) 5i, de plus, X est de carré intégrable, alors XT est de carré intégrable

pour tout temps d'arrét T o

COROLIAIRE. = Si X est une martingale standard sur 1'intervelle fermé (a, b) ,
1'ensemble des X; , on T décrit 1'ensemble des temps d'arr®t sur (a, b}, est

uniformément intégrable.
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