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Séminaire BRELOT=CHOQUET-DENY 8-01L
(Théorie du Potentiel)
8e année, 1963/64, n° 8 14 et 28 mai 1964

AXTOMATIQUE DU PROBIEME DE DIRICHIET ET PROCESSUS DE MARKOV

par Philippe COURREGE et Pierre PRIOURET

On considére un processus de Markov X ayént ses trajectoires continues, et on
étudie certaines relations entre le semi=groupe de transition du processus X
d'une part, et d'autre part la famille de noyaux harmoniques constituée par ses
répartitions de sortie des ouverts relativement compacts envisagée du point de
vue d'une axiomatique (BRELOT ou BAUER) du probléme de Dirichlet.

On situera, au §1.4 ci-dessous, les problémes envisagds de fagon plus détaillée

aprés avoir précisé la situation étudiée ici aux paragraphes lel, L2, et L.3.

On a reporté en anmexes les démonstrations de divers résultats de la théorie des
processus de Markov utilisds ici, sous une forme ne figufant pvas dans la littéra-

ture classique sur le sujet, et en appendices diverses questions connexes.

La matiére du présent travail a fait 1'objet d'exposés (en plus de ceux du Sémi-
naire de Théorie du potentiel) aux Journées probabilistes de Rennes, en avril 1964,

et au Séminaire de Probabilités, en mai 1964.
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Premiére partie

Description de la situation étudiée.

1.0 Notations topologiques.

On désigne par E un espace localement compact & base dénombrable (L C D) non
compact, par Eg =E v {6} son compactifié d'Alexandrov, et par U(E) (ou enco-
re U ) l'ensemble des ouverts de E relativement compacts dans E .

On désigne par P wune distance sur E compatible avec sa topologie 5 et pour

€>0 et x€ E , on pose

B(x) ={y| vyeE et plx,y <e}.

Si A est un sous-ensemble de E , on désigne par OA la frontiére de A
(dans E ).
On désigne par By (resp. & ) la tribu boréliemne de E (resp. Eg ) etpar
5 ,
B, (resp. @Eg ) sa complétée universelle, et on identifie, comme d'ordinaire,

l'espace B(E) des fonctions mmériques boréliennes bornées sur E , au sous~es-

pace de B(Eg) fermé des fonctions nulles au point & .

On désigne par Ck(E) (resp. CO(E) R Cb(E) ) l'espace des fonctions numériques

continues sur E , & support compact (resp. nulles & 1'infini, bornées).

On désigne enfin par Bk(E) 1'espace des fonctions numériques sur E , boré-

liennes bornées et & support compact.

l.1 Familles de noyaux harmoniques.

l.1.1 Défini'biOIl (l) °

On appelle famillie de noyaux harmoniqués sur E , une famille (HU)UGU(E) de
noyaux (pogitifs) sur 1l'espace mesurable (E , EE) ayant les propriétés suivantes:
(B;) 81 UeU, Vel et UCV, alors M= 1 .

(l) Voir la remarque de 1l'appendice 2 (4p 2.2) ol est discuté le choix de cette
définition.
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(Hé) Pour chaque U € U , la mesure HU(X , «) est portée par OU (2) si
xeU,et Mu(x, ) =e_ si x£U.
(HB) Pour chague Ue€lU et x ek, HU(X ,E)=1.

Les propriétés (Hb) et (Hj) permettent de noter sans ambiguité T%.@(x) 1'inté-
grale /gU HU(x , dy) ¢(y) , ot ¢ est une fonction universellement mesurable et
bornée sur OU y et ob x e U

\

1.1.2 Fanmille de noyaux harmonigues associée & une axiomatique de Brelot.

On se donne sur E (supposé connexe) un faisceau de fonctions continues satis-
faisant aux axiomes l.2.3 de Brelot, et on pose (avec les notations de BRELOT [2])
pour tout Ue U et f e C(E) :

I £(x)
i £(x)

La famille (HU)UEU,’ ainsi définie, satisfait aux propriétés (Hl) et (Hé) (voir
BRELOT [2], pages 8 et L13) ; elle satisfait aussi (HB) si les constantes sont

harmoniques.

1

ﬁg /oy ) si xeU

£(x) si x¢U.

l.2 Famille de noyaux harmoniques d'un processus de Markov.

1.2.1 Processus de Markov sur E .

On désigne par ce vocahle un processus de Markov homogéne :

X = (Q ’ F ) wé , (Xt)'t?O ’ (et).tzo s (PX)XEEé) ’

Y 3
& valeurs dans 1l'espace mesurable (Eg , @Eé) (“), normal ( Pxixo =x} =1 pour

tout x € Eé ), ayant toutes ses trajectoires continues 4 droite et absorbées par
le point O , et fortement warkovien par gapport & la famille (ﬁi)t>0. de ses
Yd

(2) OU désigne la frontiére de U dans E .

(3) Voir, & ce sujet, [5] chapitre IV, et [6] : X n'est pas nécessairement un
processus canonique ; Wy est un élément de @ tel que X, (Wg) =0 , et pour

chague t> 0, 6, une application de Q dans Q telle que X, ® 6, =X
pour tout h >0 .,
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tribus Aéfinitives (7).

Un temps d'arrét par rapport & la famille (ﬁi) de tribus est appelé temps
d'arrét de X .

Si T cE, on désigne par & (ou op) le temps de sortie (5) de T pour le

r
processus X

op(w) =inflt] 0Lt + o et Xt(w) £ T} (weQ) .

i Tety, 0% est un temps d'arrét du processus X .

On dira que la trajectoire de w € Q est continue, si 1'application t - Xt(w)
est contimue en tout point t e (0, cﬁ(w)[ . On dira que X est continu s'il a

toutes ses trajectoires continues.

Ie semi-groupe de transition de X est noté (Ni) (6) (ou (Nt) ) 3 le poten-

tiel et la résolvante correspondants, R% (ou R, ) et (R%) (ou (Rx) ) respec~

tivement.

1.242 Répartitions de sortie d'un processus de Markov.

Soit X un processus de Markov sur E . Pour chaque B = Bp s X€ E, Te ()

(4) Fﬁ désignant la tribu sur Q engendrée par les variables aldatoires X

(s <€ t), la tribu ﬁX est obtenue en adjoignant a la tribu FX = 0N FX les

sous—ensembles des ensembles de Fﬁ , Pp—négligeables pour toute répartition ini-
tiale M .
On notera que ﬁX est identicue & sa complétée universelle et que %X = 0 fﬁ
t q Tt uwt u
pour chaque t >0 , ce qui permet d'obtenir la mesurabilité des temps d'entrée
au moyen du théoréme de projection des ensembles mesurables (voir [5], chap. II,
n° 4.7 et 501)0

On notera aussi que ces tribus définitives ne sont exactement ni+celles intro-
duites par MEYER (voir [14], [16] et [5]) puisque 1'on compléte Fy etnon F ,

ni celles considérées par DYNKIN (voir [11] n° 3.2.1), puisque la complétion de

F: est faite par rapport & F_ et non intrinséquement.

(5) On notera que op désigne le temps de sortie de I' , et non point le temps
de sortie de I aprés O qui sera noté ici c?
(olq(w)-:inf{ti 0<t<+x et Xt(w)¢I‘}).

On rappelle la comnvention X (w) = & pour tout we Q.

(6) On notera que (N§> est un semi-groupe borélien, puisque X est supposé &

valeurs dans (Eg , (BEb) .
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posons :
(1.2.1) Mo(x , T) = PX{XOB er} .
1‘111; ainsi défini est un noysu sur 1l'espace mesurable (E , (I—S-E) appelé classique=-

ment répartition de sortie de B (7) (pour le processus X ) ; on notera couram-

au lieu de HX si aucune confusion n'est & craindre.

ment HB B
Pour chaque f € B(E) et x€E, ona
(1.2.2) HB f(x) = ,é HB(X , dy) £(y) =Ex{f(XGB)} .

Etudions alors dans quelle mesure la famille de noyaux (FPIS)UE‘U(E) est une famil-

le de noyaux harmoniques sur E au sens du n° l.l.l :
La propriété (Hl) résulte de la propriété de Markov forte de X et de la rela-
. R 8 . _ . .
tion o = 95 + G beOU (o UcV) (). La relation H)L{I(x’ .) =g  si X gU

résulte de la normalité de X et de la relation {X, #U} cloy =0} . Enfin, en
vertu de la continuité & droite de X , quel que soit x € E , la mesure r%(x, .)

est portée par ENU .

On a, de plus, les résultats suivants relatifs aux propriétés (E,) et (HB) :

142.3 Propriété (H2) et continuité des trajectoires.

'IEMME. - Supposons que le processus X soit tel que, pour P presque tout
w € Q pour chaque x , la trajectoire de w posséde une limite & gauche en
tout point t € (0, op(W)( .

Alors, pour que la mesure ﬂ)é(x , +) soit portée par OU pour tous U € U
et x €U, il faut et il suffit que X ait ses trajectoires’ Px—presque sire-

ment continues pour tout x €E .

En outre, dans ces conditions, il existe un processus de Markov, continu, équi-

valent & X , et ayant mémes répartitions de sortie.

(On trouvera une démonstration élémentaire de ce lemme en Annexe l.)

(7) On aura soin de ne pas confondre la répartition de sortie de B , introduite
ici, avec les "Hitting distributions" de la littérature anglo-saxonne, qui sont
définies par la re&ation (LeRel) oli le temps de sortie o est remplacé par le
temps de sortie op apres O .

8
(7) On reppelle la convention 6 (w) = wg pour tout w € Q.
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Remarque l. - Ainsi, l'existence de limites & gauche pour les trajectoires,
jointe & la condition (H2>’ entraine leur continuité. En vertu de ce résultatnous

considérerons, dans la suite, seulement des processus continus.

Remargue 2. = Si X est un processus continu, pour chaque U e U, Hé est un
noysu sur l'espace mesurable (E , @E) .

leRe4 Propriété (H,) et comportement & 1'infini des trajectoires.
LILopriete s

IEMME. - Soit X wun processus de Markov continu sur E . Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
(HB) Pour tout Ue U et xekE ,

ﬂ%(x , E) = Px{oﬁ < qg} =1,

(H!) Pour tout Ue U et x€E
3 4

Px('ﬂ {xt etUui{d}) =0.
R,
(Hg) P_-presque srement pour tout xe&E , & est point adhérent & la tra-
jectoire de w lorsque t 4} GE(QO (vt < qE(w)).

Si, de plus, pour tout x€E,

lim X, existe (dans Bg ) P _-presque srement sur {o; <+ },
tho, t<a, © *
B %E
ces propriétés entrainent sussi que @
(Hgﬁ" Px—preSque slrement pour tout x € E , la trajectoire t —»Yt(ub de W
est continue en tout t € (0, + «( .
X posséde alors la propriété de Blumenthal (autrement dit, est un processus de
Hunt) «

Ces propriétés réclament une simple vérification, compte temu des relations

ﬂg(x ) B) = PX{OU < QE} 4

{6,, = 0.} = N {X, elu 161}
U E ¥R t t ’
+
et

{6 ¢'A;E} = OU = qE} ’

U {
UEB

ol B est une base dénombrable de la topologie de E continue dans UE) , et ol
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A;(w) est 1'adhérence (dans Eg ) de la trajectoire s - Xs(w) de w lorsque
st t (s<t).

Remarque l. - La propriété (H ) (pour le processus X ) est generalement expri-
mée en disant que les constantes sont harmoniques (pour le processus X ). Cette

terminologie est évidemment justifiée par 1'introduction des fonctions harmoniques
(n° 3.101)0 |

Remarque 2. = Ainsi, intuitivement, la propriété (HB) exprime, pour un processus
continmu, que, Px—presque sfrement pour tout =x , les trajectoires ne peuvent pas
mourir en restant dans un compact de E . En particulier, si le processus continu

X admet un point absorbant dans E , la famille (Hﬁ)ueu ne posséde pas la pro-

priété (Hj).

1.3 Temps moyens de sortie. Processus induits.

1.3.1 Temps moyens de sortie des ouverts pour un processus de Markov.

Soit X wun processus de Markov sur E . On pose :

mg(x) = ExioB} pour chaque Be€ B, et chaque xe E (9).

Ia fonction W% sur E , ainsi définie, est appelée le temps moyen de sortie de

B pour le processus X .

Si G est un ouvert de E , la contimuité & droite des trajectoires de X en-

traine que

G={x]| xeE et m?é(x)>o}.

Si B, et B, sont deux sous-ensembles boréliens de E , tels que B, ¢ B, ,

on a, pour tout x € E :

(1.3.1) R f Ty Gy @) Ty () = G
_(oette propriété résulte immédiatement de la propriété.de Markov forte de X et
de la relation o, + g, © © =0, Je
BB % R

(9) ou ancore mB(x) , si aucune confusion n'est & craindre.
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L1.3.2 Processus induit sur un ouvert.

Soient
X=0Q,F,uw, &), ©), (Px)xeié)
un processus de Markov sur E (n® L.2.1) et G un ouvert de E .

On définit le processus induit par X sur G comme le processus tué au sortir

de G , autrement dit (10) comme le terme

XG = (Q s Ty wé : (Xi) y (ei) : (PX)XE(}Jé}) ,Q
8l
x3() =X, ) et o) =6, st t<og ,
et
xi(w) =5 et ei(w) = ug sit 2 0,(w) W eQ).

XG est un processus de Markov sur l'espace LCD G (au sens donné & ce voca-

ble au n® 1.2.1), continu en méme temps que X .

Si Ue UE) est tel que U c G, on a évidemment

G G
X X X
e, o) =Tylx, o) et m’é (x) =75 (x) pour tout x € G .

L.3.3 Potentiels de Green et temps moyens de sortie.

Si G est un ouvert de E , désignons respectivement par Rg , (R&} , (Ni) le

, . o ans G . .
potentiel, la résolvante, et le semi-groupe de transition du processus X' induit

par X sur G (n° l1.3.2).

Si £ est une fonction boréliemne positive sur G , on a
o
G
(L.3.2) L f(x) = Exﬁ.é f(Xt) at} pour tout x € G .

De plus, en prolongeant le noyau Rg a (B, @E) par O en dehors de G (ce
que nous ferons dans la suite), cette relation subsiste pour tout x € E .

Si G, et G, sont deux ouverts de E tels que G < G, , et si f est une

fonction borélienne positive sur E ,

(lO) Voir & ce sujet [6], ou [11] page 418,



8-11

Gl G2 G2
(L.3.3) R, £x) + M. Ry f(x) = R, f(x) pour tout x € B
1

(méme démonstration que pour la relation (1.3.1)). En particulier, si Ue U :

(1.3.4) Rg fx) + Iy Ry, f(x) = R, £(x) pour tout x € E (avec Ry = R )e

Par référence au cas newtonien, Rg peut 8tre appelé le noyau (ou potentiel) de

Green de 1l'ouvert G (par rapport au processus X ).

Ainsi, le temps moyen de sortie de G (pour X ) est identique au potentiel de
Green (de G ) de la fonction 1 ,

1.4 Position du probléme.

On considére un processus de Markov continu X sur E pour lequel les constan-—
tes sont harmoniques (la famille (ﬂg)ueil de répartitions de sortie de X (n°l.2.2)
est alors une famille de noyaux harmoniques sur E (n° l.l.l et 1.2.2 & 1.2.5))

d% e

on suppose que, pour chaque ouvert relativement compact U de E , la fonction

(n°® 1.3.1) est bornée et contimue sur U .

On cherche alors & évaluer en termes du processus X , si possible au moyen de
son semi-groupe de transition, certaines propriétés de la famille <ﬁ§)UeU de
noyaux harmoniques associde & X qui interviemment dans le cas d'une axiomatique

du probléme de Dirichlet (n°® 1.1.2) 3 plus précisément, on étudie :

~ dans la 2° partie, la forte fellevénéité des Té en.relation avec celle de la
résolvante de X ; résultats principaux aux n® Rel.3, 2.1,7 et 2.2.1,
- dans la 3° partie, la résolution du probléme de Dirichlet :
~ fonctions harmoniques, caractére local, méthode alternde (n° 3.1.2),
~ conditions diverses de régularité des points frontiére (n® 3.2.2),
~ recherche d'ouverts réguliers (n° 3.3.2),
- processus induit sur un ouvert régulier (n° 3.4.1).
~ dans 1l'appendice 1, on reprend le résultat classique de DOOB sur la convergence
stochastique & la frontiére.
~ enfin dans 1l'appendice 2, on montre comment la famille (Ug) et la fonction 3%

déterminent le processus X .

Historiquement, 1'idée de calculer la valeur en x de la solution du probléme
de Dirichlet en évaluant la valeur moyenne de la donnée frontidére aux divers points

d'atteinte de cette derniére pour une catégorie de trajectoires données au hgsard
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4 partir de x (formule 1.2.2, n°® 1.2.2) est bien antérieure & la définition pré-
cise des processus de Markov et était déja connue, par exemple de IEVY et WIENER
avant 1930. DOOB a développé la théorie dans le cas du mouvement brownien ([7] ,
[8] et [9]), puis 1'école de DYNKIN (GIRSANOV, FREJDLIN, KHAS'MINSKIJ, SUR) dans
le cas des processus de diffusion cenoniques et des processus fortement felleriens.
Tous ces résultats sont établis par DYNKIN dans son dernier livre ([11], chapitres
12 et 13) dans le cadre le plus général.

Notre objectif ici est de reprendre ces résultats, de les prolonger, et de les
présenter de fagon autonome (ll), en particulier indépendante de la théorie des
fonctions excessives, en travaillant avec 1l'hypothése de forte fellerénéité des
noyaux harmoniques (ou de la résolvante; voir la 2° partie) plutét qu'avec des hy-
pothéses sur le semi-groupe.

Deuxiéme partie

Propriétés de forte fellerénéité

des noyaux harmoniques et de la résolvante.

2,1 Un premier résultat : Cas ou Tz =Ry £ est continue bornée.

2.1.1 Noyaux fortement felleriens.

Soient N un noyau (positif) borné sur (E , @E) et G un ouvert de E . On

dira que N est fortement fellerien sur G , si la fonction Nf est contlnue sur

G pour toute fonction numérique positive f sur E Dboréliennc et bornée ( )

Si N est fortement fellerien sur E , on dira simplement que N est fortement
fellerien.

(nﬁ)UeU, étant une famille de noyaux harmoniques sur E , considérons la proprié-
té suivante : 4
(F F) Pour tout U € UE) , le noyau I, est fortement fellerien sur U .

by

Cette propriété est vérifiée si (ﬂb) est associde & une axiomatique de Brelot

( ) Ni la connaissance du livre de DYNKIN, ni celle de la théorie de HUNT
sont requlseab

( ) Nf est alors continue sur G pour toute fonction numérique positive f
sur E , universellement mesurable et bornée ; voir 1l'annexe 5.
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sur E (n° 1.1.2). Comme elle joue un rdle important (voir la 3° partie) pour
1'étude des fonctions harmoniques, nous allons étudier d'abord son expression en

termes de semi-groupes.

2.1.2 Locale continuité d'un semi-groupe sous-markovien.

On dira qu'un semi-groupe (Nt)t>0 de noyaux sous-markoviens sur E est loca-

lement continu s'il posséde la propriété (C L) ci-dessous :

(C L) Pour toute fonction f e CK(E) y lim N, £(X) = £(X) uniformément sur tout
compact de E . 40

On trouvera, dans 1'annexe 2, diverses formes équivalentes de cette propriéte.

2.1.3 Enoncé du théoréme.

Pour une famille de noyaux harmonique associée & un processus de Markov continu
convenable, la propriété (F F) (n° 2.1.1) équivaut & la forte fellerénéité de la

résolvante

THEOREME. = Soit X un processus de Markov continu sur E , pour lequel les

constantes sont harmoniques (n° 1.2.4), et dont le semi-groupe de transition est

localement continu (n°® 2.1.2).

On suppose, de plus, que la fonction m% = Rg 1 est bornée et continue sur

E . Alors, les trois propriétés suivantes sont équivalentes
(F F) Pour chague U e UE) , le noyau ﬂﬁ est fortement fellerien sur U .

(F F') Ie noyau potentiel Rg est borné et fortement fellerien (sur E ).

(F F") Pour chaque A >0, le noyau Rﬁ' est fortement fellerien (sur E ).

Remarque l. = Toutes les hypothéses ne sont pas indispehsables pour établir cha-
cune des implications 4intervemenl. dans la conelusion ; pour plus ée détails,

voir les résultats partiels énoncés au cours de la démonstration (n® 2.l.43a2.1.7).

Remarque 2. - Le semi-groupe construit par MEYER dans [3] (théoréme 3, page 369)

satisfzit aux hypotheéses du théoréme précédent.

Remarque 3. - Sous les hypothéses du théoréme, si le processus X posséde la
propriété (F F), la fonction mé est bornée et continue sur U pour tout UelU(E)
ainsi que cela résulte de la relation Ty =7, - I, o, (n° L.3.1).

La démonstration de ce premier théoréme va reposer, pour la relation
(FF) => (FF')
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sur le caractére surharmonique du potentiel R, f (f € B(E)), pour la relation
(F F') == (F F") sur 1'équation résclvante ; enfin, pour la relation

(F F1) => (F ¥F) sur la méthode d'adjonction d'une variable temporelle indépen-
dante du processus, méthode déja utilisée par MEYER dans [14].

Ces résultats partiels peuvent étre présentés comme suit :

2.1.4 Surharmonicité des potentiels Ry f (£ € B(E)).

IEMME. - Soient X wun processus de Markov, et f wune fonction borélienne et
positive sur E . Alors :

(1) Pour tout x € E et Ue UE) , HU Rq f(x) € R, £(x) .
(2) Si, de plus, f est.bornée et si x e E est tel que R, £(x) <+ =,

mw(x) < + o pour un voisinage W de x , et W{X}(x) =0, alors

B ;:5@) HU R, f(x) = R, £(x) .

En effet, on a (n° 1.3.3, relations 1.3.2 et 1.3.4) 3
o

U
(241.1) B L/ £(x,) at}+ Ty Ry £(x) =Ry £(x) 5

d'ol la propriété (1). Pour montrer la propriété (2), considérons une suite dé-
croissante (U ) de voisinages de x appartenant & U , contenus dens W, et
n

tels que N U, = {x} ; puisque R, f(x) <+ », on a,
n

%

R, 2() - Ty R 200 =B LS (k) avd < el B loy } = llell %y ()
n n n

d'oh le résultat, d'aprés le théeréme de Iebesgue, puisque
= i () <
Oxl 121‘ oUn et EX{ U } <EX{GW} + R,

n

2.l.5 Conditien m{x}(x) =0 (x €E), continuité des trajectoires et har-
monicité dés constantes.

IEMME, - Soit X wun precessus continu sur E pour lequel les constantes sont
harmoniques. Alers

ﬂ%x}(x) ='EX{¢{X}} =0 peur tout x € E .
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En effet, d'une part 1l'harmonicité des constantes (lemme l.2.4, condition (Hg))

et la continuité des trajectoires entrainent que

of ) =X Px-presque slirement pour tout x e E o
X

D'autre part, =0 P_-~presque sirement, par définition de Gyl *

o] ° 6
b Topy
Enfin, d'aprés la propriété de Markov forte de X , on a :

Px{o{x} ec{x =0} = EX{PXG

{O{X} = 0}} ;
{x}

d'ou le lemme annoncé.

Remarque. - Intuitivement, le lemme précédent signifie qu'un processus de Markov
contimi, qui ne saute pas immédiatement au point & (ce qu'assure 1l'harmonicité
des constantes), ne peut stationner en un point x , car il ne serait pas marko-

vien au moment de "décoller" de X .

R2e1.6 IEMME. — Soit X un processus de Markov continu pour lequel les cons-
tantes sont harmoniques, et la fonction M% est bornée et continue sur E .

Alors,

(FF) = (FF) et (FF) = (FF" (13).

En effet, si la fonction mE = RO 1 est bornée sur E , RO f est bornée péur
taute fonction f e B(E) , et My est bornée pour tout U e U . En vertu de 1'har-
monicité des constantes et des lemmes 2.1.4 et 2.1.5, on a donc, pour f e B(E) ,
£f>20,et xek ,

R, £(x) = Xeé:%kE) I Ry £(x) .

I1 en résulte que, si chaque HU est fortement fellerien sur U , R, f est
semi-continue inférieurement pour tout f e B(E) , £ >0 . Prenons alors f eB(E)
telle que 0K f<1l ; ona

Ryl =Ry f +Ry(l ~1) ;

0 0

d'oh la continuité de R, f , en vertu de celle de Ry ! (14).

Enfin, 1'équation résolvante

(13) la relation (F F') => (F F") est satisfaite pour n'importe quel pro-
cessus de Markov.

14 . . . e s R
(") 8i la somme de deux fonctions semi-continues inférieurement est continue,
ces fonctions sont aussi ccntinues.



8-16

15)

Rxszof"moRxf (

(f € B(E) , A>0) montre que
FF) = (FF") .

Ce Qe Fe Do

2.1.7 (FF") = (FTF) : adjonction d'une variable temporelle indépendante

du processus.

t

Désignons par K la mesure sur R’ de densité gt , p(dt) =87 dt 3 et soient

U e UE) et £ e B(E) . Nous allons approcher

Ty 260 =50, 0] = fr ) f ) 1, @)

par
+

hy (%) = J, P_(aw) /Om nat) £, /7‘)+°U(et/x(“))(w))
en faisant tendre - A vers 1l'infini.

Remarquons d'abord que
X (w) =X_ (6_(w) ;3
s+oU(GS(u0) oy s
donc, 8 , W=~ es(w) étant ((BR+ © F )-mesurable sur R_x Q@ , puisque

S, W *‘XS () (h > 0)

+n

l'est, il en est de méme de s , W - @(es(w)) pour tout @ F_-mesurable sur Q ;

hx(x) est donc bien défini, et on a :
400
ny(x) =B {/) wat) £ o XOU PN

=E{?\f®‘é>\sdsf°x e 6}
X o] OU s

" s
=2/, 8 dsEx{f'Xouoes}

= A /:;» 5™ as E (B, {f e X"u}} =‘R>~ Iy £(x)
S

(15) Le relation Ry f(z) + '\RO Ry f(x) = R, £(x) est satisfaite pour chaque

fonction borélienne bornée positive telle que R, flx) <+,
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d'apres la propriété de Markov (en particulier, si RK est fortement fellerien,

by est continue) .

Evaluons maintenant
co

T, £(x) =hy (x) =T £(x) - by (x) = /P, (aw) /:) u(dt)[f(XoU(w)) ~fe XOU(et AQME
done, puisqué GU(uO > t/A entraine que

(@) = 8/h + (0, (D)

|y £(x) = by (x)| <2l fow 8% at p {a; < /A1,

En majorant 1'intégrale du secend membre par

(o]

a +
A 3 _
(n f, 3 at) P la € WA+ A L 8 ab <P g <) s

a

et en utilisant la propriété de locale uniformité des temps de sortie (annexe 3,
relation A.3.2), on obtient la convergence uniforme locale sur U de h, vers
HU f lorsque A tend vers + «, sous la condition de locale continuité (n°2.1.2)

du semi-groupe (Ni) .

Enfin, en remarquant que ﬂﬁ f ne dépendant, sur U , que des valeurs de f
sur OU , on peut supposer f , donc HU f , & support dans U ; on est conduit au

résultat suivant, qui permet d'achever la démonstration du théoréme 2.1.3 :

THEOREME. - Soit X un processus de Markov continu sur E , dont le semi-

groupe de transition est localement continu.

Alors, pour que X posséde la propriété (F F) (n® 2.1.3), il suffit qu'il
posséde la propriété suivante :
(F F%) Pour tout A > 0, et toute fonction f € BK(E) (16), R, £ est une

fonction continue.

Remarque. — On pourrait systématiser la méthode employée ci-dessus en introdui-

sant un nouveau processus de Markov 2 obtemu A partir du processus
X=(Q’F)w6’(Xt))(et)’(PX)),

en posant

0>
1l
Q
b
=9

(*%) Veir 1e § 1.0.
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ﬁt(w , 8) = Xt(uD

A
8,(v, 5) = (8,40 , o)
PX = PX ® H .

by

Nous n'utiliserons pas le processus X ici (voir & ce sujet [14], 1° partie, §3).

2.148 Application du théoréme 2.1.7 : Cas des processus fortement felleriens.

Conformément & la terminologie employée par 1'école de DYNKIN (voir [1l],n°2.12,

page 90), un processus de Markov sur E est dit fortement fellerien si, pour cha-

que t >0, le noyau Nﬁ est fortement fellerien (sur E ). Alors, pour chaque

A>0 , le noyau Ri est aussi fortement fellerien, et le théoréme 2.1.7 admet le

corollaire immédiat suivant (voir & ce sujet [11], n°® 13.3, page 533) :

THEOREME. - Soit X un processus de Markov continu et fortement fellerien sur

E , dont le semi-groupe de transition est localement continu.

Alors, pour tout U e U(E) , le noyau ﬁ% est fortement fellerien sur U .

Remarque l. - On notera qu'intervient comme hypothése, en plus de la condition
(M) (voir 1'annexe 2), la condition (M;) qui n'apparait pas dans les énoncés de
DYNKIN (théorémes 13.1 et 13.2 de [L1]).

Cette divergence provient de la démonstration du lemme sur la locale uniformité
des temps de sortie (annexe 3 et lemme 13.2 de [11]) ; chez DYNKIN, ce lemme repo-
se sur le lemme 6.3 de [10] (page 149), lemme pour la démonstration duquel il nous

semble difficile de se passer de la condition (Ml) (voir les annexes 2 et 3).

Remarque 2. = Ainsi que le montre 1l'exemple du mouvement uniforme sur R , un
processus de Markov peut posséder une résolvante fortement felleriemne (propriété

(F F")) sans &tre fortement fellerien.

2.2 Cas ob le noyau potentiel est contimu (RO(CK) c0).

2.2.1 Enoncé du théoréme.

Le théoréme 2.1.3 exige que le noyau potentiel R, soit bornéd. Cette condition

0
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est satisfaite, par exemple, dans le cas oi X est le processus induit (n® 1.3.2)
par le mouvement brownien sur un ouvert borné de o (n 2,3). Par contre, elle ne
1'est évidemment pas pour le mouvement brownien (sur R® ) lui-mBme. D'ou l'utili-
té, pour assumer ce dernier cas, de remplacer l'hypothése sur I, par une autre

hypothése plus locale, par exemple RO(CK) c C . Ceci nous conduit au deuxieme ré-
sultat suivgnt :

THEOREME. - Soit X un processus de Markov contimu sur E (n° 1.2.1) pour

lequel les constantes sont harmoniques et dont le semi-groupe de transition est

localement continu. On suppose, de plus, que le noyau potentiel Ré est _continu
X, \ 1
(B (0x(®)) < c®) (.

Alors, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(F F) Pour tout U e UE) , le noyau Hﬁ est fortement fellerien sur U
(n° 2.1.1),

8
(F Fﬁ) Pour tout A >0 , et toute fonction f € BK(E) (l

fonction continue.

), Ry f estune

La démonstration de ce théoréme va reposer sur les lemmes qui ont conduit au
théoréme 2.1.3, ainsi que sur le suivant, qui permet de se ramener au processus

induit sur un ouvert relativement compact.

2.2.2 Régularité des temps moyens de sortie des ouverts relativement com-

pacts et continuité du potentiel.

IEMME. - Soit X wun processus de Markov continu sur E , ayant la propriété
(F F), et tel que le noyau potentiel ﬁg aoit continu. Alors, pour tout Ue WE)
la fonction ﬁﬁ est bornée et continue sur U .

Soit, en effet, Ue U(E) , et f e CI';(E) telle que 0 £ 1, et £(x) =1
pour tout x € U . On a (n® 1.3.3, relation 1.3.4) :

oU
R, £(x) =E{ /O £(X,) at} + Iy By £(x)
=T, (x) + I R £(x) ,

puisque t < o entrafne que X, € U, donc que f(Xt) =1.

(17)'Remarque analogue & la remarque 1 suivant le théoreme 2.1.3.
8
(l ) Voir 1le § 1.0,
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D'ol le résultat, puisque RO f étant localement bornée, HU Ry f est continue

sur U,et Jﬁ[JzROf-HUROf.

2.2.3 IEMME. - Soit X wun processus de Markov continu pour lequel les cons-

tantes sont harmoniques et le noyau potentiel Ré continu. Alors

(FF) = (FF) .

En effet, supposons que X posseéde la propriété (F F), et soit f € BE(E) :

Si Ue U, le processus XU , induit par X sur U, satisfait awx hypoth®ses
du lemme 2.1.6 ; donc, d'apres ce lemme, RE f est eontinue sur U . On en déduit,

par considération d'une suite (Un) croissant vers E , que
Uy

est semi~continue inférieurement sur E . Il existe donc une suite croissante (gn)
de fonctions de CE(E) telle que Ry f = sup g, d'od on déduit, d'apres la con-
n .

tinuité de R, , que
RO Ry f = sup RO &,
n
est aussi semi-continue inférieurement. L'équation résolvante
19
Rxf'b?\ROR}\f:Rof (ke

montre alors, toujours compte tenu de la continuité de R cue la fonction Rx f

0 ?
est continue si f € CE(E) . Si, maintenant, f est seulement dans BI’,E(E) , il
suffit, pour conclure, de considérer g € C%(E) telle que g > f et d'éerire

Ry g =Ry £ +Ry(g~1) .

Compte tenu du théoréme R.1.7, le théoréme 2.2.1 est ainsi complétement établi.

2+2.4 Une condition suffisante de continuité du potentiel.

Le lemme suivant fournit, en quelque sorte, une réciproque au lemme 2.2.2

IEMME. - Soit X un processus de Markov continu sur E , ayant la propriété

(F F), ainsi que la propriété suivante : Il existe une suite croissante (Un)

(19) Voir la note (15) au n°-2.1.€.
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d'ouverts relativement compacts telle que E = LJUn , et mU est continue bor-
n
née pour tout n , et une suite croissante (fn) de fonctions de C%(E) telle

que 1l = sup fn , et RO fn est finie continue pour tout n .
n

Alors, R, f est continue pour tout f & C;(E) .

(Démonstration conjuguant les arguments utilisés pour établir les lemmes 2.2.2
et 2.2.3 ci-dessus.)

Troisiéme partie

Fonctions harmonigues.

Probléme de Dirichlet et régularité des points frontiére.

3.1 Fonctions harmoniques associées & une famille de noyaux harmonigques ; carac-
tere local.

3.1.1 Définitions.

Soient (HU)UGU. une famille de noyaux harmoniques sur E , et G un ouvert de
E « On dit qu'une fonction numérique f , définie dans G , est harmonique dans
G (par rapport & la famille (ﬂﬁ) ) si elle est universellement mesurable et lo-
calement bornée et si, pour chaque U e U tel que UcCG,

(3.1.1) /SU Hﬁ(x , dy) f£(y) = £(x) pour tout x e U .

A cause de la propriété (HZ) de la famille (HU) , on peut considérer ﬂh comme
un noyau sur (G , @E) , et la relation (3.1.1) entraine alors que Th £(X) = f(x)
pour tout x € G .

La propriété (HB) de la famille (Ih) signifie que les fonctions constantes
sont harmoniques (n° 1.2.4, remarque 1).

La propriété (Hl) entraine que, si f est universellement mesurable et locale-
ment bornée, I}; £ est harmonique dans U .

Si la famille (Hﬁ) de noyaux harmoniques posséde la propriété (F F) (autrement
dit (n° 2.1.1), si le noyau Il; est fortement fellerien sur U pourtout Ue UE) ),
alors toute fonction harmonique est continue.

Si f est harmonique par rapport & la famille de noyaux harmoniques (ﬁg) ag-



SEvp

sociée & un processus de Markov (continu) X , on dit que f est harmonique par

rapport & X .

3.1.2 Caractére local de l'harmonicité.

Une famille (HU>UEH, de noyaux harmoniques sur E étant donnée, on peut asso-
cier & chaque ouvert G de E 1'espace vectoriel RG des fonctions harmoniques
sur G (par rapport & la famille (HU) ). I1 se pose alors le probléme de savoir
dans quelle mesure la famille (%G)

BREIOT (voir [1], page 61).

G ouvert de E satisfait au premier axiome de

b

Le caractére héréditaire & gauche est clair.

La condition X, c C(G) pour tout G est satisfaite si la famille (HU) poS=
séde la propriété (F F) (n° 2.1l.1).

Enfin, le caractére local est respecté dans le cas des fonctions harmoniques

d'un processus de Markov continu, conformément eu théoreme suivant :

THEOREME. - Soient X wun processus de Markov continu sur E pour lequel les
constgntes sont harmoniques, et G un ouvert de E . Pour qu'une fonction numé-
" rigque f continue sur G soit harmonique dans G , il faut et il suffit que

chaque point de G possede un voisinage ouvert dans lequel f est harmonique.

On peut déduire ce théoréme d'un résultat de SUR sur le caractére local des

fonctions excessives (voir [17]).

v
Nous allons reprendre ici (voir le n® 3.l.4) la démonstration (20) de SUR, en

dégageant au préalable la méthode alternée sur laquelle elle repose

3.1¢3 Propriété (Ha) et calcul de I,
méthode alternée.

en fonction de HU

et H
1Y L IHE

(HU)UEU(E) étant une famille de noyaux harmoniques sur E , la possibilité de

calculer I'IUlUu.2

par la propriété suivante ¢

en fonction de HU et HU par la méthode alternée s'exprime
L 2

(H4) Si U, e UE) , U, € UE) , et si f est une fonction borélienne bornée

sur E , dont la restriction & bUl U 5U2 est continue, alors,

(3.142) HUlbUé f(x) = ;ﬁi (HUl HUz)p £(x) pour tout x € E .

(20) L'harmonicité des constantes, joigte a la continuité de X , remplace ici
la propriété de Blumenthal postulée par .
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On peut alors énoncer
THEOREME. - Soit X un processus de Markov continu sur E pour lequel les

constantes sort harmoniques. La famille (H%)UG%KE) de noyaux harmoniques asso-

i cide & X posséde la propriété (H,).

Pour étatlir ce théoréme, définissons une suite croissante (Tn) de temps d'ar-

r8t du processus X en posant :

T = O

1 Ul
T =T, + 0. © 6

2 1 U2 T1
T =T + 0. o 6

2p+l 2p U, T2p
T =T + 0. v B
2p+2 2p+l U2 T2p+l

( T, est le premier instant de sortie de T, aprés T, = OUl , etce)e

D'une part, & cause de la continuité des trajectoires du processus X , on a @

oU=s1I,11an.

D'sutre part, si T ., = Tn + OUi . GTn s ona, pour xe &,
Elr(®, )}=Blfe X —«6;1

n+l U. n
i

)

1l

Bfe, {£ox, 1},

X 4o U,
n 1

d'aprés la propriété de Markov forte de X ;
=/ n. f(X, ) dp =B {m_. £(X. )},
{TﬁﬁoE} Ui Tn X x Ui Tn

puisque P&iTn < o

la relation ¢y >T

1 ;,PX{OU <ngl=1, d'aprés 1l'harmonicité des constantes et
n L]
On en déduit que

E X =E {II X
ety 9 =Bl Ty sl )



pour tout p > O, donc, par récurrence sur p , que

Eéf@%;}=ﬂ%l%2pf@)o

La relation (3.1.2) est alors conséquence de la relation Oy = sup Tn s compte te-
n
nu de l'harmonicité des constantes, et de la continuité de X et f .

C. QO Fo Do

3.144 Démonstration du théoréme 3.1.2.

Le théoréme 3.1.2 peut &tre déduit du théoréme 3.1.3 comme suit : on se raméne
d'abord sans difficulté & montrer que si f , définie sur G, uG, , est harmoni-

que dans G, et dans G, , f est aussi harmonique dans &; u G2 =G .

Supposons donec que f soit harmonique dans Gl et dans GQ , et soit U e U(E)
tel que Uc G u G2
ﬁ; cG (t=1,2) et U=U uU, . L'harmonicité de f dans G; et dans G,

entraine alors (par récurrence sur p ) que

. I1 existe deux ouverts U; et U, de U(E) tels que

(HU My )P £(x) = £(x) pour tout x € G j
1 2
donc aussi que
My £(x) = f£(x) pour tout x € G ,

d'aprés la relation (3.1.2) (théoréme 3.1.3).

Ce Qo Fo Do

3.2 Résolution du probléme de Dirichlet ; régularité des points frontiere.

3.2.1 Position du probléme : propriété (H5) et unicité de la solution.

Soient (HU) une famille de noyaux harmoniques sur E, Ue U, et ¢ une

fonction numérique continue sur OU . Une solution du probléme de Dirichlet sur U

(relatif & la famille (HU) ) correspondant & la donnée frontiére ¢ est une fonc-

tion f définie et continue sur U s harmonique dans U , et prolongeant ¢ .
Pour étudier 1l'unicité d'une telle solution, introduisons la propriété suivante :

(H5) Pour tout U e U, et toute suite (Un) d'ouverts croissant vers U ,

iiﬁ)ﬂﬁn £(x) = HU £(x)



pour tout x € E et toute fonction f € CK(E) .
On a alors le théoréme d'unicité :

THEOREME. - Soit (HU) une famille de noyaux harmoniques sur E ayant la
propriété (H5) ci-dessus. Alors, si Ue UE) et ¢ € C(0U) , il existe au plus

une solution du probléme de Dirichlet sur U correspondant & la donnée frontié-

re ¢ , et ona, si f est une telle solution,

£f(x) = j%U HU(X , dy) £(y) = Iy v(x) pour ‘tout x € U .

Démonstration immédiate en considérant une suite (Un) d'ouverts de UE) crois-

sant vers U et telle que ﬁ; ¢ U pour tout n .
En outre,
IEMME. - la propriété (HS) est satisfaite pour la famille (n’é) des réparti-

tions de sortie d'un processus de Markov continu X pour leguel les constantes
sont harmoniques.
En effet, la continuité de X entraine d'abord que Og = SUP 9 puis le ré-

: n n
sultat, puisque PY{GU < qE} =1 en vertu de l'harmonicité des constantes.

3.2.2 Diverses conditions de régularité des points frontiére d'un ouvert.

le théoréme 3.2.1 raméne la recherche d'une solution du probléeme de Dirichlet
(relatif 3 la famille (Hﬁ) ) 4 1'étude du comportement & la frontieére de U de
la fonction IL; ¢ . ‘

Conformément & la terminologie classique sur ce sujet (voir BRELOT [2],4°partie
n® 29, page 114), si U € U(E) , nous dirons qu'un point a € OU est régulier
pour U (par rapport & la famille (Ht) de noyaux harmoniques sur E ) si s
21

)

(R D) | Pour tout ¢ € C(oU) , Lim I ¢(x) =¢(a)
. X8

x€U

Lorsque la famille (HU) est associde & un processus de Markov continu X (n°l.2.2),
une expression probabiliste de la régularité qu point a € OU a été introduite

par DOOB (voir [17]) dans le cas du mouvement brownien, puis étudiée par GIRSANOV
(voir [12], et [11] n° 13.6, page 536) dans le cas des processus fortement felle-

riens. Cette condition gtécrit :

(2*) (R D) : Régularité Dirichlet.
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RP) (%3 P{cd =0} =1

(ou og(w) =inf{t | 0<t g+, et X (w) ¢ U} ). Cette condition exprime que
les trajectoires issues de a presque slrement ne rentrent pas immédiatement dans
U , ou plus exactement, si elles rentrent dans U , elles en ressortent tres vite.

Ceci conduit & considérer la troisiéme condition suivante :
2 .
(R () Lin M (x) = 0,
X3,
xeU

condition qui exprime, puisque mU(x) = EX{GU} est le temps moyen de sortie de U
pour les trajectoires issues de x , que les trajectoires issues d'un point de U
voisin de a sortent, en moyenne, trés vite de U . Mais (voir le n® 1.3.3), mU
est aussi le potentiel de Green (pour l'ouvert U ) de la fonction 1 , de telle

sorte que la condition (R G) a aussi une interprétation analytique, et occupe na-
turellement de ce fait une situation intermédiaire entre (R D) purement analytique

et (R P) purement probabiliste.

Le théoréme suivant confirme les considérations intuitives précédentes en affir-
mant que, pour des processus de Markov convenables, les trois conditions de régu-

larité sont équivalentes :

THEOREME, - Soit X un processus de Markov continu sur E , pour lequel les

constantes sont harmonigques (n° 1.2.4), et le semi-groupe de transition locale-

ment continu (n® 2.1.2).

On suppose de plus que la famille (H%) posséde la propriété (F F) (n® 2.1.1),
et que, pour chaque U € U(E) , la fonction ﬁ% (n° 1.3.1) est bornée et conti-
me sur U .

Alors, s1 U € UE) et a € U, les trois propriétés suivantes sont équiva-
lentes ¢
(R D) Pour tout ¢ € C(3U) , lim ”]L(Y o(x) = o(a) .

X8
xel
(2 0) linW(x) =0 .
X3
x€0U

(R P) Pa{ofT:o} =1,

*3 @& P
*?) (rc)

Régularité Probabiliste.

oe

Régularité potentiel de Green.
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Remargue. - Socus les autres hypothéses du théoréme, 1'hypothése selon laguelle
mﬁ est bornée et continue sur U , pour chaque U e U, est satisfaite si m%
est bornée et continue (cas du théoréme 2.1.3, voir la remarque 1, n°® 2.1.3), ou
si le potentiel Ré est continu (cas du théoréme 2.2.1, voir le lemme 2.2.2), ou
enfin seulement s'il existe une suite (Un) croissant vers E Ad'ouverts de U
pour lesquels la propriété est satisfaite.

Nous allons décomposer la démonstration du théoréme énoncé selon les étapes sui-

vantes (voir le n® 3.2.7) :

3.2.3 (RG) == (RD) .

THRORRME (%)

tantes sont harmonigues et le semi-groupe de transition localement continu.

o = Soit X wun processus de Markov continu pour lequel les cons-

Si Ue UE) et ae dU sont tels que

1im m%(X) =0 (25) ’
X8,
xeU

alors

Lim Ty ¢(x) = ¢(a)
X-9,

xeU

I

pour toute fonction numérique ¢ définie sur OU , universellement mesurable,

bornée et continue en a .

En effet, ona, si a>0 et x€U,

I ¢(x) - o(a)

= - pla + X - R
/%XOEEBUnBa(a)} (Q(XQU) 9(a)) dPx /%XOUEBU\Ba(a)}(@( OU) ¢(a)) de

€ > 0 étant donné, choisissons o > 0 +tel que

lo(y) =9(a)| <& pour yedUnB(a),

ce qui est possible en vertu de la continuité de ¢ en a . la premiére intégrale

est majorée par £ , et la deuxidme par 2|yl E;ﬁXO € 5U\Ba(a)} . ¢ dtantbornée,
U

(24) Voir DYNKIN [11], théoréme 13.3, page 536, avec la méme remarque sur la di-
vergence des hypothéses qu'au n® 2.1.8.

(25) Voir aussi le n® 3.2.8 ci-dessous.
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il suffit donc de montrer que
lim PX{XGU € OU\B (a)} =0 .

X-a
x€U

Or, si u>0,

{x,e Ba/z(a) y XGU e OU\B (a) }

C{'xoeBd/g(a) , 3t , 0<t<u et XtGE\Ba/z(XO)}U{oU>u}.
Donc, pour X € BQ/Z(a) nuU,

(3.2.1) P& e W \B(a)lssupP ( U &K eE\NB,,.(x)}) +P {o>ul}.
X" oy "’ xeU * ostsa * of2 x U

Dl'eu le résultat, puisque, l'hypothése sur X entrainant la locale uniformité des
temps de sortie (annexe 3, rekatien AJ3.1), an a

limeup P.( U {X_eENB ,ix)}) =0
wl xeU * Ogt<u u o/

d'une part, et d'autre part,

lim PX{OU >u} =0 pour chaque u >0,

X~

xeU
d'aprés 1'hypothése (R G). (Intuitivement, ce dernier argument, basé sur la rela-
tion (3.2.1), peut &tre illustré en disant que les trajectoires partant d'un point
x de U wvoisin de a ont beaucoup de chances de sortir vite de U & cause de
la condition (R G) de régularité de a , et alors de sortir prés de a , d'apres

la locale uniformité qu'exprime la relation A.3.l.)

3.2.4 (RD) => (RG) .

26)

IEME (). - Sous les hypothéses du théoréme 3.2.2, si U e UE) et a € U,
RD) = (®Q) (M.

En effet, soit W € UE) tel que UcW; ona (n° 1.3.1),

T (x) = M (x) = Ty 5, () (x e V) 3

(26) Voir le n° 3.2.8.

(27) La locale continuité du semi-groupr de transition de X n'intervient pas
ici. ‘ .



8-29

d'ou le résultat, puisque T, est continue sur W , donc sur oOU .

3.2.5 RG) = RP) .

8
IEIMME (2 )e - Soit X un processus de Markov continu pour lequel les constan-

tes sont harmoniques, et tel que, pour tout x € E , il existe un voisinage ou-
vert W de x pour lequel m%(x) <+o , Alors, si Ue UE) et ae OU,
Re = (RP .
En effet, supposons que

Lin Mo(x) = 0 .

X-a
x€U

Pour montrer que P {o) = 0} =1 , il suffit a'établir que u> 0 et &> 0
$tent arbitraires, Plop<ul3 1l -e .

Donnons-nous donc u> 0, € >0, et aussi n > 0 . D'une part, d'aprés 1'hy-

pothése (R G), il existe un voisinage V de a tel que,

(3.2.2) PxioU < ﬁ/é} >1=-n pour tout xe€ Vn U ;

d'autre part, d'aprés l'hypothése de bornitude sur les espérances des temps de
sortie des ouverts, et le lemme 2.1.5, il existe un voisinage W de a tel que
Wcv , et

(3.2.3) Plo, <uwklz1i-n.
Remarquons alors que :

0 )
xy=a, op<ulo{xyj=a, g <uk, Xowg_fu}

U{Xo_—:a, ow<u/2, X eUu, og,06 <u/2};
d'olu

0
<
Plog <ul 2P lq <u2, ch # U} + /{ow<u/2,X e} Fx_ toy <uw/2lap,,

W W

d'aprés la propriété de Markov forte de X ,

!
>P 1l <u2, Xc’w gul+ (1 -n)Pig <uf2, Xow e U},

d'aprés la relation (3.2.2),

e

'(28) Voir le n°® 3.2.8 ; voir aussi DYNKIN [11] n° 13.9.
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> (L -n) plo, <uR}z (- n)?

d'aprés la relation (3.2.3) 5 d'ch le résultat en choisissant n tel que

(L-m31-c.

3.2,6 (RP) => (RG) ; utilisation de la méthode d'adjonction d'une varia-
ble temporelle indépendante du processus X (nP 2.1.7).

’ g ’ ‘

THEOREME (29). ~ Soit X wun processus de Markov continu pour lequel les cons-—
tantes sont harmoniques. On suppose que, pour tout A > O , et toute fonction
fe BK(E) s R§ f est une fonction continu; (propriété (F Fﬁ), ° 2.1.7), et
que, pour chaque U € U(E) , la fonction mU est bornée.

Alors, si Ue U(E) et a€dU,

RP) = ([RG) .

En effet, nous allons montrer que, sous les hypotheses faftes, la fonction
x->FE {o } est bornée et semi-continue supérieurement sur E . Le résultat cher—

ché en decoul°ra, puisque (R P) entraine que E {o } =0, et que MU(X)~<E {o
pour tout x € E .

U}

Rappelons, d'abord, que, lorsque s décroit vers O en restant >0, s+ oy ® eS

;. 0 : P 0
décroit vers op . Donc, pour chagque t >0, t/A+ oy © et/X decro;t vers oy
lorsque A croit vers + « .

Nous allons approcher Exiog} par

g\(x) = /o P_(aw) /O ® at(t/Ae gy () -
D'une part,
gx(x) = /;m ét Ex{‘b/x + O’U o t/)\} at ,

et
E {t/A+ o5 ° et/x} =t/ + EX{EX {oU}}

donc, puisque HmUH < + o par hypofhése,

inf g,(x) = Ex{cg} ’
A

(29) Voir le n° 3.2.8.
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dfaprés le théoréme de Lebesgue.

D'autre part,

7 s
= 1
EX(X) = A /b g Ex{s * oy GSJ ds

A

400
=N\ /b 8% ds + ARy mU(x) .

I1 en résulte, puisque Ty € @K(E) » que g, est une fonction continue, d'apres

(F Fﬁ), d'oh la semi-continuité supérieure cherchée de inf gy » et le théoréme
A

3‘02060

3.2.7. - Pour déduire du théoréme précédent 1'implication (R P) => (R G)
du théoréme 3.2.2, il suffit de se placer sur un ouvert W e UE) contenant U
le processus X" , induit par X sur W , satisfait aux hypothéses du lemmeZ2.l.6,
done, d'aprés ce lemme, a la propriété (F F"), et on conclut gréce au théoreme
2,2.6 appliqué & X' .
Les implications (RG) => (RD), (RD) => (RG) et (RG) => (RP)
résultant respectivement des n° 3.2.3, 3.2.4 et 3.2.5, le théoréme 3.2.2 est ainsi

établi.

3.2.3., = On notera que 1'on pourrait remplacer dans les numéros 3.2.3, 3.2.4,
3.2.5, 3.2.6 la propriété (R G) par la propriété suivante :
(RG') Pour tout u>0, lim RX{GU >u}=0.
X-a
xeU
(qui est impliquée par (R G) ), et supprimer des hypothéses toutes conditions de
bornitude portant sur les WU (U e WE)).

Pour adapter & ce cas la démonstration du théoréme 3.2.6, il suffit d'y rempla-
cer la fonction x —»Ex{og} par la fonction x —an{og >u} (u >0)(voir & ce
sujet DYNKIN [11], lemme 13.1, page 531).

3.2.9 Caractére local de la régularité des points frontieére.

THEOREME. - Sous les hypothéses du théoréme 3.2.2, soit U e YE) « Pour qu'un
point a € U soit régulier pour U , il faut et il suffit qu'il existe un voi~-

sinage ouvert W de a tel que a soit régulier pour UnW .
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Ce résultat découle de la relation (R D) <= (R P) , puisque

0

0
{Xo=a, o, =0}={X =a, OUnw:O}

U 0

pour tout voisinage W de a , en vertu de la continuité & droite des trajectoi-

res de X .

3.3 Construction d'ouverts réguliers.

3.3.1 Position du probléme.

by

Si la famille (Hﬁ) de noyaux harmoniques sur E est associée & une axiomati-
que de Brelot sur E (n°® 1.l.2), il existe, par hypothése (deuxidme axiome), une
base de la topologie de E formée d'ouverts réguliers (30).

Dans l'esprit du présent travail, on peut se proposer de chercher dans quelle
mesure le fait, pour une famille (HU) de noyaux harmoniques sur E , d'étre as-
socide & un processus de Markov continu (n°® L.2.2) entrafne l'existence de suffi-
samment d'ouverts réguliers.

Le théoréme suivant donne vne premiére réponse & cette question s

3.3.2 THEOREME. - Soit X un processus de Markov continu sur E satisfai-
sant aux hypothéses du théoréme 3.2.2. Soient, par ailleurs, G wun ouvert de
E , et K un compact contenu dans G « Pour qu'il existe un ouvert régulier
Ue UE) tel que Kc Uc G, il faut et il suffit que la condition suivante

soit satisfaite

(O R) Il existe deux ouverts V et W de UE) tels que
KcVcVcWea et ﬁ%(x) > m%(y)

poﬁr tout x€ K et ye ov ,

3.3.3 Démonstration du théoreme 3.3.2.

Elle va reposer sur la considération des Jignes de niveau des fonctions mﬁ :

La condition est évidemment nécessaire, en vertu de la propriété (R G) des points

(30) Conformément & la terminologie classique, un cuvert U € UE) est dit ré-
gulier si tout point a € OU est régulier pour U au sens introduit au n® 3.2.2.
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frontidre d'un ouvert régulier U tel que KcUcG (n° 3.2.2), et du fait que
m%(x) > 0 pour tout x€ U .

Pour montrer qu'elle est aussi suffisante, désignons par { un nombre > 0 tel
que mw(x) >p>n(y) pour tout x €K et ye &V , et posons

u={x} xeV et W(x)>p}.

UeUE) ,et TcV, par définition de B , puisque
UcV cw et xe-ﬁ———‘b%(x)2ﬁ

I1 en résulte que M (x) = p pour tout x € OU . Soit alors a € U . Puisque

Tcwu s ona, s1 x€U,
M) = ) - G (0 1.3.0)
= 5,6 - B, )
= %(X) - B ’
puisque, d'apres 1l'harmonicité des constantes, X € U P_-presque srement.

D'ol le résultat en faisant tendre x vers a d'apres le théoréme 3.2.2.

3¢3.4 Cas d'une base d'ouverts régulierse

En particulier, en prenant K = {a} (a € E) dans le théoréme 3.2.2, on peut

construire une base d'ouverts réguliers moyennant la propriété de maximum suivantes
TEEOREME. - Soit X wun processus de Markov continu sur E satisfaisant aux
hypothéses du théoréme 3.2.2. Supposons que X posséde la propriété suivante :

(0 RY) Pour tout a € E , et tout ouvert G contenant a , il existe deux ou~
verts V et W de WE) tels que a€VcVcWcag, et ﬂﬁ(a) >>ﬂé(y) pour
tout ye€ ov .,

Alors, il existe une base d'ouverts réguliers (par rapport 3 la famille (Hﬁ)).

3.4 Processus induit sur un ouvert régulier.

3.4.1 Ie processus induit est un processus de Feller.

THEOREME. - Soit X wun processus de Markov continu sur E , satisfaisant aux

hypothéses du théoréme 3.2.2.
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Alors, si l'ouvert U e U(E) est régulier, le processus XU induit par X

sur U est un processus de Feller (31).

En effet, d'une part, en vertu du lemme 2.1.6, pour chagque A > 0 le noyau ré-
T
solvant R.}’\ de XU est fortement fellerien sur U . D'autre part, la relation

U
&<l ® (¢ e B(O)
montre que, compte tenu de la régularité de U et du théoreme 3.2.2, Rg fe CO(U)

pour tout f € B(U) . Donc, d'aprés 1l'équation résolvante

RfozRgf—RgB;\]f,

Rg applique C,(U) dans lii-méme pour tout A > 0 .

Le théoréme annoncé résulte alors de l'annexe 4 et du lemme suivant :

3.4.2 Une propriété de la résolvante d'un processus.

IEMME, - Soient X un processus de Markov sur E , g une fonction borélien-
ne bornée sur E , et x€ E tels que g est continue en x ,et PX{OE<+oo}=l .

Alors

lin AR, g(x) = g(x) .
A0

En effet, soient € > 0 et W un voisinage de x tel que |g(y) - g(x)| <e

pour tout y e W . On a

Mg

E At
W, g(x) - g() =B (/) (e(x,) - g(x) at} - g(x) Efz )

Gw N CxE
=5 (/) %My - gx) avher,ff " (g(x,) - g(x) at}

Ao

- el Bis ),

Jou
A A
A8, g() - gbo| < e+ 2llell B (s "3+ lgllE (s "1,

et le résultat cherché, compte tenu de la relation PX{OE <4 wl=1.

i
(3 ) Autrement dit, (Ng) 430 ©St un semi~groupe fortement continu de contrac-
tions de CO(U) .
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Appendice 1

Convergence stochastique & la frontiére

et convergence des martingales.

Ap L.1. - A c8té de la convergence & la frontiére de HU ¢ vers ¢ repré-
sentée par la condition (R D) (n® 3.2.2), l'existence d'un processus de Merkov,
dont dérivent les noyaux harmoniques, permet de considérer une convergence presque
slre sur les trajectoires, qui a été introduite par DOOB (voir [7]). Nous allons
donner ici une démonstration de ce résultat que 1l'on trouvera exposé, dans le cas
général, dans le livre de DYNKIN (voir [1l], chapitre 12).

Ap 1.2 THEOREME. - Soit X wun processus de Markov contimu sur E pour le-
quel les constantes sont harmoniques. Si U € U(E) et si ¢ est une fonction

borélienne bornée sur oU telle que ; ¥ soit continue (32) sur U , alors

Iim I, (X t) = (X OU) P_~presque srement pour chaque x € U .

thoy, t<oy

La démonstration de ce théoréme va reposer sur le théoréme de convergence des

martingales gréice au lemme suivant

Ap 1.3 IEME. - Avec les notations et hypothéses du théoréme précédent, po-

sons, pour t € R+ et weQ,
Yt(w) = HU (P(X.t(w)) sl t< OU(w) ’

T =Ty e, @) et oy < v (P,

Alors, pour chaque x €U, (Q, F, P (Yt) t>0) est une martingale bornée

dont les trajectoires sont continues & droite.

En effet, pour chaque t R+ , la tribu §§Ao sur © est formée des A e ﬁi
B1)
tels que

(32) La théorie qui conduit & établir la continuité & droite p. s. des fonctions
excessives sur les trajectoires permet de supprimer cette hypothése de continuité.
Nous la comservons ici car la demonstration du théoréme est alors élémentaire d'une
part, et d'autre part elle s'inscrit dans le cadre adopté (propriété (FF)nc2.1.l).

(33) Yt(w) =0 si oU(w) = OE(w) (ce qui ne se produit P_-presque sirement

pas & cause de l'harmonicité des constantes).
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(0]

anfojctled |
U

donc Y, est # -mesurable, d'aprés sa définition méme.

t t/\OU
Montrons que, pour chaque t >0, Ace€ ﬁiAO et xe U,
U
(4p 1.1) A Y, dP_= fAcp(XOU) ar_,
la propriété de Maftingale de (Yt) en résultera. Soit donc A € %iAO
U
[, ¥, ap_ = {ox_V} ar, + / B, {o(x_ )} ap
= <
Ty By = Aanfopod Bx P Wo T Ot aefosid By PG )T Oy

U

=/ p(X. o 6,) gpP +/ (X. e 6 ) qar

\ gt PVE ’
An{oﬁ>t} Oy t x An{GU £} oY G X
d'aprés la propriété de Markov forte de X , puisque A n {OU >t)e ﬁt s et

An {oU <tle ﬁiU 3 d'ol la relation (Ap l.1) et le lemme, puisque la continuité
3 droite de t - Yt(w) résulte de 1l'hypothése de continuité sur ¢ et de celle

de X .

Ap 1.4, - Le théoréme Ap 1.2 résulte comme suit du lemme Ap 1.3 : il résulte
d'abord du théoréme sur l'existence d'une version standard pour une martingale

(voir par exemple & ce sujet [4], appendice 1) que, P -presque slrement,

Y, =1linY existe pour tout t € R,
LR *

donc, en particulier, limYS existe Px~presque sirement.
SfO'U

Considérons alors une suite (Un) d'ouverts croissant vers U , et telle que

T » = a < -
Un cU pour tout n . On a, % szp Un et th % Px presque slrement pour
chague n et x € U, & cause de la continmuité des trajectoires de X et de

1'harmonicité des constantes.

D'une part, en vertu de la propriété forte de Martingale (voir [4], appendice?),

on a
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EX{YGU/ﬁﬁU } = YOU P_~presque sfirement o) ;

n n

donc, d'apres le théoréme de convergence des martingales
’ 1% g ’

lim Y =lm Y, =E {y /Jo(U # )} P_-presque sfiremente
x o/t X

] ,OU 9 S (OU n-co U OU

n n
D'ou le résultat, puisque la continuité des trajectoires entraine que

X, =lmX P -presque sfrement (xeU) ,

U noe Un
donc que Y = HU <p(Xo ) est o(U Fg )-mesurable.
U U n U
n
C. Qe Fo Do
Appendice 2

Unicité de la détermination d'un processus de Markov continu X
par les familles (ﬁ%) et (ﬁ%) .

Ap 2.1, - La famille (Dé) des répartitions de sortie du processus X dé-
termine le comportement spatial du processus X , et la famille (mﬁ) la maniére
dont (en moyenne) les trajectoires sont décrites deans le temps. On renvoie & 1l'ar-
ticle de GETOOR et McKEAN (cf. [3]) pour 1'étude de 1l'ensemble des processus ad-
mettant une famille donnée de répartitions de sortie, et on va seulement nontrer
ici comment la donnée des familles (ﬁﬁ) et (ﬂ%) détermine entiérement le pro-
cessus X .

Ap 2.2 Détermination d'une famille de noyaux harmoniques par sa restriction

3 une base d'ouverts.

IEMME. = Une famille de noyaux harmoniques (HU)U(E) sur B , ayant les pro-
priétés (H4) (n® 3.1.3) et (H5) (n° 3.2.1), est entidrement déterminée par la

(34) oy et oy sont des temps d'arrét par rapport & la famille (Gt) ol
A . n : a
G, = FiAO (t > 0) ;3 cette famille est continue & droite en méme temps que (Fi)
U
et G, = Fﬁ pour tout n .
U U .

n n
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sous-famille (HU)UEY ob ¥ est une base de la topologie de E contenue dans
Uu(E) .

Démonstration immédiate d'aprés les définitions.

Remarque sur la définition d'une famille de noyaux harmonigues. = Nous avons dé-
fini (n° l.l.1) une famille de noyaux harmoniques sur tous les ouverts relative-

ment compacts de E , parce que la famille des répartitions de sortie d'un proces-

sus de Markov est ainsi définie naturellement.

Dens 1'axiomatique de Brelot, par contre, c'est la famille (HU)UGY , 00 ¥ est
une base d'ouverts (réguliers), qui est introduite naturellement par le 2e axiome.
Les propriétés (H,) et (HS) relient, par le lemme ci-dessus, ces deux modes de dé-

finition.

Ap 2.3 THEOREME. - Soient (nﬁ)UE?KE) une famille de noyaux harmoniques, et

M une fonction borélienne bornée sur E .

Si ¥c WE) est une base de la topologie de E , il existe, & une équivalen~
ce prés, au plus un processus de Markov continu X sur E tel que H% = HU
pour tout Ue ¥ et m% =M. '

Remarquons d'abord que, d'apres le lemme Ap 2.2, on peut supposer que ¥ = U(E) .

Remarquons ensuite que, le noyau R, étant borné, 1'équation résolvante

R;\(l 4 )\RO) = RO

, . . L .
permet de déterminer RK en fonction de RO pour A <-n§5n (en inversant

1+ 2R, ) 3 puis 1'équation résolvante Ry + L+ (A= H)RH> = R“ permet de pro-
longer cette détermination de proche en proche, de telle sorte que la résolvante

(R§)A>O (donc aussi X & une équivalence prés) est déterminde par Ré .

I1 suffit donc de montrer que Ré est déterminé par la famille (ﬁ%) et ﬂ% ,
ce qui résulte du lemme suivant

Ap 2.4 IEMME. = Soit X wun processus de Markov continu sur E pour lequel
les constantes sont harmoniques et la fonection ﬂ% est bornée. Supposons que E
solt muni d'une distance P compatible avec sa topologie telle que, pour tout
€ >0, la boule |

Bs(x) ={y| y€E et p(x,y) <e}
*)

soit relativement compacte dans E s et posons, pour chaque € >0, xe€E

(35) Sur tout espace ICD , il existe une telle distance.
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et T € Bg »
m(x, ) 2mk (x, 1)
g\ ! - Be(x) ’ *
g ainsi défini est, pour chaque & > 0 , un noyau sur (B , (‘B-E-) s ot on a
o
(hp 2.1) R £(x) = 1im 2 TE[( - 1 7)) (x)

ed0 p=0

pour tout x€ E et fe CK(E) .

En effet, € > 0 étant donné, définissons 1l'application T° de O dens, (0, 4=)
en posant s

(W) =inf{t | t 30 et X, () ¢ B_(Xy()}
s'il existe un teli t , et (W) = oE(w) si non. En vertu du théoreme de pz"ojec-

tion des ensembles mesurable (voir par exemple [5], chap. T § 5, et chap. IIn®4.7),

T est un temps d'arrét du processus X .

Définissons alors une suite croissante (Tg) de temps d'arrét de X , en posant:

1

To =0

15 e

Tl =T

€ (4 e

n+l_Tn+T OGTS
n

(si T;(w) < OE(w) , T;l (w) est le premier instant postérieur 2 Ti(w) At la

trajectoire de w sort de la boule Bs(X e(w)) ).
T

n
En vertu de la continuité de X ,

supT:i:oE.
n

Soit alors f € CK(E) ,et x€E s

En vertu des relations EX{OE <+ »} et sup Tz = a; , et du théoréme de Lebesgue,
la série n
[ee]

>£ Ex{f(XTs)(T:+l - T;)}
p
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est absolument convergente, et on a

rnS - T € - € .
h (x) = p§0 E {f(X )(T -T)t= Ex{pio f(XTe) (Toer =T 15
P b
montrons que lim hs(x) = Ry f(x) (x€E). Ona
g0
£
‘ S? /?p+l }
Ry £(x) - h(x) =E_ o I; (f(Xt) - f(XT;)) at} s

or, n > 0 étant donné, en vertu de 1l'uniforme continuité de f , il existe 8”1 >0
tel que
Py , o) <& => J£G) - £(z)] <n;

on a donc, si e:<en ’
|R f(x)—h(x)l nE{Z(T -T)}—-nE{GE}s

d'ed lim ho(x) = Ry £(x) .
ey0

. € €
I1 reste & calculer EX{f(XTe) (Tp+1 - Tp)} .
b
£ e\t _ €
Ex{f(X c) (Tp+l - Tp)}.-EX{f(X )T ee .}

T T T
b p p

=B A2 ) By E{TB}} ;

T
P p

d'aprés la propriété de Markov forte de X . Mais, d'une part,
B {1°) =1 =(y) -1
AT =15 () () =150) -1 ),

d'autre part, si ¢ est universellement mesurable et bornée
b ’ ]

EX{(p(sz )1 = EX{cp ° XTS ° eTa} = EX{EX 8{<p(XT8)}}
p+l P Tp

d'aprés la propriété de Markov forte,

= EX{HE (P(XTe) }
P
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puisque E {o(X )} =I_ ¢(y) si yeE, et quo X _€E P_-presque srement
N ® € Te X
P
(x € E) en vertu de 1l'harmonicité des constantes et de la relative compacité de

Be(x) . On en déduit
\ — TP
Blo(X ) =12 96
Y
et le résultat cherché.
Co Qo F- De.

Ap 2.5, = En remarquant qu'un processus de Markov continu X sur E est en-
tiérement déterminé (2 une équivalence prés) par les processus induits Xun’ ol
(Un) est une suite d'ouverts croissant vers U (36), on étend le théoréme Ap 2.3

au cas ou la condition mt o m est remplacée par m}é = mn pour tout =n , ou,

pour chaque n , mn est une fonction borélienne bornée sur E (nulle hors de
U

Ap 2.,6. ~ Il va sans dire que, avec les notations du théoréme Ap 2.3, pour
qu'il existe un processus continu X sur E tel que ﬂ;}é =IL; pour tout Ue U(E)
et Mé =M , il faut que (I'IU) et M possédent diverses propriétés.

En particulier, (H4) et (H5) pour (HU) (n® 3.1.3 et 3.2.1), et pour ¥ :

- M(x) >0 pour tout x € E ;
- M(x) > L, Ti(x) pour tout Ue UE) et x€ U ;
- MW(x) = Lim Ij M(x) pour tout x € E ;
Udx
(propriétés qui font de M wun "potentiel" par rapport & la famille (HU) )

Nous ne chercherons pas ici & construire le processus X & partir de (HU) et
de T (voir & ce sujet MEYER [15]).

(36) En effet

U
n

N}é £(x) = 4t<OE} f(Xt) dPx = 111.1_2 /{_b<OU }f(Xt) dl:’:x = 1lim N}_é £(x)

n-roo
n

(f € B(E) , xéE) .



Annexe 1

Propriété (H.2) et continuité des trajectoires

(démonstration du lemme 1.2.3)
La condition est suffisante, car la continuité de la trajectoire de entraine
que X_ (@) € 03U U {8} .
%y
Pour montrer qu'elle est nécessaire, posons, pour chaque Ue U,

AU={d<oU<cE, XOUs.!ﬁ},

et désignons par ® une base dénombrable d'ouverts de E dans U(E) , et par 9!
1'ensemble des trajectoires continues (au sens préeisé au n° 1.2.1). On a alors,

en vertu de l'existence de limites & gauche pour les trajectoires,

aoxb=U u &t (AU) P_-presque sirement pour tout x e E.
Ue® peQ+ P

Par ailleurs, par définition de T , P (A) = B (x , B\D) pour tout Ue U et
xeU.

Calculons alors Px(e;l (AU) (ted, xeU, p=20):
~1
P (€ (&) =EX{PXP(AU) b

d'aprés la propriété de Markov ;

=E {1 (AU)},

{x e} Fx

car y ¢ U entraine que Oy = 0 Py-preSque sirement, donc P (A ) = 0 . Autre-

ment dit, si Vv est la mesure, portée par U , définie par v(T‘) =P {Xp e UnT},
(67 (b)) = Jy viay) B (&) = Jy v(ay) Tyly , B\D)
b y)) = fy Gy =y vldy) Tyly .

D'ou .1la condition nécessaire cherchée.

Pour construire un processus équivalent au processus

- (Q s F 9 wé 9 (X‘t) ) (et) ) (PX))

ayant mémes répartitions de sortie, il suffit de remarquer que , sous les condi-

tions énoncées, wg € 9! R et(Q) cQ pour tout t >0, Qe fﬁ et P (Q)
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pour tout x € Eé : le processus X obtenu, en restreignant Q 3 9! , répond

donc & la question.

C. Qa Fo D-

Annexe 2

Diverses formes de la continuité locale d'un semi-groupe (37) .

IEMME, - Soit (N t) g>p un semi-groupe de noyaui sous-markoviens sur E .

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes s
(c L) (Nt) est localement continu (n® 2.1.2).
(C L') Pour toute fonction f € Cb(E) , ﬁg N‘b £(x) = £(x) , uniformément sur
tout compact de E .
(C L") Pour tout € >0, 1118 Nt(x , Be(x)) =1 , uniformément sur tout compact
de E . t‘,

De plus, ces propriétés sont équivalentes & la conjonction de
(M) Pour tout € >0, i.ixg Nt(x , E\Bs(x)) = 0 , uniformément sur tout compact
de E, et

(Ml) lim N_b(x s E) =1 , uniformément sur tout compact de E .
0

En effet, d'abord (C L) ==> (C L") : soient K wun compact de E , et & >0
assez petit pour que ﬁ:(-x) soit compact pour tout x € K . On recouvre K par
un ensemble fini B_ 4(xi) (1 £1<n) de boules. Si x e K, il existe i tel
que x € B€/4(xi) , donc Bs(x) > B, Z(Xi) . Soit alors, pour chaque i, gieGK(E)
telle que 0<g; <1, &) =1 pour yeB)(x;) , et g(y) =0 pour
y ¢ Bs/2(xi) «Ona, si xe B8/4(}:i) R

MyG , BoGd) BNy (x5 B fplx)) 2N, g,

d'ou on conclut que

-ﬁm Nt(x s Bg(x)) =1 uniformément pour x € K ,
0

en utilisant (M L).

(37) Voir & ce sujet le livre de LOEVE [13], page 624.



Ensuite (C L") ==> (C L') , & cause de la relation :
1, 2) =269 =/ () ¥y, LG = 2] Sy Wy, AN LE(E) =260]
+(Nt(x ,B) =1) £(x) .

Enfin, (C L') => (C L) et (C L") <> (M) et (Ml) sont immédiates.

C. Q. F. D,

Lrmexe 3

Locale uniformité des temps de sortie.

IEMME. - Soit X un processus de Markov continu sur E dont le semi=-groupe

de transition est localement continu (n° 2.1.1). Alors, pour tout ouvert G de

E et tout compact Kc G, ona :

(A.3.1) 1im sup Px( U {x e G\Be(x)}) =0 pour tout € >0,
b0 xeK oud ¢

et

(A.3.2) Lim sup P_{o, <} =0.

b0 xeK

On trouvera divers développements sur ce sujet dans les livres de DYNKIN ; voir,
en particulier [10], lemme 6.3, page 149, et [5], lemme 13.2, page 53l. Cependant,
la démonstration du premier de ces lemmes n'étant pas satisfaisante, nous allons

la reprendre ici (voir la remarque du n® 2.1.2).

Etablissons d'abord la relation (A.3.l) : on peut se limiter, & cause de la con-
tinuité des trajectoires, au cas oi G est relativement compact (G € U(E)), et o
e < p(K , E\G) .

Désignons par A 1l'ensemble

( O<?1{b {x, € BB (X)) n {XO € K},

et posons
T(w) =influ| ugb et Xu(w) € G\BS(XO)}

si cet ensemble est non vide (we 4), et T(w) =b s'il est vide (w ¢ A)s T est

un temps d'arrét de X (n° 1.2.1), en vertu du théoréme de mesurabilité des temps
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d'entrée (voir par exemple [5], th. II-5) ; et, & cause de la continuité des tra-
jectoires, XT(w) € G pour tout w e {XO e K} n {Xb ek} .
On a alors :

(4.3.3) Ac {xb €E, X,eB, oX ,X) > e/2}

vix, eE, X

eB, o{Xp,X) >¢e2tu {x, £},
puisque W€ A entraine que P(XT(w) » Xo(w)) >,€'; donc, si xe K,
(A.3.4) PX(A) < Nb(x » BAB, /z(x))

+ PX{Xbe E, Xp€E, p(XT R Xb) >e/2} + 1 -Nb(x , E)

Calculons le 2e terme : désignons par h la fonction numérique sur EE) x By , in-
dicatrice de {x ,y| , x€E, yeE,et p{x,y) >e/2} . Ona, si xeKk,

(Ae3.5) Pi{X €E, X €E, o(Xp, X)) 2 e/} = E{h(X, , Xp)]
= BN oy 5 BN p(Kp)) ]

d'aprés la propriété de Markov forte de X (voir [5] théoréme IVe6, et [10] théo-
réme 5.6). Des relations (A.3.4) et (A.3.5), compte tenu de la continuité locale
de (Nt) , de l'annexe 2 ci-dessus, et de ce que XT € G P _-presque sirement, on
déduit la relation (A.3.1) cherchée.

jo)

e relation (A.3.2) en résulte : soit & < p(K , ENG) ; on

{erK, 0G<b}c( U {xue G\BE(XO)})U{GE<b},
ub

d'oy le lemme & établir, puisque Px{oE <blg Nb(x , E) .
Co. Q. F. D.

Annexe 4

Une forme affaiblie du théoréme de Hille Yosida.

IEMME. - Soit (R)\)bo une famille d'opérateurs positifs de l'espace de Banach
CO(E) telle que :

(4) R Jlss (x>0 .

(ii) RA~RP+(7\-p)R>\RH=O (A>0, p>0) .
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[ (iii) Pour tout g e Co(E) et tout xeE ,
lim AR, g(x) = g(x) .
A->co

Alors, il existe un semi-groupe fortement continu (Nt)t>0 d'opérateurs sous-

» markoviens de C,(E) , et un seul, admettant (Ry)a>p comme résolvante.

I1 suffit, pour &tre ramené au théoréme de Hille-Yosida classique, de déterminer
un sous-espace H ,dense dane CO(E) , pour tout f , duquel la convergence de AR, f

vers f a lieu uniformément (35).
On dit que f e CS(E) est p-surmédiane (p > 0) si, pour tout A >0,

AR

}\"'Pfo.

En vertu de (iii) et de 1'équation résolvante (ii), XRK+p f tend alors en
croissant vers f lorsque A tend vers + o , donc aussi uniformément d'apres
le théoreme de Dini. Et XRK f= XRK+p + AR RX RX+H f tend aussi uniformément

vers f lorsque A tend vers + o , d'aprés (i).

Soit S}1 1l'ensemble des fonctions pM-surmédianes (p > 0) S“ est un cone

convexe semi-réticulé inférieurement, et, d'aprés 1'équation résolvante, Sp’c S,

si pgvsidone S= U S estaussi un cdne convexe semi-réticulé inférieure-

10

ment. L'espace vectoriel H , engendré par S , est alors réticulé, et, pour tout

feH, ARX f tend vers f uniformément quand A tend vers + « .

D'autre part, soient g € CS(E) et f = Rp g (g >0) ; dtapres (ii),

MM Rt g - M g R g =t

done, 1'espace RX(CO(E)) =R (indépendant de A > 0 d'aprés (ii)) est contenu
dans H . Or, l'hypothése (iii) entraine que cet espace sépare les points de E .
Il en est de méme de H qui le contient ; d'ol le résultat d'aprés le théoreéme

de Stone-~Weierstrass.

Annexe 5

Noyaux fortement felleriens et fonctions universellement mesurables.

IEMME. - Soit N un neyau borné sur E fortement fellerien sur 1l'ouvert G

>°

) Cette démonstration nous a été cemmuniquée par G. LION.
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(n° 2.1.1). Alors, la fonction Nf est continue sur G pour toute fonction nu-

mérique f sur E universellement mesurable et bornée.

1
En effet, sait (an) une suite dense dans E ; la mesure P =AZ-—£ e, est
n?2 n

bornée et a pour support E tout entier. f étant universellement mesurable et
bornée, il existe deux fonctions boréliennes bornées f; et f, sur E telles

que
. et [(g() - £ (y) m(ay) =0 .

Autrement dit,

Jp(ax) (BE,(x) - Mg, (x)) =0 et NE, < NESNE, ;

d'ol le résultat, puisque Nf, et Nf, sont continues sur G .
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