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AXIOMATIQUE DU PROBLÈME DE DIRICHLET ET PROCESSUS DE MARKOV

Philippe COURRÈGE Pierre PRIOURET

Séminaire BHELOT-CHOQUET-DENY
(Théorie du Potentiel)
8e année, 1963/64, n° 8 14 et 28 mai 1964

On considère un processus de Markov X ayant ses trajectoires continues, et on
étudie certaines relations entre le semi-groupe de transition du processus X

d’une part, et d’autre part la famille de noyaux harmoniques constituée par ses
répartitions de sortie des ouverts relativement compacts envisagée du point de
vue d’une axiomatique (BRELOT ou BAUER) du problème de Dirichlet.

On situera, au § 1.4 ci-dessous, les problèmes envisagés de façon plus détaillée
après avoir précisé la situation étudiée ici aux paragraphes 1.1, 1.2,. et 1.3.

On a reporté en annexes les démonstrations de divers résultats de la théorie des
processus de Markov utilisés ici, sous une forme ne figurant pas dans la littéra-
ture classique sur le sujet, et en appendices diverses que stions connexes.

La matière du présent travail a fait l’objet d’exposés (en plus de ceux du Sémi-
naire de Théorie du potentiel) aux Journées probabilistes de Rermes, en avril 1964,
et au Séminaire de Probabilités, en mai 1964.
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Première partie

Description de la situation étudiée.

1.0 Notations topologiuqes.
On désigne par E un espace localement compact à base dénombrable (L C D) non

compact , par E u son compactifié d’Alexejndrov, et par U(E) (ou enco-
re U ) l’ensemble des ouverts de E relativement compacts dans E .

On désigne par p une distance sur E compatible avec sa topologie ; et pour
E &#x3E; 0 et on pose

Si A est un sous-ensemble de E , on désigne par àA la frontière de A

(dans E ).

On désigne par ) la tribu borélienne de E et par

Ër. sa complétée universelle, et on identifie, comme d’ordinaire y
6

l’espace B(E) des fonctions n1wJériques boréliennes bornées sur E , au sous-es-

pace de fermé des fonctions nulles au point &#x26; .

On désigne par (resp. l’espace des fonctions numériques
continues sur ’E , à support compact (resp. nulles à l’infinie bornées).

On désigne enfin par ~(E) l’espace des fonctions numériques sur E , boré-
liennes bornées et à support compact.

1.1 Familles de noyaux .harmoniques. .

1.1.1 l Définition (~).
On appelle famille de noyaux harmoniques sur E , une famille 

noyaux (positifs) sur l’espace mesurable (E , (8~) ayant les propriétés suivantes:
Si U E ’U, V ~ U et U alors rv = % IV .

(1) Voir la remarque de l’appendice 2 (Ap 2.2) où est discuté le choix de cette
définition.
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(H~) Pour chaque U ~ la mesure est portée par OU (2) si

et .) si x  U .

(H) Pour chaque U ~ U et = 1 .

Les propriétés et (R-) permettent de noter sans ambiguîté l’inté-

grale dy) 03C6(y) , eu (p est une fonction universellement mesurable et

bornée sur et où xe?.

1.1.2 Famille de noyaux harmoniques associée à une axiomatique de.Brelot.

On se donne sur E (supposé connexe) un faisceau de fonctions continues satis-
faisant aux axiomes 1.2.3 de Brelot, et on pose (avec les notations de BRELOT [2])
pour tout U ~ U et f e C(E) :

La famille ainsi définie, satisfait aux propriétés (Hl) et H2) (voir
BRELOT [2J, pages 84 et 11)) ; elle satisfait aussi (H3) si les constantes sont

harmoniques.

1.2 Famille de noyaux harmoniques d’un processus Markov.

1.2.1 Processus de Markov sur E .

On désigne par ce vocable un processus de Markov homogène:

à valeurs dans (J), normal ( x} = 1 pour

tout x e E~ ) , ayant toutes ses trajectoires continues à droite et absorbées Dar
le point c , et fortement markovien Par rapport à la famille (FXt)t0 de ses

-------~--------_....._------------....------------._---------------- 1118 ~ --Â -------~

(2) ôU désigne la frontière de U dans E .

(3) Voir, à ce sujet, [5J chapitre IV, et [6J : X n’est pas nécessairement un
processus canonique; Wc est Un élément de (2 tel que XO(Wt) = c , et pour

et une application de (2 dans (2 telle que Xt+h
pour tout h g 0 .
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tribus définitives (~).
Un temps d’arrêt par rapport à la famille (FXt) de tribus est appelé temps

d’arrêt de X .

Si r c E  on désigne par 4 (ou Or) le temps de sortie (5) de r pour le

processus X :

Si F ~ 03B2E , 03C3XF est un temps d’arrêt du processus X .

On dira que la trajectoire de 03C9 ~ Q est continue, si l’application t ~

est continue en tout point t E (0 , o~(~)( . On dira que X est continu s’il a

toutes ses trajectoires continues.

Le semi-groupe de transition de X est noté (N.) (6) (ou (N.) ) ~ le poten-
tiel et la résolvante correspondants, IL. (ou et (~) (ou (R~) ) respec-
tivement.

1.2.2 Répartitions de sortie d’un processus de Markov.

Soit X un processus de Markov sur E . Pour chaque x e E , r ~ 

(4) F" désignant la tribu sur Q engendrée par les variables aléatoires X

(s t), la tribu F. est obtenue en la tribu FXt+ = F! P’ les 
8

sous-ensembles des ensembles de FX , P -négligeables pour toute répartition ini-
tiale  .

On notera que É est identique à sa complétée universelle et que F. = f1 T"

pour chaque t  a , ce qui permet d’obtenir la mesurabilité des temps d rentrée
au moyen du théorème de projection des ensembles mesurables (voir chap. Il,
n° 4.7 et 5.1).

On notera aussi que ces tribus définitives ne sont exactement ni celles intro-
duites par MEYER (voir [14] , l 161 et [5]) puisque l’on complète F; et non Ft ,
ni celles considérées par DYNKIN (voir [11] n° 3.2.1)~ puisque la complétion de
F~ est faite par rapport à Fcv et non intrinsèquement.

(5) On notera que or désigne le temps de sortie de r , et non point le temps
de sortie de F après 0 qui sera noté ici 4

On rappelle la c onvention = o pour tout ~)~ 0 .

( ) On notera que (N") est un semi-groupe borélien, puisque X est supposé à

valeurs dans (E Ó ’ ll1: ) .à
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posons :

n; ainsi défini est un noya.u sur l’espace mesurable (E , appelé classique-
ment répartition de sortie de B (7) (pour le processus X) ; on notera couram-

ment 113 au lieu de É si confusion 

Pour chaque r E B(E) et x E E , on a

Etudions alors dans quelle mesure la famille de noyaux est une famil-

le de noyaux harmoniques sur E au sens du n° 1.1.1 :

La propriété (Hl) résulte de la propriété de Markov forte de X et de la rela-

tion av = i + 03C3V (, 6 (ou U eV ) (8). La relation .) = E:x si x f U

résulte de la normalité de X et de la relation U} e = o} . Enfin, en

vertu de la continuité à droite de X, quel que soit x E 

est portée par E’U .

On a, de plus, les résultats suivants relatifs aux propriétés et (H3) :

1.2.3 Propriété et continuité des trajectoires.

LEMME. - Supposons que le processus X soit tel que, pour P -presque tout
W E Q pour chaque x, la trajectoire de w possède une limite à gauche en

tout point t E (0 , 

Alors, pour que la mesure 4(x , .) soit portée par OU pour tous U E U

et x il faut et il suffit que X ait ses trajectoires PX-presque sûre-
ment continues pour tout x E E .

En outre, dans ces conditions, il existe un processus de Markov, continu, équi-
valent à X , et ayant mêmes répartitions de sortie.

(On trouvera une démonstration élémentaire de ce lemme en Annexe 1.)

(7) On aura soin de ne pas confondre la répartition de sortie de B , introduite
ici, avec les "Hitting distributions" de la littérature anglo-saxonne, qui sont
définies par la relation (1.2.1) eu le temps de sortie crB est remplacé par le
temps de sortie a~ après 0 .

(8) On rappelle la convention = 03C903B4 pour tout 03C9 E Q .
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Remarque 1. - Ainsi, l’existence de limites à gauche pour les trajectoires,

jointe à la condition (H 2 ~~ entraîne leur continuité. En vertu de ce résultat nous
considérerons, dans la suite, seulement des processus continus.

Remarque 2. - Si X est un processus continu, pour chaque U est un

noyau sur l’espace mesurable (E y S-) .

1 . 2 . 4 Propriété (l-L) et comportement à l’infini des tra.jectoires.

IEMME. - Soit X un processus de Markov continu sur E . Les propriétés sui-
vante s sont équivalentes s~ ’ Pour tout U E U et x e E ,

(H3~ Pour tout et x E E ,

(H!J) P -presque sûrement pour tout x e E, ~ est point adhérent à la tra-

jectoire de jj lorsque tf (t ~~(~))"
Si, de plus, pour tout 

lim Xt existe (dans Px-presque sûrement sur {1:E  + 

ces propriétés entraînent aussi que :

(HJ3° Px-presque sûrement pour tout x OE E , la trajectoire t ~ yt (03C9) de 03C9

est continue en tout t E (0 , + co( .
X possède alors la propriété de Blumenthal (autrement dit, est un processus de

Hunt).

Ces propriétés réclament une simple vérification, compte tenu des relations

et

~ù (g est une base dénombrable de la topologie de E continue dans U(E) , et où
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Aï(w) est l’adhérence (dans E6) de la trajectoire s -+ Xs(w) de w lorsque

s t t ( s  t) .

Remarque 1. - La propriété (H3) (pour le processus X ) est généralement expri-
mée en disant que les constantes sont harmoniques (pour le processus X ) . Gette

terminologie est évidemment justifiée par l’introduction des fonctions harmoniques

(n° 3,1 ,1) .

Remarque 2. - Ainsi, intuitivement, la propriété (H3) exprime, pour un processus

, continu, que, P -presqce sûrement pour tout x , les tra,jectoires ne peuvent pas
x

mourir en restant dans un compact de E . En particulier, si le processus continu

X admet un point absorbant dans E , la famille ne possède pas la pro-

priété (H3).
.

1 . 3 Temps moyens de sortie. Processus

1 .3 ,1 Temps moyens de sortie des ouverts pour un processus de Markov.

Soit X un processus de Markov sur E . 0n pose:

pour chaque Be ~BE et chaque x E E ( )

La fonction 3§ sur E , ainsi définie , est appelée le temps moyen de sortie de

B pour le processus X .

Si G est un ouvert de E , la continuité à droite des trajectoires de X en-

traîne que

Si B. et B 2 sont deux sous-ensembles boréliens de E ~ tels que Bi C B2 ’
on a, pour tout x E E :

(cette propriété résulte immédiatement de la propriété.de Markov forte de X et

de la relation  03C3B1 +03C3B2  6 =03C3B2).

( ) ou encore B(X) , si aucune confusion n’est à craindre .
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1 .3.2 Processus induit sur un ouvert.

Soient

un proce ssus de Markov sur E (n~ 1.2.1) et G un ouvert de E .

On définit le processus induit par X sur G comme le processus tué au sortir

de G ~ autrement dit ( ) comme le terme

.ù

et

xG est un processus de Markov sur l’espace L C D G (au sens donné à ce voca-

ble au n~ 1.2.1)~ c ontinu en même temps que X .

Si est tel que U c G , on a évidemment

pour tout xeG .

1.3*3 Potentiels de Green et temps moyens de sortie.

Si G est un ouvert de E, désignons respectivement par (N~) le

’ n

potentiel, la réaolvante, et le semi-groupe de transition du processus 
X induit

par X sur G (n~ 1.3.2).

Si f est une fonction borélienne positive sur G , on a

De plus, en prolongeant le noyau RO à (E , ç) par 0 en dehors de G (ce

que nous ferons dans la suite) y cette relation subsiste pour tout x e E .

Si Gl et G2 sont deux ouverts de E tels que G2 ’ et si f est une

fonction borélienne positive sur E ,

(10) Voir à ce sujet [6J, ou [11] page 418.
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pour tout x E E

(même démonstration que pour la relation (~.3. ~~ ~ . En particulier, si U E U :

pour tout x E E (avec R~ = R~ ).
Par référence au cas newtonien, peut être appelé le noyau (ou potentiel) de

Green de l’ouvert G (par rapport au processus X ).

Ainsi, le temps moyen de sortie de G (pour X ) est identique au potentiel de
Green (de G ) de la fonction 1 .

1.4 Position du problème .
On considère un processus de Markov continu X sur E pour lequel les constan-

tes sont harmoniques (la famille de répartitions de sortie de X (nol.2.2)
est alors une famille de noyaux harmoniques sur E (n° 1.1.1 et 1 .2.2 à 1.2.5)) ;
on suppose que, pour chaque ouvert relativement compact U de E , la fonction 2§
(n° 1.3.1) est bornée et continue sur U .

On cherche alors à évaluer en termes du processus X , si possible au moyen de
son semi-groupe de transition, certaines propriétés de la famille de

noyaux harmoniques associée à X qui interviennent dans le cas d’une axiomatique
du problème de Dirichlet (n° 1.1.2) ; plus précisément, on étudie :
- dans la 2° partie, la forte fellerénéité des rt relation avec celle de la

résolvante de X ; résultats principaux aux n° 2.1.3y 2.1.7 et 2.2.1.
- dans la 3° partie, la résolution du problème de Dirichlet s

- fonctions harmoniques, caractère local, méthode alternée (n° 3.1 .2) ,
- conditions diverses de régularité des points frontière (n° 3.2.2) ,
- recherche d’ouverts réguliers (n° 3.3.2)~
- processus induit sur un ouvert régulier (n° 3.4.1).

- dans l’appendice 1 , on reprend le résultat classique de DOOB sur la convergence
stochastique à la frontière.

- enfin dans l’appendice 2, on montre comment la famille ( ~U ~ et la fonction ~
déterminent le processus X .

Historiquement, l’idée de calculer la valeur en x de la solution du problème
d.e Dirichlet en évaluant la. valeur moyenne de la donnée frontière aux divers points
d’atteinte de cette dernière pour une catégorie de trajectoires données au hasard
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à partir de x (formule 1.2.2, n° 1.2.2) est bien antérieure à la définition pré-
cise des proce ssu s de Markov et était déjà cormue, par exemple de LEVY et WIENER
avant 1930. DOGB a développé la théorie dans le cas du mouvement brownien ([7] ~
[8] et [9]), puis l’école de DYNKIN (GIRSANOV, FREJDLIN, SUR) dans
le cas des processus de diffusion canoniques et des processus fortement felleriens.
Tous ces résultats sont établis par DYNKIN dans son dernier livre ([11J, chapitres
12 et 13) dans le cadre le plus général.

Notre objectif ici est de reprendre ces résultats, de les prolonger, et de les

présenter de façon autonome (11), en particulier indépendante de la théorie des
fonctions excessives, en travaillant avec l’hypothèse de forte fellerénéité des

noyaux harmoniques (ou de la résolvante voir la 2° partie) plut8t qu’avec des hy-
pothèses sur le semi-groupe.

Deuxième partie

Propriétés de forte fellerénéité
des n,oyau:x: de 1a résolvante .

201 Un premier résultat: Cas où ?~ = R f est continue bornée.

2.1.1 Noyaux f ortement felleriens.

Soient N un noyau (positif) borné sur (E ~ ~p) et G un ouvert de E . On

dira que N est fortement fellerien sur G ~ si la fonction Nf est continue sur 
,

G pour toute fonction numérique positive f sur E borélienne et bornée ( 12 ).
Si N est fortement fellerien sur E , on dira simplement que 1B1 est fortement

fellerien.

étant une famille de noyaux harmoniques sur E , considérons la proprié-
té suivante :

(F F) Pour tout U e ~.(E) ~ le noyau ) est fortement fellerien sur U .

Cette propriété est vérifiée si est associée à une axiomatique de Brelot

(11) Ni la connaissance du livre de DYNKIN ni celle de la théorie de HUNT ne
sont requisem .

( ) Nf est alors continue sur G pour toute fonction numérique positive f

sur E , universellement mesurable et bornée 9 voir l’annexe 5.
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sur E .(n~ 1.1.2). Comme elle joue un rôle important (voir la 3° partie) pour
l’étude des fonctions harmoniques, nous allons étudier d’abord son expression en

termes de semi-groupes.

2.1.2 Locale c ontinuité d’ un semi-groupe sous-markvien.

On dira qu’un semi-groupe de noyaux sous-markoviens sur E est loca-

lement continu s’il possède la propriété (C L) ci-dessous :

(C L) Pour toute fonction f E C~(E) ~ lim N. f(X) = f(X) uniformément sur tout

compact de E . 
K 

t~ 
t

On trouvera, dans l’annexe 2, diverses formes équivalentes de cette propriété.

2.1.3 Enoncé du théorème.

Pour une famille de noyaux harmonique associée à un processus de Markov continu

convenable, la propriété (F F) (n° 2.1.1) équivaut à la forte fellerénéité de la

résolvante :

THÉORÈME. - Soit X un processus de Markov continu sur E , pour lequel les

constantes sont harmoniques (n° 1 .2 .4) , et dont le semi-groupe de transition est
localement continu (n° 2.1.2).

On suppose, de plus, que la fonction = R~ 1 est bornée et continue sur

E . Alors, les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(F F) Pour chaque U E U(E) , le noyau i§ r est fortement fellerien sur U.

(FF’) Le noyau potentiel R~ 0 est borné et fortement fellerien (sur E ).

(F F") Pour chaque X &#x3E; 0 , le noyau R~ est fortement fellerien (sur E ) o

Remarque 1. - Toutes les hypothèses ne sont pas indispehsables pour établir cha-
cune des implications dans la conclusion ; pour plus de détails,
voir les résultats partiels énoncés au cours de la démonstration (n° ~. ~ .4 à 2.1.7).

Remarque 2. - Le semi-groupe construit par MEYER dans [3] (théorème 3, page 369)
satisfait aux hypothèses du théorème précédent.

Remarque 3. - Sous les hypothèse-s du théorème, si le processus X possède la

propriété (F F )~ la fonction ~~ est bornée et continue sur U pour tout 

ainsi que cela résulte de la relation 7~ = ~ - II ~~ (n~ 1.3*1)*

La démonstration de ce premier théorème va reposer, pour la relation
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sur le caractère surharmonique du potentiel R~ f (f E B(E) ) , pour la relation

(F F’ ) ==&#x3E; (F F") sur l’équation résolvante ; enfin, pour la relation

(F F") ===~&#x3E; (F F) sur la méthode d’adjonction d’une variable temporelle indépen-

dante du processus, méthode déjà utilisée par MEYER dans [14].

Ces résultats partiels peuvent être présentés comme suit :

2.1.4 Surharmonicité des potentiels Ra f (f E B(E) ) .

Soient X un processus de Markov, et f une fonction borélienne et

positive sur E . Alors :

(1) Pour tout x E E et U ~ U(E) , 
(2) Si, de plus, f est. bornée et si x ~ E est tel que Ra r(x)  + 00 ,

~~(x)  + 00 pour un voisinage W de x, et = 0 , alors

En effet, on a ~n° ~ e~.3, relations 1.3.2 et 1.).4) :

d’cu la propriété (1) . Pour montrer la propriété (2) , considérons une suite dé-

croissante (U ) de voisinages de x appartenant contenus dans W , et

tels que. = {x} ; puisque Ra f(x)  + , on a,
n

d’où le résultat, d’après le théorème de Lebesgue, puisque

2~1.5 (x E E), continuité de s trajectoires et har-

monicité d~s constantes.

IEMME. - Soit X un processus continu sur E pour lequel les constantes sont

harmoniques. Alors
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En effet, d’une part l’harmonicité des constantes (lemme 1.2.4, condition (H3"))
et la continuité des trajectoires entraînent que

P -presque sûrement pour tout x e E 0

D’autre part, 0 = 0 P 
x -presque sûrement, par définition de 

Enfin, d’ après la propriété de Markov forte de x , on a :

d’où le lemme annonce. 
,

Remarque. - Intuitivement, le lemme précédent signifie qu’un processus de Markov

continu, qui ne saute pas immédiatement au point 6 (ce qu’assure Itharmonicité

des constantes), ne peut stationner en un point x, car il ne serait pas marko-
vien au moment de "décoller" de x .

2.1.6 Soit X un processus de Markov continu pour lequel les cons-

tantes sont harmoniques, et la fonction est bornée et continue sur E .

Alors, ~-

En effet, si la fonction lg = Ra 1 est bornée sur E , Ra f est bornée pour

toute fonction f e B(E) , et U est bornée pour tout U e tt . 
. 

En vertu del’har-

monicité des constantes et des leinmes 2.1.4 et 2.1.5, on a donc, pour f ~ B(E) ,
f ~ 0 ~ et x e E ,

Il en résulte que ; si chaque FL est fortement fellerien sur U ~ Ra f est

semi-continue inférieurement pour tout f e B(E) , f ~ 0 . Prenons alors feB(E)
telle que on a

d’où la continuité de Ro f en vertu de celle de R~ 1 (14).

Enfin, 1 ’ équation résolvante

(13) La relation (F FI) ~ (F F") est satisfaite pour n’importe quel pro-
ce ssus de Markov.

(14) Si la somme de deux fonctions semi-continues inférieurement est continue ,
ces fonctions sont aussi continues.
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(f E B(E) , X &#x3E; 0) montre que

C. Q. F.D.

2.1.7 (F FU) ~ (FF) : adjonction d’une variable temporelle indéendante

du processus.

Désignons par ~ la mesure sur R+ de densité S : ~(dt) = dt ; et soient

U E U(E) et f E B(E) . Nous allons approcher

par

en faisant tendre 03BB vers l’infini.

Remarquons d’abord que

donc , s , 03C9 ~ 03B8s (03C9) étant (BR fi9 F)-mesurable sur R x (2 , puisque
+

l’est, il en e st de même de s , c~ i ~ ~ 8 ~ c~~ ~ pour tout $ F -mesurable sur (2;

hÀ(x) est donc bien défini, et on a :

(15) La relation R, f(x) + ÀRO Rx f(x) = Ra f(x) est satisfaite pour chaque
fonction borélienne bornée positive telle que Ra f{x)  + 00 .
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d’ après la propriété de Markov (en particulier, si R, est fortement fellerien,

h e st continue) 0

Evaluons maintenant

donc, puisque o~(~) ~ entraîne que

En majorant l’intégrale du second membre par

et en utilisant la propriété de locale uniformité des temps de sortie (annexe 3,

relation A.3.2)~ on obtient la convergence uniforme locale sur U de h~ vers

FL f lorsque Â. tend vers +  , sous la condition de locale continuité (n°2 .1.2)

du semi-groupe 

Enfin, en remarquant que % f ne dépendante sur U , que des valeurs de f

sur on peut supposer f , donc 03A0U. f , à support dans Û; on est conduit au

résultat, suivante qui permet d’achever la démonstration du théorème 2.1.3 :

THÉORÈME. - Soit X un processus de Markov continu sur E , dont le semi-

groupe de transition est localement continu. 

Alors, pour que X possède la propriété (F F) (n° 2.1.3), il suffit qu’il

possède la propriété suivante :

(F Pour tout À &#x3E; 0 ~ et toute fonction f E B K (E) (16), R~ f est 

fonction continue.

Remarque. - On pourrait systématiser la méthode employée ci-dessus en introdui-
A

sant un nouveau processus de Markov X obtenu à partir du processus

en posant :

( 16 ) Vcir le § 1.0.
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Nous n’utiliserons pas le processus X ici (voir à ce sujet [14] , 1° partie, §3).

2.1.8 Application du théorème. 2.1.7 : Cas des processus fortement felleriens.

C onf ormément à la terminologie employée par l’ éc ole de DYNKIN 

page 90) , un proce s sus de Markov sur E e st dit fortement fellerien si, pour cha-

que t &#x3E; 0 , le noyau NXt est fortement fellerien (sur E ). Alors, pour chaque

X&#x3E;0 ~ le noyau est aussi fortement fellerien, et le théorème 2.1.7 admet le
corollaire immédiat suivant (voir à ce sujet [11] , n° 13.3, page 533) ?

THEOREME. - Soit X un processus de Markov continu et fortement fellerien sur

E ! dont le semi-groupe de transition est localement continu.

Alors, pour tout U E U(E) ~ le noyau rt est fortement fellerien sur U.

Remarque 1. - On notera qu’intervient comme hypothèse, en plus de la condition
(M) (voir l’annexe 2) , la condition (Ml) qui n’apparaît pas dans les énoncés de
DYNKIN (théorèmes 13.1 et 13.2 de [11]).

Cette divergence provient de la démonstration du lemme sur la locale uniformité

des temps de sortie (annexe 3 et lemme 13.2 de C ~ ~~ ~ 9 chez DYNKIN, ce lemme repo-

se sur le lemme 6.3 de [10] (page 149), lemme pour la démonstration duquel il nous

semble difficile de se passer de la condition (voir les annexes 2 et 3) .

Remarque 2. - Ainsi que le montre l’exemple du mouvement uniforme sur R ~ un

processus de Markov peut posséder une résolvante fortement fellerienne (propriété
(F F")) sans être fortement fellerien.

2.2 Cas où le noyau otentiel est continu (R~(C.-) CC).

2.2.1 Enoncé du théorème.

Le théorème 2.1.3 exige que le noyau potentiel RC soit borné. Cette condition
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est satisfaite, par exemple, dans le cas où X est le processus induit (no 1.3.2)

par le mouvement brownien sur un ouvert borné de Rn 3). Par contre y elle ne

l’est évidemment pas pour le mouvement brownien (sur Rn ) lui-même. D’où l’utili-

té, pour assumer ce dernier cas, de remplacer l’hypothèse sur par une autre

hypothèse plus locale, par exemple c C . Ceci nous conduit au deuxième ré-

sultat suivant :

THÉORÉFIE. - Soit X un processus de Markov continu sur E (n° 1.2.1) pour

lequel les constantes sont harmoniques et dont le semi-groupe de transition est

localement continu. On suppose, de plus, que le noyau potentiel ËQ est continu

(R~(E)) cc(E)) (17).
Alors, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(F F) Pour tout U E U(E) , le noyau 1~ est fortement fellerien sur U

(n~ 2.1.1).

(F F~) Pour tout X &#x3E; 0 , et toute fonction f E ~(E) ( )~ RÀ f est une

fonction continue.

La démonstration de ce théorème va reposer sur les lemmes qui ont conduit au

théorème 2.1..,~9 ainsi que sur le suivant, qui permet de se ramener au processus

induit sur un ouvert relativement compact.

2.2.2 Régularité de s temps moyens de sortie de s ouverts relativement com-

pacts et continuité du potentiel.

IEMME. - Soit X un processus de Markov continu sur E , ayant la propriété

(F F), et tel que le noyau potentiel RX0 soit continu. Alors, pour tout 

la fonction est bornée et continue sur U .

Soit, en effet, U e et f e C~(E) telle que 0 ~ f~ 1 , et f(x) = 1

pour tout x E U . On a (n° 1.3.3, relation 1.3.4) :

puisque t  03C3U entraine que Xt ~ U, donc que f(Xt) = 1 .

(17) Remarque analogue à la remarque 1 suivant le théorème 2.1.3’

( 18) Voirie §1.0.
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le résultat, puisque Ra f étant localement bornée, FL- Ra f est continue

sur U, et 

2.2.3 Soit X un processus de Markov continu pour lequel les cons-

tantes sont harmoniques et le noyau potentiel R~ continu. Alors

En effet, supposons que X possède la propriété (F F), et soit f E 

Si U le processus xU , induit par X sur U , satisfait aux hypothèses
du lemme 2.1.6 ; donc, d’après ce lemme, est continue sur U . On en déduit,
par considération d’une suite (U ) croissant vers E , que

est semi-continue intérieurement sur E . Il existe donc une suite croissante (g )
de fonctions de C+K(E) telle que R03BB f = sup gn ; d’ou on déduite d’après la con-’ 

n .

tinuité de que 
’

est aussi semi-continue inférieurement. L’équation résolvante

montre alors, toujours compte tenu de la continuité de que la fonction RA f

est continue si f E C+K(E). Si, maintenant, f est seulement dans B+K(E), il
suffit, pour conclure~ de considérer g ~ C~(E) telle que g ~f et d’ écrire

Compte tenu du théorème 2.1.7, le théorème 2.2.1 est ainsi complètement établi.

2.2.4 Une condition suffisante de continuité du potentiel.

Le lemme suivant fournit, en quelque sorte, une réciproque au lemme 2.2.2 :

IEMME. - Soit X un processus de Markov continu sur E , ayant la propriété
(F F) , ainsi que la propriété suivante : Il existe une suite croissante (U )

(19) Voir la note (15) au 
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dl ouverts relativement compacts telle que E = U Un , et mu est continue bor-
n n

née pour tout n , et une suite croissante (fn) de fonctions de C+K(E) telle

que 1 = sup f , et Ra f est finie continue pour tout n .

~ 
n n

Alors, Ra f est continue pour tout f E C+K(E) .
(Démonstration conjuguant les arguments utilisés pour établir les lemmes 2.2.2

et 2.2.3 ci-dessus.)

Troisième partie

Fonctions harmonique.
Problème de Dirichlet et régularité des points frontière.

3.1 Fonctions harmoniques associées à une famille de noyaux armoniques ; carac-

3.1.1 Définitions.

Soient une famille de noyaux harmoniques sur E , et G un ouvert de

E . On dit qu’une fonction numérique f , définie dans G , est harmonique dans
G (par rapport à la famille (FI.) ) si elle est universellement mesurable et lo-

calement bornée et si, pour chaque U ~ U tel que U c G ,

A cause de la propriété (H2) de la famille ( I~ ~ 9 on peut considérer Du comme

un noyau sur (G ~ 0~) ~ et la relation (3.~~) entraîne alors que FL f(X) = f(x)
pour tout x E G .

La propriété (H) de la famille signifie que les fonctions constantes

s ont harmonique s ( n° 1.2 .4 ~ remarque 1).

La propriété (Hl) entraîne que, si f est universellement mesurable et locale-

ment bornée, e st harmonique dans U.

Si la famille (H ) de noyaux harmoniques possède la propriété (F F) (autrement
dit (n° 2.1.1)~ si le est fortement fellerien sur U pour tout Ue U(E) ) ,
alors toute fonction harmonique est continue.

Si f est harmonique par rapport à la famille de noyaux harmoniques as-
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sodée à un processus de Markov (continu) X , on dit que f est harmonique par

rapport à X .

3*1.2 Caractère local de l’harmonicité.

Une famille noyaux harmoniques sur E étant donnée, on peut asso-
cier à chaque ouvert G de E l’espace vectoriel K., des fonctions harmoniques
sur G (par rapport à la famille (II-) ). Il se pose alors le problème de savoir
dans quelle mesure la famille ouver t d e E 

satisfait au premier axiome de
BRELOT (voir [1] , page 61) .

Le caractère héréditaire à gauche est clair.

La condition ? c C(G) pour tout G est satisfaite si la famille (r1J) pos-

sède la propriété (F F) 2.1.1).

’Enfin, le caractère local est respecté dans le cas des fonctions harmoniques
d’un processus de Markov continu, conformément au théorème suivant :

THEOREME. - Soient X un processus de Markov continu sur E pour lequel les

constantes sont harmoniques, et G un ouvert de E. Pour qu’une fonction numé-

rique f continue sur G soit harmonique dans G y il faut et il suffit que

chaque point de G possède un voisinage ouvert dans lequel f est harmonique.

On peut déduire ce théorème d’un résultat de SUR sur le caractère local des .

fonctions excessives (voir [17]).

Noue allons reprendre ici (voir le n° 30 1 .4) la démonstration (2°) de en

dégageant au préalable la méthode alternée sur laquelle elle repose :

3.1.3 Propriété de en fonction de et 

méthode alternée. 
1 2 1 2

étant une famille de noyaux harmoniques sur E , la possibilité de
calculer 03A0U1U2 en fonction de IL. et 03A0U2 par la méthode alternée s’exprime

par la propriété suivante :

(H4) Si Ul E U(E) , U2 ~ U(E) , et si f est une fonction borélienne bornée

sur E , dont la restriction à OU. u àU2 est continue, alors,

pour tout xeE .

(2°) L’harmonicité des constantes, jointe à la continuité de X , remplace ici
la propriété de Blumenthal postulée par SUR.
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On peut alors énoncer :

Soit X un processus de Markov continu sur E pow lequel les

constantes sont harmoniques. La famille de noyaux harmoniques asso-

T 
ciée à X possède la propriété (H4).
Pour établir ce théorème, définlssons une suite croissante (Tn) de temps d’ar-

rêt du processus X en posant :

(T2 est le premier instant de sortie de U2 après Tl = 03C3U1 , etc.).
1

D’une part, à cause de la continuité des trajectoires du processus X , on a :

D’autre part, si T 1 = T + 4T , on a, pour x E E ,
n n 

1 n

d’après la propriété de Markov forte de X ;

puisque 03C3E}px{03C3U 03C3E} = 1 , d’après l’harmonicité des constantes et

la re lati on 
,

On en déduit que 
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pour tout p ~ 0 , donc, par récurrence sur p 9 que

La relation (3.1.2) est alors conséquence de la relation aU = sup compte te-
n

nu de l’harmonicité des constantes, et de la continuité de X et f.

C Q. F. D.

3*1*4 Démonstration du théorème 3*1-2*

Le théorème 3*1*2 peut être déduit du théorème 3*1*3 comme suit: on se ramène

d’abord sans difficulté à montrer que si f, définie sur G. u G2 , est harmoni-
que dans G. et dans G~ ~ f est aussi harmonique dans G. u G~ = G .

Supposons donc que f soit harmonique dans Gl et dans G2’ et soit U E U(E)
tel que Ü C Gl u G2 . Il existe deux ouverts Ut et U2 de U(E) tels que

~ C Gi (i = 1 , 2) et U = Ul u U2 . L’harmonicité de f dans Gl et dans G2
entraine alors (par récurrence sur p ) que

pour tout x E G ;

donc aussi que

pour tout 

d’ après la relation (3~2) (théorème 3.1.3).

F. D.

3.2 Résolution du robléme de Dirichlet ; régularité des points frontière.

3.2.1 Position du problème : propr_iété (H5) et unicité de la solution.

Soient (03A0U) une famille de noyaux harmoniques sur E, (p une

fonction numérique continue sur OU . Une solution du problème de Dirichlet sur U

(relatif à la famille correspondant à la donnée frontière 03C6 est une fonc-

tion f définie et continue sur U , harmonique dans U, et prolongeant 03C6 .

Pour étudier l’unicité d’une telle solution, introduisons la propriété suivante s

(H5) Pour tout U et toute suite (U ) d’ouverts croissant vers U,
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pour tout x E E et toute fonction f E 

On a alors le théorème d’unicité :

THÉORÈME. - Soit (IL.) une famille de noyaux harmoniques sur E ayant la

propriété (Hj ci-dessus. Alors, si U E et 03C6 E C (ôU) , il existe au plus
une solution du problème de Dirichlet sur U correspondant à la donnée frontiè-

et on a, si f est une telle solution,

pour tout XE U .

Démonstration immédiate en considérant une suite (U ) d’ouverts de U(E) crois-

sant vers U et te lle que Un c U pour tout n .

En outre ~ 
.

LEMME. - La propriété (H5) est satisfaite pour la famille ( l~ des réparti-
tions de sortie d’un processus de Markov continu X pour lequel les constantes

sont harmoniques.

En effet, la continuité de X entraîne d’abord que aU = sup puis le ré-U 
n n

sultat, puisque  Op) =1 en vertu de l’harmonicité des constantes.

3.2.2 Diverses conditions de régularité des points frontière d’un ouvert.

Le théorème 3.2.1 ramène la recherche d’ une solution du problème de Dirichlet

(relatif à la famille (~-~ ~ à l’étude du comportement à la frontière de U de

la fonction 03A0U 03C6 .
Conformément à la terminologie classique sur ce sujet (voir BRELOT ~2~ ~ 4°partie

n° 29, page 114), si U E nous dirons qu’un point a E OU est régulier

pour U (par rapport à la famille de noyaux harmoniques sur E ) si s

Pour tout 

Lorsque la famille est associée à un processus de Markov continu X (nol.2.2),
une expression probabiliste de la régularité du point a E OU a été introduite

par DOOB (voir [17]) dans le cas du mouvement brownien, puis étudiée par GIRSANOV

et [11] n° 13.6, page 536) dans le cas de s proce ssus f ortement felle-

riens. Cette condition’ récrit :

(~~ ) (R D) : Régularité Dirichlet.
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(où = inf{t 1 0  t  U} ). Cette condition exprime que
les trajectoires issues de a presque sûrement ne rentrent pas immédiatement dans

U , ou plus exactement, si elle s rentrent dans U , elle s en re ssortent très vite.

Ceci conduit à considérer la troisième condition suivante :

condition qui exprime, puisque est le temps moyen de sortie de U

pour les trajectoires issues de x, que les trajectoires issues d’un point de U

voisin de a sortent, en moyenne, très vite de U. Mais (voir le n° 1 .3.3) , mu
est aussi le potentiel de Green (pour l’ ouvert U ) de la fonction 1 , de telle
sorte que la condition (R G) a aussi une interprétation analytique, et occupe na-
turellement de ce fait une situation intermédiaire entre (R D) purement analytique
et (R P) purement probabiliste.

Le théorème suivant confirme les considérations intuitives précédentes en affir-
mant que, pour des processus de Markov convenables, les trois conditions de régu-
larité sont équivalentes :

THEOREME. - Soit X un processus de Markov continu sur E , pour lequel les

constantes sont harmoniques (n° 1 .2 .4) , et le semi-groupe de transition locale-
ment continu (n° ~.1.2~ .

On suppose de plus que la famille (IT~) possède la propriété (F F) (n° 2.1.1),

et que, pour chaque U E la fonction ~ (n~ 1.3’L) est bornée et conti-
nue sur U .

Alors, si U E U(E) et a E àU , les trois propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

Pour 

( 0~ ) (R P) : Régularité Probabiliste.
( ~) (R G) : Régularité potentiel de Green.
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Remarque. - Sous les autres hypothèses du théorème, l’hypothèse selon laquelle

~ est bornée et continue sur U , pour chaque U ~ est satisfaite si JIÇ
e st bornée et c ontinue ( cas du théorème 2 .1.3 ~ voir la remarque 1 , n° 2, Z . ~) , ou

si le potentiel est continu (cas du théorème 2.2.1, voir le lemme 2 .2.2) , ou
enfin seulement s’il existe une suite (U ) croissant vers E d’ouverts de U

pour le squels la propriété e st satisfaite.

Nous allons décomposer la démonstration du théorème énoncé selon les étapes sui-
vante s (voir le n° 3.2.7) :

THEOREME ( ). - Soit X un processus de Markov continu pour lequel les cons-

tante s sont harmonïaues et le semi-groupe de transition localement continu.

Si U E et a E oU sont tels que

alors

pour toute fonction numérique 03C6 définie sur universellement mesurable,
bornée et continue en a .

En effet, on a, si a&#x3E;0 et x e U ,

e &#x3E; 0 étant donné, choisissons a &#x3E; 0 tel que

pour ( a) ,

ce qui est possible en vertu de la continuité de y en a . La première intégrale
est majorée par 8, et la deuxième par 2||03C6 || ‘ P {X E (a)} . 03C6 étant bornée,

( ) Voir DYNKIN [11], théorème 13.3, page 536, avec la même remarque sur la di-
vergence des hypothèses qu’au n° 2.1.8.

(25) Voir aussi le n° 3.2.8 ci-dessous.
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il suffit donc de montrer que

Or, si u &#x3E; 0 ~

Donc, pour x E Ba/2(a) n U ,

le résultat, y puisque, l’hypothèse sur X entrainant la locale uniformité des

temps de sortie (annexe 3, relation A.3.1), on a

d’une part, et d’autre part,

pour chaque u &#x3E; 0 ,

d’après l’hypothèse (R G). ( Intuitivement, ce dernier argument, basé sur~ la rela-

tion (3.2.1), peut être illustré en disant que les trajectoires partant d’un point
x de U voisin de a ont beaucoup de chances de sortir vite de U à cause de

la condition (R G) de régularité de a, et alors de sortir près de a , d’après
la locale uniformité qu’exprime la relation 

LEMME (~~) . - Sous les hypothèses du théorème 3.2.2, si U E U(E) et a E ôU ,
(R D) ==&#x3E; (R G) (27).
En effet, soit W ~ U(E) tel que U ~ W ; on a (n° 1 .3.1) ,

(26) Voir le n° 3.2.8.

(27) La. locale continuité du semi-groupo de transition de X n’intervient pas
ici. 

’ 

.
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d’où le résultat, puisque mw est continue sur W , donc sur OU .

IEÎ."fl4E (~~) ..o Soit X un processus de Markov continu pour lequel les constan-

tes sont harmoniques, et tel que , pour tout x ~ E , il existe un. voisinage ou-

vert W de x pour lequel ~(x)  + 00 . Alors, si Ue U(E) et ae ÔU~
(HG) o (RP) .

En effet, supposons que

Pour montrer que = a} = 1 , il suffit d’établir que u &#x3E; 0 et g &#x3E; 0

étant arbitraires, Pa{03C30Uu}  1-~.
Donnons-nous donc u &#x3E; 0 , E &#x3E; 0 , et aussi ~ &#x3E; 0 . D’une part, d’après l’hy-

pothèse (R G) , il existe un voisinage V de a tel que,

pour tout x E V nU;

d’autre part, d’après l’hypothèse de bornitude sur les espérances des temps de
sortie des ouverts, et le lemme 2.1.5, il existe un voisinage W de a tel que

W ~ V , et

Remarquons alors que :

d’où

d’après la propriété de Markov forte de X ,

d’après la. re lati on ( 3 . 2 . 2 ) ,
_ -_.______ _ 

__ _ . 

~ 
. ,

, (28) Voir le n° 3.2. 8 ; voir aussi DYNKIN [ 11] n p 13.9.
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d’après la relation (3.2.3) j d’eu le résultat en choisissant ~ tel que

3.2 .6 (fl P) xi&#x3E; (é,_fi),, ; utilisation de la méthode d’adjonctign d’une varia-
bl£ temporelle indépendante du processus X n° 2,1 .7 .

THÉORÈME (29). - Soit X un processus de Markov continu pour lequel les cons-
tantegs Sont hagrmoniques. 0n suppose que, pour tout 03BB &#x3E; a , et toute fonction
f E BK(E) , R§ 1 est une fonction continue (propriété _(.à_,gj) , n° 2.1.7), et

pour chaque U E la fonction ’~~Tj est bornée.

Alors, si U E U(E) et a E ôu

En effet, nous allons montrer que, sous les hypothèses faites, la fonction
x - est bornée et semi-continue supérieurement sur E . Le résultat cher-

ché en découlera, puisque (R p) entraîne que = 0 , et que a§1
pour tout x E E .

Rappelons, d ’ ab°rd , que, lorsque S décroit vers ° en re Stant &#x3E; ° , S + 03C3U. e s
décroit vers 03C30U . Donc, pour chaque t &#x3E; 0, t/A + aU c et/A décroit vers 03C30U
lorsque X croit vers + 00 .

Nous allons qpprocher Exl aÉl par

D’une part,

et

donc , puisque ||U| |  par hypothèse ,

(29) Voir le n° 3.2.8.
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d’après le théorème de Lebesgue.

D’autre part,

Il en résulte, puisque U ~ BK(E), que g03BB est une fonction continue , d’après
(F d’où la semi-continuité supérieure cherchée de inf g~ ~ et le théorème

3.2.6. 
~

3.2.7. - Pour déduire du théorème précédent l’implication (R P) =&#x3E; (R G)
du théorème 3.2.2, il suffit de se placer sur un ouvert W E U(E) contenant U :

le processus induit par X sur W , satisfait aux hypothèses du lemme2.1.6,

donc, d’après ce lemme, a la propriété (F F")~ et on conclut grâce au théorème

3.2.6 appliqué à X .

Les implications (R G) ~&#x3E; (R D~ , (R D) =&#x3E; (R G) et (R G) =&#x3E; (R P)
résultant respectivement des n° 3.2 .3, 3.2.4 et 3.2.5~ le théorème 3.2.2 est ainsi

établi.

3*2.~. - On notera que l’on pourrait remplacer dans les numéros 3.2.3, 3.2 .4,

3.2 .5, 3.2.6 la propriété (R G) par la propriété suivante :

(qui est impliquée par (R G~ ~ , et supprimer des hypothèses toutes conditions de
bornitude portant sur les ~ (U E U(E)).

Pour adapter à ce cas la démonstration du théorème 3.2.6, il suffit d’y rempla-
cer la fonction x -&#x3E;E {o~} par la fonction ( u &#x3E; 0)(voir à ce

sujet DYNKIN lemme 13.1~ page 531) .

3.2.9 Caractère local de la régularité des points frontière.

THÉORÈME. - Sous les hypothèses du théorème 3.2.2, soit U E Pour qu’un

point a E NJ soit régulier pour U ~ il faut et il suffit qu’il existe un voi-

sinage ouvert W de a tel que a soit régulier pour U n W .
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Ce résultat découle de la relation (R D) ==&#x3E; (R P~ ~ puisque

pour tout voisinage W de a 9 en vertu de la continuité à droite des trajectoi-
re s de X .

3.3 Construction d’ouverts réguliers.

3.3.1 Position du problème..

Si la famille de noyaux harmoniques sur E est associée à une axiomati-

que de Brelot sur E (n~ 1.1.2) y il existe, par hypothèse (deuxième axiome) , une
base de la topologie de E formée d’ouverts réguliers (3°).
Dans l’esprit du présent travail, on peut se proposer de chercher dans quelle

mesure le fait, pour une famille (I1;) de noyaux harmoniques sur E , dttre as-
sociée à un processus de Markov continu (n° 1.2.2) entraîne l’existence de suffi-
samment d’ouverts réguliers.

Le théorème suivant donne vne première réponse à cette question :

3.3*2 THEOREME. - Soit X un processus de Markov continu sur E satisfai-

sant aux hypothèses du théorème 3"2.2. Soient, par ailleurs~ G un ouvert de

E , et K un compact contenu dans G. Pour qu’il existe un ouvert régulier
U e tel que K c U c G , il faut et il suffit que la condition suivante

soit satisfaite :

(0 R) Il existe deux ouverts V et W de U(E) tels que

pour tout x E K et y~ 

3.3.3 Démonstration du théorème 3.3.2.

Elle va reposer sur la considération des lignes de niveau des fonctions 

La condition est évidemment nécessaire, en vertu de la propriété (R G) des points

(3°) Conformément à la terminologie classique, un cuvert U est dit ré-
gulier si tout point a e OU est régulier pour U au sens introduit au n° 3.2..2.
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frontière d’un ouvert régulier U tel que K c U c G (n° 3.2 .2) , et du fait que
&#x3E;0 pour tout x EU.

Pour montrer qu’elle est aussi suffisante, désignons par p un nombre &#x3E; 0 tel

que &#x3E; 03B2 &#x3E; 7u (y) pour tout x E K et y ~ ~V , et posons

U E par définition de p, puisque

- 

Il en résulte que = J3 pour tout x E ~U . Soit alors a E ~U . Puisque

on a, si 

puisque, d’après l’harmonicité des constantes, X 
~ 

E OU P 
x -presque 

sûrement.

D’ où le résultat en faisant tendre x vers a d’après le théorème 3.2.2.

3.3.4 Cas d’une base d’ouverts réguliers.

En particulier, en prenant K = {a} (a E E) dans le théorème 3.2 .2 , on peut
construire une base d’ouverts réguliers moyennant la propriété de maximum suivante;

THEOREME. - Soit X un processus de Markov continu sur E satisfaisant aux

hypothèses du théorème 3.2.2. Supposons que X possède la propriété suivante :

(0 R’) Pour tout a E E , et tout ouvert G contenant a ~ il existe deux ou-

verts V et W de U(E) tels que a e V C V C et #(a) &#x3E; ~(y) pour

t out y E àV .

Alors, il existe une base d’ouverts réguliers (par rapport à la famille (n") ),

3.4 Processus induit sur un ouvert régulier.

3.4.1 Le processus induit est un processus de Feller.

1 11

THEORE:ME. - Soit X un processus de Markov continu sur E , satisfaisant aux

hypothèses du théorème 3.2.2.
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Alors, si 1’ ouvert U E ti(E) est régulier, le processus XU induit par X

sur U est un processus de Feller (’1).
En effet, d’une part, en vertu du lemme 2.1 .6, pour chaque À. ~ 0 le noyau ré-

solvant ~ de X est fortement fellerien sur U. D’autre part, la relation

montre que, compte tenu de la régularité de U et du théorème 3.2.2, 

pour tout f E B(U). Donc, d’après l’équation résolvante

RU applique Co(U) dans pour tout ~, &#x3E; 0 .

Le théorème annoncé résulte alors de l’annexe 4 et du lemme suivant :

3.4.2 Une propriété de la résolvante d’un processus.

IEMME. - Soient X un processus de Markov sur E ~ g une fonction borélien-

ne bornée sur E et x E E tels que g est continue en x , et P~{0g~0153}=l .
Alors :

En effet, soient e &#x3E; 0 et W un voisinage de x tel que g(y) - g(x)) 1  8

pour tout y E W . On a

et le résultat cherchée compte tenu de la relation  + = 1 .

(31) Autrement ’ est un semi-groupe fortement continu de contrac-

fions de C..(U) .
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Append ice 1

Convergence stochastique à la frontière

et convergence des martingales.

Ap 1.1. - A c8té de la convergence à la frontière de 03A0U 03C6 vers (p repré-
sentée par la condition (R D) (n° 3.2.2), Inexistence d’un processus de Markov,
dont dérivent les noyaux harmoniques, permet de considérer une convergence presque
sûre sur les trajectoires, qui a été introduite par DOOB (voir [7]). Nous allons
donner ici une démonstration de ce résultat que l’on trouvera exposé, dans le cas

générale dans le livre de DYNKIN (voir chapitre 12).

Ap 1.2 THEOREME. - Soit X un processus de Markov continu sur E pour le-

quel les constantes son t harmoniques. Si U E et si ~ e st une fonction

borélienne bornée sur OU telle soit continue ( ~2 ) sur U, alors

P -presque sûrement pour chaque x 

La démonstration de ce théorème va reposer sur le théorème de convergence des

martingales grâce au lemme suivant s

Ap 1.3 Avec les notations et hypothèses du théorème précédent, po-
sons, pour et 

Alors, pour chaque x e U , (03A9 , F , Px , (Yt) t0) est une martingale bornée

dont les trajectoires sont continues à droite.

En effet, pour chaque la tribu FXt^03C3U sur 03A9 est formée 

tels que

(32) La théorie qui conduit à établir la continuité à droite p. s. des fonctions
excessives sur les trajectoires permet de supprimer cette hypothèse de continuité.
Nous la conservons ici car la démonstration du théorème est alors élémentaire d’une
part; et d’autre part elle s’ inscrit dans le cadre adopté ( propriété (F F) h~2.1.1).

(33) = 0 si = (ce qui ne se produit Px-presque sûrement
pas à cause de l’harmonicité des constantes).
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donc Yt est U -mesurable, d’après sa définition même.

Montrons que, pour chaque t ¿ 0, et 

la propriété de Martingale de (Yt) en résultera. Soi.t donc A E FXt^03C3U

d’après la propriété de Markov forte de X, puisque A n {aU&#x3E; t} E ~ ’ et
A n {03C3Ut} ~ FX03C3U ; d’où la rela:tion (Ap 1.1) et le lemme, puisque la continuité

à droite de résulte de l’hypothèse de continuité sur 03C6 et de celle

de X .

Ap 1.4. - Le théorème Ap 1.2 résulte comme suit du lemme Ap 1.3 s il résulte

d’abord du théorème sur l’existence d’une version standard pour une martingale

(voir par exemple à ce sujet [4], appendice l) que, P -presque sûrement,

existe pour tout tER;

donc, en particulier, lim YS existe Px-presque sûrement.
stau

Considérons alors une suite (U ) d’ouverts croissant vers U J et telle que

Un ~ U pour on a, CU == sup QU e t aU Px-presque p our
n n n

chaque n et x à cause de la continuité des trajectoires de X et de

l’ harmonicité des constantes.

D ’une part, en vertu de la propriété forte de Martingale (voir [4]~ appendice 2)~
on a
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Px-presque sûrement (34) ;

donc, d’après le théorème de convergence des martingales,

P -presque sûrement.

D ’ aù le résultat, puisque la continuité des trajectoires entraîne que

P -presque sûrement (x E U) ,

donc que Y est a( U F cr )-mesurable.
cru - -U 

U n U

~ 

C. Q. F.D.

Appendice 2

Unicité de la détermination d’un rocessus d,e Markov continu X

par les fmailles ( ) et ( XU).

Ap 2,1 . - La famille (~) des répartitions de sortie du processus X dé-

termine le comportement spatial du processus X , et la famille (~) la manière

dont (en moyenne) les trajectoires sont décrites dans le temps. On renvoie à l’ar-

ticle de GETOOR et McKEAN (cf. [3]) pour l’étude de l’ensemble des processus ad-
mettant une famille donnée de répartitions de sortie, et on va seulement montrer

ici comment la donnée des familles (rt) et (~) détermine entièrement le pro-

cessus X .

Ap2.2 Détermination d’une famille de noyaux harmoniques par sa restriction

à une base d’ouverts.

IEMME. - Une famille de noyaux harmoniques (f);)U(E) sur E, ayant les pro-

priétés (H4) (no 3.1.3) et (H5) (no 3.2.1)~ est entièrement déterminée par la

"&#x3E; au et sont des temps d’arrêt Par rapport à la famille Gt&#x3E; où

Gt = f (t j 0) ; cette famille est continue à droite en même temps que (Ù§)Aaj 
get Go = FX03C3 pour tout n .

Il U .

n n
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sous-famille où 8 est une base de la topologie de E contenue dans

U(E) .

Démonstration immédiate d’après les définitions.

Remarque sur la définition d’ une famille de noyaux harmoniques. - Nous avons dé-
fini (n° 1.1.1) une famille de noyaux harmoniques sur tous les ouverts relative-
ment compacts de E ~ parce que la f amille de s répartitions de sortie d’un proces-
sus de Markov est ainsi définie naturellement.

Dans l’axiomatique de Brelot, par contre, c’est la famille (03A0U)U~8 , où 8 est

une base d’ouverts (réguliers), qui est introduite naturellement par le 2e axiome.
Les propriétés (H4) et relient, par le lemme ci-dessus, ces deux modes de dé-
finition.

! 1

Ap 2.3 THÉORÈME. - Soient une famille de noyaux harmoniques, et
? une fonction borélienne bornée sur E .

Si V c U(E) est une base de la topologie de E , il existe, à une équivalen-
ce près, au plus un processus de Markov continu X sur E tel que rt == 11
pour tout U E V et = ~ . 

w

Remarquons d’abord que , d’après le lemme Ap 2 .2, on peut supposer que V = 

Remarquons ensuite que, le noyau R.. étant borné, l’ équation résolvante

permet de déterminer R. en fonction de Ra pour À  1 R0 (en inversant

2:. + 03BBR0 ) ; puis l’équation résolvante Rx + (2:. + p. - = R permet de pro-
longer cette détermination de proche en proche; de telle sorte que la résolvante

(R~)~O (donc aussi X à une équivalence près) est déterminée par R~ .
Il suffit donc de montrer que R~ est déterminé par la famille (~) et J~ ~

ce qui résulte du lemme suivant :

2.4 Soit X un processus de Markov continu sur E pour lequel
les constantes sont harmoniques et la fonction est bornée. Supposons que E

soit muni d’une distance p compatible avec sa topologie telle que, pour tout
8 &#x3E; 0 , la boule .

1 soit relativement compacte dans E (~~) , et posons, pour chaque 8 &#x3E; 0 , x e E

~~ 
-

(35) Sur tout espace il existe une telle distance.
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et r E 

II ainsi défini est, pour chaque e &#x3E; 0 , un noyau sur (E y (B~) ~ et on a

pour tout x e E et f e CK(E) .
En effet, ~ &#x3E; 0 étant donnée définissons l’application T~ de 03A9 dans, (0 , -t0153)

en posant :

s’il existe un tel t , et T8(W) = si non. En vertu du théorème de projec-
tion des ensembles mesurable (voir par exemple [5]~ chap. TE § 5, et 
T est un temps d’arrêt du processus X .

Définissons alors une suite croissante (T~n) de temps d’arrêt de X , en posant :

(si T (~)  o~(~) ~ Tn~1 (~) est le premier instant postérieur à Tn(w) ~ù la

trajectoire de w sort de la boule T ~(c~~) ).
n

En vertu de la continuité de X ~

Soit alors f = C..(E) ~ et x e E ?

En vertu des relations E  + 00} et sup T == et du théorème de Lebesgue,
la série 
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est absolument convergente, et on a

montrons que lim % (x) = Ra f(x) (x E E) . on a
c+ o

or, r) &#x3E; 0 étant donnée en vertu de l’uniforme continuité de f , il existe ~ &#x3E; 0

tel que

on a donc, si 

limhg(x) = Ra r(x) .
e~O

Il reste à calculer E {f(X )(T~ . - T~)} ."* T’C ~ P
P

d’après la propriété de Markov forte de X . Mais, d’une part,

d’autre part, si cp est universellement mesurable et bornée,

d’après la propriété de Markov.forte,
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puisque E y {~p(X ’p )} = n e (p(y) si y e E ~ et que X 
TE 

e E P 
x -pre sque sûrement

P
(x ~ E) en vertu de l’harmonicité des constantes et de la relative compacité de

Be (x) . On en déduit

et le résultat cherché.

C. Q. F. D.

Ap 2.5. - En remarquant qu’un processus de Markov continu X sur E est en-

tièrement déterminé (à une équivalence près) par les processus induits xYn où

(U ) est une suite d’ouverts croissant vers U (~~) , on étend le théorèmeAp 2.3
au cas où la condition est remplacée par ~ pour tout n , où,

n

pour chaque est une fonction borélienne bornée sur E (nulle hors de

Ap 2.6. - Il va sans dire que, avec les notations du théorème Ap 2 .3, pour
qu’il existe un processus continu X sur E tel que FL = n pour tout U ~ U(E)
et Y/§ = 7 , il faut que ()) et lll possèdent diverses propriétés.

En particulier, (H4) et pour (no 3.1.3 et 3.2.1)~ et pour ~ :
~. &#x3E; 0 pour tout x e E ;
- &#x3E; I1J pour tout lI E U(E) et x e U ;
- = lim FL. pour tout x E E ;

U~x 
"

(propriétés qui font de lfl un "potentiel" par rapport à la famille (I1J» .
Nous ne chercherons pas ici à construire le processus X à partir de (FL.) et

de  (voir à ce sujet MEYER [15]).

(36) En effet

(f E B(E) , x E E) .
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Annexe 1

Propriété (H2) et continuité des trajectoires
(démonstration du lemme 1.2.3)

La condition est suffisante, car la continuité de la trajectoire de 03C9 entraîne

(w) E ôU 

Pour montrer qu’elle est nécessaire , posons, pour chaque U 

et désignons par S une base dénombrable d’ouverts de E dans et par 0

l’ensemble des trajectoires continues (au sens précisé au n° 1.2.1). On a alors,
en vertu de l’existence de limites à gauche pour les trajectoires,

P -presque sûrement pour tout x E E .

Par ailleurs, par définition de 1~ , = EBÜ) pour tout U ~ U et

x EU.

Calculons alors P~(~~(A~) (U xe U , p~O) :

d’après la propriété de Markov ;

car y" U entraîne que a = 0 Py-presque sûrement y donc c 0 . Autre-

ment dit, est la mesure, portée par U , définie par v(r) = e 

D’où.la condition nécessaire cherchée.

Pour construire un processus équivalent au processus

ayant mêmes répartitions de sortie, il suffit de remarquer que, sous les condi-

tions énoncées, iùô e Q, et«(2) pour tout t &#x3E; 0 , 03A9 ~ FX et =1
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. 

~ 

pour tout x E E03B4 : le processus X obtenu, en restreignant 0 à 0, répond
donc à la question.

G. Q. F. D .

AnneXe 2

Diverses formes de la continuité locale d’un semi-groupe (37).

Soit un semi-groupe de noyaux sous-markoviens sur E .

Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(C L) est localement continu (no 2.1.2).

(C L’) Pour toute fonction f e lim Nt f(x) = f(x) , uniformément sur" 

tout compact de E .

(0 L") Pour tout B)- 0 , lim = 1 , uniformément sur tout compactE

de E .

De plus, ces propriétés sont équivalentes è la conjonction de

(M) Pour tout E &#x3E; 0 , lim EBB (x)) = 0 , uniformément sur tout compact
" 

de E , et

(Ml) lim =1 y uniformément sur tout compact de E .
" 

En effet, d’abord (C L) ===&#x3E; (C L") : soient K un compact de E , et e &#x3E; 0

assez petit pour que B (x) soit compact pour tout x e K . On recouvre K par

un ensemble fini B /.(x.) (l~ i ~n) de boules. Si x e K ~ il existe i tel

B.~(x_) ~ donc B~(x) D B~(x.) . Soit alors~ pour g. 
telle que 0 ~ g~ ~ L ~ = 1 pour y ~ B.~(x~) ~ et g~(y) = 0 pour

y ~ B~(x~) . On a, si x e B~(x~) ~

d’où on conclut que

uniformément pour x E K ,

en utilisant (M L).

(" ) Voir à ce sujet le livre de LOÈVE [13], page 624.
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Ensuite (C LU) ==&#x3E; (CL’) ~ à cause de la relation :

Enfin, (C -&#x3E; (C L) et (C =&#x3E; (M) et sont immédiates.

C. Q. F. D.

Annexe 3

Locale uniformité d.es temps de sortie o

Soit X un processus de Markov continu sur E dont le semi-groupe

de transition e st localement continu (n° 2.1.1). Alors, pour tout ouvert G de

E et tout compact Kc G , on a :

(A.3.1) lim sup P ( U {X E G’B (x)D = 0 pour tout e&#x3E;0~
xEK x u s

et

(A.3.2) lim sup P {o,,~b}=0 .G

On trouvera divers développements sur ce sujet dans les livres de DYNKIN ; voir,
en particulier [10] , lemme 6.3, page 149, et [5]~ lemme 13.2, page ~;31. Cependant,
la démonstration du, premier de ces lemmes n’étant pas satisfaisante, nous allons
la reprendre ici (voir la remarque du n° 2.1.2).

Etablissons d’abord la relation on peut se limiter, à cause de la con-
tinuité des trajectoires, au cas où G est relativement compact (G E et où

e  p(K , EBG) .

Désignons par A l’ensemble

et posons s

si cet ensemble est non vide (w E A)"et T(w) = b s’il est vide ~c~ ~ A). Test

un temps de X (no 1.2.1), en vertu du théorème de mesurabilité des temps
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d’ entrée (voir par exemple [5], th. et, à cause de la continuité de s tra-

jectoires, XT(03C9 E G pour tout 

On a alors :

puisque 03C9 ~ A entraîne que X0(03C9)) &#x3E; e 5 donc, si x E K ,

Calculons le 2e terme : désignons par h la fonction numérique sur E~ x in-

dicatrice de {x, x E E , et p(x , y)~e/2} . On a, si x E K ,

d’après la propriété de Markov forte de X (voir [5] théorème et [10] théo-

rème 5.6). Des relations (A.3.4) et (A.3.5) , compte tenu de h, continuité locale

de (Nt)’ de l’annexe 2 ci-dessus, et de ce que XT E G Px-pre sque sftrement, on

déduit la relation (A.3.1) cherchée.

La relation (A.302) en résulte : soit e  p(K , on a

dtoù le lemme à établir, puisque  Nb(x , E) .
C.Q. F. D.

Annexe 4

Une forme affaiblie du théorème de Hille Yosida.

LEMME. - Soit (R03BB)03BB&#x3E;0 une famille d’opérateurs positifs de l’espace deBanach

telle que s
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(iii) Pour tout g E et tout x E E ,

Alors, il existe un semi-groupe fortement continu (N) d’opérateurs sous-
.-,

, markoviens de G 0 (E) , et un seul, admettant (R03BB)03BB&#x3E;0 comme résolvante.

Il suffit, pour être ramené au théorème de Hille-Yosida classique, de déterminer

un sous-espace H , dense dans pour tout f , duquel la convergence de f

vers f a lieu uniformément (38) .

On dit que f E est -surmédiane (  &#x3E; 0) si y pour tout 03BB &#x3E; 0 ,

En vertu de (iii) et de Inéquation résolvante (ii) , f tend alors en

croissant vers f lorsque X tend vers + 00 , donc aussi uniformément d’après
le théorème de Dini. Et f = R-B f tend aussi uniformément

vers f lorsque À tend vers +00 ~ d’après (i). 
’

Soit S!l l’ensemble des fonctions !l-édianes (p &#x3E; o) 9 S!l est un cône

convexe semi-réticulé inférieurement9 et, d’après l’équation résolvante, S c S
donc S = U S est aussi un cône convexe semi-réticulé inférieure-

ment. L’espace vectoriel H, engendré par S , est alors réticulée et, pour tout
f ~. f tend vers f uniformément quand X tend vers +00.

D’autre part, soient g E C;(E) et f = R g (g ~0) ~ d’après (ii) ~

donc , l’espace fL(C~(E)) = R (indépendant de À &#x3E; 0 d’après (il)) est contenu
dans H . Or, l’hypothèse (iii) entraîne que cet espace sépare les points de E .

Il en est de même de H qui le contient ; d’où le résultat d’après le théorème
de Stone-Weierstrass.

Annexe 5

Noyaux fortement felleriens et fonctions universellement mesurables.

Soit N un neyau borné sur E fortement fellerien sur l’ouvert G

( ) Cette démonstration nous a été communiquée par G. LION.
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! ~n° 2.1.1). Alors, la f onction Nf e st c ontinue sur G pour toute f onction nu-

mérique f sur E universe llement mesurable e t bornée.

En ef f e t , s"it (a ) une suite dense dans E . la mesure  = ~ 1 n ~n e est
n 

n 2n an
bornée et a pour support E tout entier. f étant universellement mesurable et

bornée, il existe deux f onctions boréliennes bornées f Z et fz sur E telles

que

Autrement dit,

d’où le résultat, puisque Nfl et Nfp sont continues sur G .
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