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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY .01
(Théorie du Potentiel)
9e annde, 1964/65, n° 7 14 janvier 1965

QUELQUES PROPRIFTES DES FONCTIONS SURHARMONIQUES
ASSOCIRRS A UN OPERATEUR [E’:'IFOR]-TEI‘EI\IT ELLIPTIQUE DE LA FORME

:—-z (Z au):O

5 i 3 13 ax

par Mme Rose-Marie HERVE

Cet exposé résume deux articles récents [4] et [5] auxquels je renvoie pour les

démonstrations techniques.

Notations. ~ (1 est un domaine borné de R"
Les coefficients aij(x) sont des fonctions réelles, mesurables sur Q ,
l 2 - L2 <
aij = aji , et Z gl < 2 aij(x) S5 gj.s A2 5y VxeQ,on A2>21.

i,] i
wl’q(g) , g > 1 est l'espace des fonctions f e L3(2) , avec é%}'e 12 (Q)
i

|
il + |lgrad 1|
19(a) () _
loc(Q) est 1'espace des f e W ’q(U') pour tout ouvert Q' c Q' ¢ Q .

¥ 1, muni de la norme

’q(Q) est 1l'adhérence, dans W ’q(Q) , de  ®(Q) , ou encore des fonctions

e W%(Q) a support compact dans Q .

Une solution (resp. une solution locale) de Iu =0 dans ( est une fonction
ueW ’2(9) (resp. W ’ (Q) ) telle que

s ai.%{l—-%‘:ﬁ—dx:o, Voe ()
i,y 9% 9%

A

ou encore ¥ o € W 2(¢)  (resp. ¥ © € wl?() et a support compact dans Q ).

Une sous-solution (resp. une sous-solution locale) dans Q) est une fonction
u € Wl’2(Q) (resp. Wiéi(ﬂ) ) telle que

s ai.%j—%g-dxso, P oe0(Q) et >0 .
i,y RN

1. Un principe du meximum pour les sous-solutions locales.

Le principe du maximum que je démontre ici est inspiré d'un principe du maximum,

classique en théorie du potentiel : une fonction sous-harmonique dans Q , majorée
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par un potentiel dans (I , au voisinage de oQ (c’est—é—dire hors d'un compact de
Q), est £0 dans Q . Ici, les potentiels sont remplacés par les fonctions

wo’z(z) , qui jouent le rb6le de fonctions "nulles & la frontiere", d'ou 1! énoncé :

THEOREME 1. - Une sous~solution locale dans (2 , majorée p. p. au voisinage de

) par une fonction e Wé’z(ﬂ) ,est <0 p. p. dans () .

Démonstration du théoréme 1 pour les sous-solutions dans Q . - On s'appuie sur

le lemme suivant

IEME 1 (Y)..- Soit o e w(l)’q(s;z) ,et £ew> %), >0 p. p. au voisinage de
o . Alors

inf(o , £) e W)

Démonstration. - © &st limite dans W *%(Q) de fonctions ¢, €W ’q(Q)

a support compact dans ( ; alors, d'aprés une proprlete classique de W 1,9 (v01r
par exemple [4]), inf(sw , f) est limite dans W ’q(Q) des fonctions 1nf(¢n , ©),

et celles-ci sont & support compact dans .

Conséquences :

1 - 1
1° CPEW () = (p+ et @ ewo’q(Q)

2° we W, ’q(u) et f e wl’q(Q) avec 0 f< @ p. p- au voisinage de 3Q
=> fe wl’q(n)

39 Une constante non nulle ¢ Wé’q(Q) s supposons que 1 € wé’q(m) ; Q étant

borné, il existe 2 constantes o et B, o # 0, telles que 0 < X, + B L1l sur

0 3 donc
ax; + g e g Q)
et
S (
F —(ox, +p) dx =0,
‘q axl 1

ce qui entraine o =0 .

Soit alors u une sous-solution dans ( , majorée p. p. au voisinage de oQ par

@ € w ’ (u) . On en déduit u’ < ¢* p. p. au voisinage de 30 , et comme

o € U 2 (@ , u" aussi. Par suite
ou au
2 0
G iLg i,] ax oxJ =0

(l) Ce résultat est bien connu si f est une constante > 0 .
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soit .
ou du
<
(_.Z ij ox. ox dxs 0,
8d1g) 1

et, gréce a la condition d'uniforme ellipticité :

”grad u ” 2(9) =0 .

D'od u' = Cte p. p. dans Q , et cette constante est nulle.

Démonstration du théoréme 1 dans le cas général. - On utilise

a. un théoréme connu d'existence et d'unicité de la solution d'un probléme
aux limites du type de Dirichlet : V f € wl’z(Q) , 11 existe une solution et une
seule de Lu = 0 dans (), notée ? , telle que f - Lg W 2 Q) .

L'application f - I , de W ’2(0) dans lui-méme, est continue ; on a méme,

pour tout ouvert w c (O :

(1) IIL(D“ ]_ 2( )\< kale’z(w) avec k(n , A , Q) .

En outre, cette application est croissante, d'aprés le théoréme 1 pour les solu-

tions de Lu =0 .

b. la propriété suivante, inspirée de la théorie du potentiel :

IEME 2. - Btant donnds f € W'’2(0) et un owvert o c 0 , la fonction

L? dans w
P e W2 (Q) et (£l 4 o <KL,
A . ) -\
f dans Q - w i ()

2( ) avec k'(n, A, Q)
W ’

Par suite, si les ouverts w, sont tels que tout compact C (O est contenu dans

- . 1,2 Q
w, pour n assez grand, fwn converge faiblement dans W ’“(Q) vers Lf .

Pour la démonstration de 1'inégalité (1) et du lemme 2, voir [47.

Soient u une sous-solution locale dans (Q , majorée p. p. au voisinage de N
par o € Wé’z(Q) et w, ~une suite croissante d'ouverts, Eh cQ et Q=U W .

Pour n assez grand :
n n .
u - L¢ Lo - y$ p. p. au voisinage de awn H
“n
donc u - L <O p. p.dans w_, soit usy p. p. dans Q . Comme ¢
P n @) “n

n
converge faiblement vers O dans wl’z(ﬂ) , pour tout ensemble mesurable

EcEcqQ: [ ¢, dx -0 ; par suite,  udx< 0 et us O p. p. dans Q.

‘B “n ‘B



7=04

Conséquences du théoreme 1.

1° On retrouve le principe du maximum démontré par LITTMAN, STAMPACCHIA et
WEINBFRGFR [6], valable pour les sous-solutions e H1’2(Q) (si CO(ED est 1l'espace
des fonctions continues dans Q , et Cl(ﬁD l‘espace des f e CO(-7 avec

ax ec®@ , vi, H'’®(Q) est l'adhérence de C(7) dans WR(Q) ) :

une sous-solution u dans ( , limite dans Wl’z(Q) de foncticns w e C (?D

L0 sur 30, est <0 p. p. dans Q .

En effet, on peut supposer u, <0 sur aQ , donc u; a support compact dans
Q3 comme u’ est limite de u; dans W1»? @ , u'e w ’ (Q) et u, <u , est

<0 p. p. dans Q .

29 Si u est une sous-solution locale dans Q telle que

lim sup ess (2) u(x) < 0 en tout point y e a3Q ,
%=
Xy

alors u est €« 0O p. p. dans Q ,

car u-¢e¢<0 p. p. au voisinage de a0 => u-e¢<£ 0 p. p. dans Q .

2. Les fonctions harmoniques assocides & 1l'opérateur L .

Les solutions locales de Lu = O dans les ouverts w c Q forment un systeme de

fonctions harmoniques dans () , satisfaisant a 1'axiomatique de M. Brelot.

En effet, une solution locale dans un ouvert w est continue d'aprés le théoréme

de de GIORGI [8] ; on a méme, pour chaque compact Kc w ,

lu(x) - u(x')] < gl 9 lx - x|, v x et x' €K,

(w)
oi « et B dépendent seulement de n , A , K et w.
L'axiome 1 est satisfait de fagon presque évidente.

Pour vérifier 1l'axiome 2, on montre que toute boule B est un ouvert régulier.
Soit f continue sur Jp ; supposons d'abord que f est la restriction a op d'une
fonction F e wl’p(a) n COCﬁ) avec p > n . D'aprés un résultat de MORREY [7] et
STAMPACCHIA [10], Lg est alors lipschitzienne dans § :

|L§(X) - L%(x')l.s Cte |x - x"l—(n/p) , ¥ x et x'e B,

(2) c'est-a-dire la borne inférieure du sup ess de u sur Vn Q, quand V
déerit le filtre des voisinages de y .
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et par suite, prolongée par f sur op , elle est continue dans E . En outre, le
théoréme 1 entrafne, d'une part la croissance de la solution du probléme de
Dirichlet avec la donnée, d'autre part 1'unicité de cette solution. Le cas d'une
fonction continue quelconque sur g se traite en 1'approchant, uniformément sur

38 , par des polyndmes dans R™ ; on utilise & nouveau le théoréme 1 pour montrer

la convergence uniforme dans P , et le résultat suivant pour montrer la convergence
dans Wiéi(s) : si u est solution locale de ILu = O dans la boule B de centre

O et de rayon r , pour toute boule B' de centre 0 et de rayon r' <r :

2 4
)3 EL—}—) dx < 4\ W dx .
i IB‘ %y (r - r1)? ‘fs

L'axiome 3' est vérifié gréce au théoréme de MOSER [9] : étant donnés un domaine
8§ et un compact K cC § , il existe une constante C(n , A , 6 et K) telle que
supu < C inf u ,
K K
pour toute solution locale u >0 dans 6 . On en déduit qu'une solution locale
u>0 dans & est soit >0 soit Z0 sur & , et, en utilisant le théoréme de
de Giorgi, 1l'égale continuité au point Xy € & des solutions locales > O dans
§ , égales & 1 en Xy -
La théorie axiomatique de li. Brelot s'applique et permet de définir les fonctions
sous-harmoniques et surharmoniques associées & ce systéme de fonctions harmoniques
(notées encore L-harmoniques lorsqu'il y a ambiguité) et en particulier les poten-

tiels. On montre facilement [4] qu'il existe un potentiel continu > 0 dans Q .

Remarque. - Le théoreéme de lioser permet d'améliorer le lemme 2.

IEME 3. - Btant donnés f € wl’z(Q) et une suite dt'ouverts w, tels que tout

compact C () est contenu dans W, pour n assez grand, la suite
W

n
Lf dans wn

f =
“n

f dans Q - o

: e n

converge uniformément sur tout compact c Q vers L% .

Démonstration. - L'application f - L% étant linéaire, on peut supposer f = O

p- p. dans Q , d'ob f, >0 p. p. dans Q . Alors, pour tout compact XK c Q ,
les fonctions fwn sont bornées dans leur ensemble sur K , pour n assez grand :
en effet, si (' est un ouvert telque Kc Q' c Q' c Q, pour n assez grand,

f

Wy est harmonique > 0 dans ' et par suite
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sup fw £ C inf fw 5

K n K
d'ol qf H
Hw fi:2
L Ck' o
sup £, < C n 17 (K) < el 5
K n Jmes K Jmes K W (Q)
L'axiome 3' s'applique et prouve l'existence d'une suite partielle f , unifor-

Wy
. . n,
mément convergente sur tout compact < Q , vers une fonction h harmonique dans
Q 3 donc, pour tout ensemble mesurable E c Eca y

I

[ £ dx- [ hdx.
J JE

E “nt
Comme la suite fwn converge faiblement vers L% dans wl’z(Q) , on a aussi
[ g ax-[ tlax,
[$)) o f
E n E
d'ol .
Q

Lf =h p. p. dans Q

donc partout, et la suite f,  toute entiére converge vers I% , uniformément sur
n
tout compact ¢ Q .

3. Quelques propriétés des fonctions surharmoniques associées & l'opérateur L .

THEOREME 2. - Les potentiels dans () , de support ponctuel donné, sont propor-

tionnels.

On commence par démontrer une propriété des solutions locales > O au voisinage
d'une singularité isolée, analogue & celle démontrée per GILBARG et SFRRIN [2] dans
le cas d'une équation écrite sous forme développée et & coefficients localement

lipschitziens.

IEME 4. - Pour toute solution locale u >0 dans (0 , R) - {0} , (ou 8(0,R)

est la boule de centre O et de rayon R ), et tout nombre r , 0 <r < 0 on a

j=v]

sup u<x<C inf u,
g (0,r) 3 (0,r)

o C(n, A) .

Démonstration. - Il suffit de faire une homothétie de centre O et de rapport

r ; on vérifie facilement que v(x) = u(rx) est solution locale, dans

(0, g» - {0} , d'une équation du méme type que Lu =0 , avec le méme A . Le
théoréme de Moser appliqué & v , solution locale > O en particulier dans 1'ou-
vert fixe (0 , 2) - {0} , et au compact (0 , 1) , donne le résultat.
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Soient p et q deux potentiels de méme support ponctuel O , qu'on peut choi-
sir extrémaux dans l'ensemble des potentiels de support O . S'ils ne sont pas pro-
portionnels, on ne peut avoir p >wq , o > O , dans un voisinage de O privé de

s s
l'origine. Alors inf p

36 (0,r)
sup g
o (0,r)

-0 quand r~ 0,

car sinon, il existerait o > 0 et une suite T strictement décroissante vers

0 , tels que inf p
3p (0 :rn)

sup q
28 (0,r )

o,

d'ol p > @g sur chaque sphére 3p(0 , rn) , donc aussi dans un voisinage de O

privé de l'origine. On en déduit, gréce au lemme 4,

sup p
38(0,r)
inl q
a8 (0,r)

-0 quand r - 0,

d'ou p< q dans un voisinage de O privé de 1l'origine, et p et g proportionnels

Conséquence. - Dans une boule g , il résulte du théoréme 2 que les potentiels de
suppert y € B sont proportionnels a la fonction de Green de pdle y , soit gy s
dont 1'existence est démontrée dans [6], ainsi que la propriété, essentielle pour

la suite :

étant donné un compact X < B , de diamdtre <1 si n =2 , il existe deux cons-

tantes A et B > 0 telles que

A B : |
———~———5:§~S gy(X)~$ —s s 71X et yeK, n>2,
|x - vl |x - vl

1

1 .
A log == S g,(x) < B log =37 Yx et yeX, n=2.

THEOREME 3. - Pour tout ensemble E < O, les conditions E L-effilé en X, et

E A-effilé en X, sont équivalentes.

On suppose X, € E-BE: E L-effilé au point x

o équivaut & 1'existence d'un
L-potentiel p dans une boule g de centre X5 s fini au point X5 et tendant

vers + « quand X - Xy en restant dans E [17.

D'autre part, tout IL-potentiel dans B admet une représentation intégrale &
1'aide des L-fonctions de Green . et d'une mesure >0 sur B ([3], théoréme
18, 2).
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Le théoréme 3 résulte alors de la double inégalité vérifide per gy , en remar-
quant que la mesure associée au potentiel caractérisant 1l'effilement de E peut

8tre supposée & support compact dans B .

THEOREME 4. — Soit P, une suite régularisante formée de fonctions > O , indé-

finiment différentiables, dépendant seulement de |x| , nulles pour |x| 2—%- et

telles que Ipn dx = 1 . Alors, pour toute fonction V surharmonique et localement

bornée dans ), V = Py~ V en tout point e€q .

VX)€Q et e >0, ona immédiatement V pn(xb) >»V(xb) - ¢ pour n assez
grand.

Pour obtenir une inégalité dans l'autre sens, on considére l'ensemble E des

points x € 0 tels que V(x) > V(XO) + € et

Voo (x5) = jx . Vixg - t) p () at « U[‘X . V(xg - ) p,(t) dt .
0 0

La premiére intégrale est < V(XO) + ¢ , et la deuxidéme s'éerit encore

1
I= j /n U v(xO - t) do(t)] f (r) dr ,
(x4-E)n3p (0,r) "

oh r = |t] , £ (r) = pn(t) , et o est la mesure superficielle sur la sphére
(0, r) . En tenant compte de V< M sur un voisinage de Xq s et E effilé au
point X5 ¢

I$MfgndEn%b%,rﬂfdﬂdr,

1/n
£ eM f oleg(0 , r)] fn(r) dr = ¢eM , pour n assez grand.

THEOREME 5. — La solution du probléme de Dirichlet dans « , pour la donnde f

sur ow , H? , coincide avec la solution LF de Lu=0 dans w , telle que

F - Lg € Wé’z(w) , dans les deux cas suivants :

1° f est la restrictiond aw de FeC (-) nw ’z(w)

2° f et F sont les restrictions & dw et & w d'une fonction V , sur-

harmonique dans un ouvert N> o et €W ’2(Q)

1° Soit u sous-harmonique dans w , telle que

lim sup u(x) € f(y) , v ye dw,
XEw
Xy

et soit une suite croissante d'ouverts réguliers w, < Eh C w , dont la réunion
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est w ([3], prop. 7.1). Grfce & la continuité de F , on a, au voisinage de aw :
usF +¢,

donc aussi
(6]

Ill:u—L%\J—ESF—LF:@.

u; est sous-harmonique dans w , et majorée, au voisinage de dw , paer une fonction

continue ¢ € Wé’z(w) ; donc, pour n assez grand,
en chaque point y e W,

[69)
1lim sup Hun(x) < ul(y) < oly) ,
1

> S
X-y
et au voisinage de aun
C—)n
I{u § (p + El .
1
Alors (théoréme 1) :
“n “n “n “n
- < ) 3 < . .
Hul I@ < g dans w soit Hul.\ L dans Wy

w

Quand n- + » , ;pn - 0 (lemme 3) 3 Hun est une suite croissante de fonctions
1

harmoniques ; sa limite est donc unc fonction harmonique < O dans w et, a for-

tiori, ul.s 0O dans w , soit u<L L? dans w .
On montrerait de méme que toute fonction v , eurharmonique dans w et telle que

lim inf v(x) = f(y) , iyeadw,
Xew
Xy

majore L; dans w , et par suite H? = L; dans w .

2° Soit maintenant V surharmonique dans et € Wiéi(ﬂ) .

Dans le cas o V est localement borné, on a immédiatement H$ = L$ : en effet,
V est limite dans Q de ses régularisées V % P, » qui € ¢"() pour n assez
grand, et par conséquent vérifient

W

— w o
Hprn - LVﬁpn ’

quand n - + © , Hsﬁp - H% dans w , et, pour une suite partielle n' ,

@ w
- . ° d Qe
LVﬁpn, LV p. p. dans

Si V est quelconque, alors V est limite d'une suite croissante de fonctions
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V, =inf(V , n) du type précédent, d'oh Hy = Ly 3 et le passage & la limite est

n 1,2 n n
licite, car vV, -V dans W’ (w) .

THEOREME 6. - Une fonction sous-harmonique dans ( , majorée p. p. au voisinage

de 30 par une fonction € Wé’z(Q) , est <0 dans Q .

Soit u sous-harmonique dans Q , < o€ Wé’z(Q) p. p. au voisinage de 3Q ;
ut est sous-harmonique et localement bornée dans 0 , et u' S o p. p. au voisi-
nage de 0 .

On montre d'abord que, pour tout ouvert wc @ C O tel que u' < CP+. p. p. 8ur

o o i [} o ot . »
un voisinage de odw , on a H“’+ £LL + ¢ on considere une suite régularisante pn H

u P
pour n assez grand,
u o P, € ¢’ (%) , done qu_ = Lw+ ,
u *f?pn u ﬁpn

+ + P
et u = pns ¢ % p, au voisinage de 3w , donc

3] W
", <L,
uﬁpn q)*pn

le passage & la limite se fait comme dans la premiére partie de la démonstration
du théoréme 5, 2°.

Soit ®,  une suite croissante d'ouverts, En cO et Q=U @, @ pour n assez
4

& W w

W
grand, Hstf,etquand n-+=, L%-0; donc 1ime<\:o dens Q et
u P ® n u

ut < 0, donc nul dans Q .

THFOREME 7. - Si V est surharmonique dans Q et € wl’z(Q) , alors V admet

une p. g. m. h. (plus grande minorante harmonique) dans Q qui est L(‘? .

w
La p. g- m« h. de V dans Q est la limite de la suite décroissante an pour

toute suite croissante d'ouverts w-c wc Q , de réunion Q uand cette limite
N . n 3 9

n'est pas - » .

D'aprés le théoréme 5 : H.Vn = LVn , ebquand n - + = , Lvn - Lxg; dans Q , d'ou

Q

W
Lim B" = L
n

COROLLAIRE 1. - Soit V surharmonique dans Q et e wl’z(g) s alors V est un
potentiel dans Q si et seulement si V € LJCI)’Z(Q) .
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COROLLAIRE 2. - Soit V surharmonique dans Q et e wl’z(a) ; alors, pour tout

ouvert wcwcQ, la p. go me ha de V dans w est Iw .

BIBLIOGRAPHIE

[1] BRELOT (Marcel). - Introduction axiomatique de 1l'effilement, Annali di Mat.
pura ed appl., Série 4, t. 57, 1962, p. 77-95.

[2] GILBARG (D.) and SFERIN (J.). - On isolated singularities of solutions of
second order elliptic differentisl equations, J. Anal. math., Jerusalem,
t. 4, 1954-1956, p. 309-340.

[3] HERVE (Rose-Marie). - Recherches axiomatiques sur la théorie des fonctions
surharmoniques et du potentiel, Ann. Inst. Fourier, Grenoble, t. 12, 1962,
p. 415-571 (These Sc. math. Paris, 1961).

[4] HERVE (Rose-lMarie). - Un principe du maximum pour les sous-solutions locales
d'une équation uniformément elliptiquede laforme Lu = - J. ax_(k 13 ;; )=0,
Ann. Inst. Fourier, Grencble, t. 14, 1964 (& paraftre). 1 J

[5] HFRVE (Rose-Marle). - Quelques propriétés des fonctions surharmoniques asso-
cides & une équation uniformément ellintique de la forme

Iu = - Z AX (J 1] ax:J) = 0 , Ann. Inst. Fourier, Grenoble, t. 15, 1965,

(a paraitre)

[6] LITTMAN (W.), STAMPACCHIA (G.) and WEINBERGER (H. F.). - Regular points for
elliptic equﬂtlons with discontinuous coefficients, Ann. Scuola norm. sup.
di Pisa, Série 3, t. 17, 1963, p. 43-77.

[7] MORREY (Charles B.). - Second order elliptic equations in several variables
and Holder continuity, Math. Z., t. 72, 1959, p. 146-164.

[8] MOSER (Jtrgen). - A new proof of de Giorgi's theorem concerning the regulari-
ty problem for elliptic differential equations, Comm. pure and appl. Math.,
t. 13, 1960, p. 457-468.

[9] MOSER (Jirgen). - On Harnack's theorem for elliptic differential equations,
Comm. pure and appl. Math., t. 14, 1961, p. 577-591.

[10] STAMPACCHIA (Guido). - Problemi al contorno ellittici, con dati discontinui,
dotati di soluzioni hdlderiane, Annali di Mat. pura ed appl., Série 4,
t. 51, 1960, p. 1-37.



