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Séminaire BRELOT~-CHOQUET-DENY 22-01
(Théorie du Potentiel)
lle année, 1966/67, n® 22 22 juin 1967

BALAYAGE DES MESURES
PAR RAPPORT i'UN CONE DE FONCTIONS INFéRIEUREMENT SEMI-CONTINUES
SUR UN ESPACE LOCALEMENT COMPACT

par Nicu BOBOC et Aurel CORNEA

Soient X wun espace localement compact & base dénombrable, & wun cdne convexe
de fonctions non négatives, inférieurement semi-continues et localement bornées sur

X, et @c le sous—-c8ne d'éléments continus de @ .

Pour toute partie A de X et tout p e @E , nous désignerons par Py la régu-
larisée inférieurement semi-ocontinue de 1'enveloppe inférieure de la famille d'élé-

ments de ® qui dominent p sur A . Si l'application

p_")PA
est lindaire, et si @ satisfait & quelques conditions assez générales, on associe
3 toute mesure @c—intégrable (ctest=3~dire I p du < o pour tout p € @c ) une

mesure uA telle que

r A
de_p‘ ='rpAd+L .
Le résultat principal obtenu est le suivant : Si A est une partie de X qui
satisfait & la condition (8) (page 22-03), et si U est un ultrafiltre de mesures

@C—intégrables qui converge vaguement vers une mesure W ‘telle que

lim I p dv = f pdp <o |,
U

alors il existe une fonction 6 mesurable~Borel sur X, 0K 6 g 1, telle que,

pour tout f € %(X) , on a

r
lim I f dy = J 0 au + - [(1 - 6(x)) ! £an, ,] du(x)
U %

ou, pour tout x€ X, A est une certaine mesure associde au point x et &

X, A
l'ensemble A .

La théorie développée ici peut s!appliquer au balayage sur un espace harmonique,
et on obtient ainsi une généralisation d'un théoréme classique de O. FROSTIAN [3]
concernant le comportement de la solution du probléme de Dirichlet aux points irré-

guliers.
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1. = Dans tout ce qui suit, X sera un espace localement compact & base dé-
nombrable, et ® sera un c8ne convexe de fonctions non négatives inférieurement
semi-continues et localement bornées sur X . Nous désignerons par @B le cBne
- convexe d!'éléments continus de . On suppose que les conditions suivantes sont

remplies :

(@1) L'enveloppe inférieure de tout ensemble fini d'éléments de @ est un &1é-

ment de @ ;

(@b) Tout élément de ® est la limite d'une suite croissante d'éléments de &; ;

(@3) Le cdne @ est lindairement séparant (ctest~a~dire que pour deux points

différents x , y € X , il existe deux éléments p , q € @c tels que

p(x) aly) # o(y) a(x) ) ;

(@4) Le c8ne @c est adapté (c'est-a-dire que pour tout p € &b , 11 existe

q € @c tel que, pour tout e > 0 , l'ensemble
{xe x| p(x) 3 ea(x)}
est compact).

De ces deux dernidres conditions, il résulte ([4]) que 1'ensemble de fonctions &

support compact sur X de la forme p=-q , 04 p, g € @; , est un ensemble posi-

tivement riche ; il en résulte aussi que, pour toute forme linéaire et monotone £

défi nie sur @C , 11 existe une mesure de Radon u , et une seule, telle qu'on ait

o= a(p)

pour tout p € PC .

EXEMPLE 1. - Soit (X , ®) un espace harmonique de Brelot (axiomes 1, 2, 3,
existence d'un potentiel positif sur X ) [2], ou de Bauer (axiomes 1, 2, (Kl), (Tf»
[1], tel que X a une base dénombrable. Le cne @ de potentiels localement bornés

sur X satisfait les conditions (@1)-(6h).

EXEMPLE 2. - Soient X 1'espace euclidien & n-dimensions, n >2 , et o un

nombre réel, O <o < 2 . Alors, le clne P de potentiels de Riesz d'ordre o et

localement bornés, satisfait aux conditions (@1)~(@4).

EXEMPLE 3. - Soient X un espace localement compact & base dénombrable, et

(Pt)t>0 un semi-groupe de Feller, sous-markovien, tel que, pour tout f € xﬁ(x) 5

la fonction

X -> f(x) dt

[m
‘o Py
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soit continue. Alors, le cbne @ , de fonctions excessives bornées p pour les-

quelles

lim P, p(x) =0 pour tout x e X ,
£-0

satisfait aux conditions (@1)—(@4),

2. = Pour tout ensemble A de X et tout p € # , nous désignerons par Py
la régularisée inférieurement semi-continue de 1'enveloppe inférieure de la famille

d'éléments de ¢ qui dominent p sur A , et nous l'appellerons la balayée de p

sur A (par rapport au céne @ ). Si A est tel que l'application

p —> PA
de @C dans le clne des fonctions non négatives et inférieurement semi-continues
sur X est lindaire, alors, pour toute mesure u sur X , @c—intégrable (c'est-
a~dire I p du < o pour tout p € @c ), il existe une mesure uA uniquement dé-

terminée par la relation

[

vrpduA=~ Py &

appelée la balayée de p sur A . Dans ce cas, on voit tout-de-suite que la balayée
d'une mesure @E—intégrable sur A est portée par l'ensemble % . De méme, pour

tout ensemble mesurable-Borel B de X , la fonction
x ->e2(8) (1)

est mesurable-Borel, et, pour toute mesure u , @C—intégrable, on a

wAo) - ) o

Si p est une métrique sur X , nous désignerons par Ui , pour tout r >0 et

tout x € X , la boule ouverte de centre x et de rayon r .

Df}FINITION° - Un ensemble A de X satisfait a la condition (B) s'il existe une

métrique p sur X compatible avec la topologie de X telle que, pour tout x €X

et tout r > 0 , les conditions suivantes soient remplies :

(a) Les applications

P ->D et P">pA
A-U

W B

sont lindaires sur @c s

l . I'd 7 3
( ) Pour xe X, eX est la mesure unité concentrée dans le point x .
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’ (b) Pour tout D E @C et tout e >0, il existe q e P tel que gq >p sur
A-TU et

lim sup q(y) <p r(X) + e 3
y—»x A—U

bs
(c) La restriction de la mesure ei 3 1'ensemble X - ﬁ; est dominée par la me-

AU
sure e
X

.
b4

(d) Pour tout p e P, et tout qe P, tel que p=gq sur A- U; , 9<DP sur
X, ona

[ A-UT [ AU

P d€x =

r

b4
q deX .

REMARQUE. ~ Dans 1'exemple 1, toute partie A de X satisfait & la condition
(8). Dans l'exemple 2, toute partie fermée de X satisfait & la condition (@®).
Dans 1'exemple 3, pour toute partie A presque borélienne, les points (a), (c),

(d) sont vrais.

LEMIE 1. - Soient Y wun espace localement compact, u une mesure de Radon sur

N

Y, et £ une fonction bornée, & support compact, et continue p-presque-partout

sur Y . Alors, pour tout filtre B 3e mesures de Radon sur Y qui converge va—

guement vers u , on a

[

fdvs=-+fdy ,

I

A [
lim ¢ £ dy = lim «
B B

’ v ’ . ’ 3 ’ 3 3
ou T (resP. f ) est la régularisée inférieurement (reSpa superleurement) semi-

continue de f .

Nous avons
[ s N
fdu=+ fdulim inf ¢ £ dy ,
B
r [ ) [y
~fdu = £ du>1lim sup - £ dv .
B

LEMME 2., - Soient A un ensemble de X satisfaisant & la condition (@) par rap-

port & une métrique p , et u une mesure @C—intégrable sur X . Alors il existe

un ensemble au plus dénombrable T , de nombres réels positifs, tel que, pour tout
rgT, r>0, et tout £ e X (X xX), la fonction

[\ A—Ui
x = - f(x, y) de, ()

est continue p-~presque-partout.
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Puisque 1'ensemble de fonctions de la forme
Soe(x) g ()
£ (x Yy o
oy ko %

ol fk y & € K#(X) est dense, par rapport a la convergence uniforme, dans
(X x X) , et puisque ® satisfait aux conditions (Pl)-(@4), il suffit de démon-
trer que, pour tout p € @0 s 11 existe un ensemble au plus dénombrable T , de

nombres réels positifs, tel que, pour tout r >0, r £T , la fonction

x->p (%)
A-U
X
est continue p-presque-partout. En effet, soit p € @c « Pour tout r > 0 , nous
désignerons par P.. la fonction

X =>p (x) .

A-U
X

De la condition (@)—(b), il résulte que, pour tout r'<r <r", on a

v 2
20,20, >0, ()

pr' Ny r r

Puisque la fonction
i

r = P dw
est monotone, il existe un ensemble au plus dénombrable T , de nombres réels posi-
tifs, tel que cette fonction soit continue dans tout point r > 0 sy T £T . Donc,

pour tout r >0, «r é T, on a

v A

P, =P, p=presque-partout .

3+ = Soit A un ensemble de X satisfaisant & la condition (B) par rapport &
une métrique p . Pour toute mesure v sur X , @C-intégrable, nous désignerons

par v' la mesure sur l'espace produit X x X définie par la relation

! f dy' = " (I f(x , y) dei(y)) dv(x) .

On voit tout-de-suite que, pour tout f € Kﬁ(x) , et pe P, on a

Do) p(3) av'(x, ¥) ¢ | 2(x) p(x) av(x) .

(2) ﬁé (5;) est la régularisée inférieurement (supérieurement) semi-continue
de P, -
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Si U est un ultrafiltre de mesure @C—intégrables sur X qui converge vaguement
vers une mesure @c—intégrable W 4 nous désignerons par U' 1l'image de U par
l'application

\)"'9\)' 9

définie ci-dessus, et par u" 1la limite vague suivant U' .
PROPOSITION 1. - Pour tout f € ¥'(X) , et tout pe ®, on a

Do) o) awntx s ) < " 20 2 au(x)
Si pef ,ona
20 p(3) awr(x , ) < Lin "tx) ply) av'(x , 7)
< ln D ex) o) av(®) = | £(x) p(x) ap(x) .

La proposition en résulte, en utilisant la propriété (@2).

REMARQUE. - §£ i est l'application de X dans X x X définie par

i(X) = (x ’ X) s

il résulte, de la proposition précédente, que la restriction de p" & la diagonale

A de X x X est dominée par la mesure u © i-l . Donc il existe une fonction ©

sur X , mesurable-Borel, 0 6 1, telle qu'on ait

[oete, ) awntx, ) = ) 2(e, ) 0(x) aut)

pour tout f € XK(X x X) .

LEMME 3. - Il existe un ensemble au plus dénombrable T , de nombres réels posi-

tifs, tel que, pour tout r >0, r £T , et toute fonction g € K+(X x X) égale

a zéro sur l'ensemble {(X 9 Y) ] P(X ’ Y) < r} , on &

Ir
r A-U

De ot g "7 et , ¥) de_ M(y)) au(x) .

L'assertion en résulte en utilisant les lemmes 1 et 2 et la condition (B)-(c).

PROPOSITION 2. - Pour tout x € X et tout p & @ , soit ,@x(p) le nombre, dé-

fini par la relation

2. (p) =supp _(x)
x >0 A—U;‘;
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Alors

(a) Pour tout p € f, , la fonction x -> zx(p) est inférieurement semi-continue;

(b) Pour tout x € X , 1'application p ->‘zx(p) est une forme linéaire et mono-

tone croissante sur §E .

Soit x, €X, r>0 et XGU}I;O . Alors, pour tout p G@C , on a
2 (P) 2D (X) ’
x A-UY
0
lin inf £ (p) 22 (%)) ,
XX A-U
0 X,

Lin inf 4 _(p) 24 (p) .

xaxo 0

L'assertion (b) résulte de la condition (@)-(a) et du fait que la fonction

T -] (x)
AU
X

est monotone.

REMARQUE. = Du point (b) de cette proposition, on déduit, en utilisant les pro-

priétés (@1)-(@4) que, pour chague x € X , il existe une mesure A_=A_, telle
9

que, pour tout p € @c ’

"o, =1 (o)

De plus, en utilisant le point (a) de la proposition 2, on voit que la fonction

X =-> KX(B) est mesurable-Borel, quel que soit 1l'ensemble B mesurable-Borel.

I1 est facile de vérifier que la mesure KX est la limite vague des mesures

A-UT
€y pour U ,

) ~
THEOREME 1. - Soient A un ensemble de X satisfaisant & la condition (®), w

une mesure @c—intégrable, et U un ultrafiltre de mesures @c—intégrables qui

converge vaguement vers W . Alors, il existe une fonction réelle mesurable-Borel

6 sur X, 061, uniquement déterminée p—-presque-partout, telle que, pour
tout f e X(X x X) , on ait

(2 2 " (2, y) ashy) o)

= "o00 2(x, 0 a0+ L= o) Mo, p) @ )T w)
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() J (1= 00x) 2 (1) autx) = 0.

Soit w" 1la limite vague sur l'espace X x X du filtre U' , et soit © 1la
fonction mesurable-Borel sur X , 0 6 1, définie dans la remarque de la pro-
position 1. Soient f e X' (X) , pe P, , et A la diagonale de X x X . Nous al-

lons démontrer la relation suivante :
JﬂXxX—A £(x) p(y) au"(x, y) = f' [(1-06(x)) £(x) fp(y) dkx,A(y)] du(x) .

Soit T 1'ensemble au plus dénombrable de nombres réels positifs associé, dans

le lemme 2, & la mesure y . Soient x, €X, >0, et >0, r£T. De la

0
condition ((B)-(b), on peut trouver
r >0 r <+ et q ef
€5 Xy ’ €,%, 3 ’
r
_ 2r/3 . €yXQ
tels que g=p sur A UXO y g<p sur X, gq<g pA_UZI‘/3 + € sur UXO .
+ Te 2 X0
Soit maintenant f!' € ¥ (X) égale & zéro sur X - UX . Bn utilisant la con-

0
dition (®)-(d), on obtient que les fonctions

(x,y) -» £'(x) p(y) ,
(x,5) -» £'(x) qoly) ,

sont égales presque-partout par rapport & la mesure définie sur X x X par la re-

lation
r

AU

no= L (Tnte, 9 2, *6) auto)

<1, égale

Du lemme 3, il résulte que, pour toute fonction g e ¥ (X x X) , 0g< g <

~

& zéro sur l'ensemble {(x ’ y) | p(X ’ Y) < r} , on a

"e(x, y) £1(x) p(y) au(x , v) =  elx, ) £1(x) a(y) @z, ¥) .
De la proposition 1, on a
Pex, 9) 210 aly) aw(x , )

[

< gz 1@ aly) aur(x, y) = ’rXxX £1(x) qly) du(x, y) = [ , £1(x) o) au(x, v)

< ‘-fx £16) ax) au(x) - [ 0@ £1(x) ol @ = [y (1- 6() £1() o®) aulx) .

Donc,
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Fate, ) 2100 pl) sl ) € 'y (= 00) 2100 _ops(x) + €) ()
0
L= 000) £ s(x) + €) aulx)

ArU

T =06 £ " o) T + e [y 016wt

Puisqu'il existe un systéme fini de points (xk)k—l n? et un systéme fini
,l..,
(fk)k_

"‘1,00.,

de fonctions de ¥X'(X) tel que, pour tout k , fk est égale & zé-

€yX, . N . .
ro sur X =T et f = Z fk , on voit que la dernidére relation reste vraie
k._

en remplagant f' par f . Les nombres e , r et la fonction g , étant arbitrai-

res, nous avons

«FXXX_A £(x) p(y) au(x , v) € er [(1-8(x)) £(x) [ oty a_(y)] du(x) .

r
Puisque, pour tout =x € UXE’XO , les fonctions p et q sont égales presque-

(] ArUr

partout par rapport & la mesure €, X , nous avons, pour toute fonction

g € K(X b X) ’ 0gsgsgt ,

et toute mesure v , @c-intégrable,

Flenm ety ) o) ae™50) avx)
e Mt v ) a5 ) avx)
e T ek aww <" em i) stv) e

\ v . 3 . . . 0
ob g est la régularisée supérieurement semi-continue de q . En utilisant les

lemmes 1 et 2, on obtient

AT
Do Tete, ) oly) ae X)) au(x)

tin ™ (er(x) [alx, v) ply) ae®U%(5) av(x)

A

1 " (2100 [ i(y) aej)) avix) = 1 [ 010 40) avilx )

<M ev(x) 4) aw(x , y) = | x T1(x) @x) o(x) du(x) + f\x xep £1(x) Aly) (=, y)

STy 8@, s+ 2) 00x) @) + Ty 2100 2(y) @, )

%0
L) o(x) Fpan) aw(x) + My 0000 () (e, 9) + e [y 9160 aulx)

N
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Comme dans la premiére partie de la démonstration, on peut remplacer dans 1l'inéga-
1ité précédente f' par f . La fonction g et les nombres r et ¢ étant ar—

bitraires, on obtient

Mo Mo o) aw® ¢y () o0 "3 ar) aw) + [y, 20 p(s) awn(x, )

Le théoréme est ainsi complétement démontré.

’ A}
THEOREME 2. - Soient A wun ensemble de X satisfaisant & la condition (@), et

U un ultrafiltre de mesure @C-intégrables qui converge vaguement vers une mesure

u  telle que, pour tout p € @c y on ait

r
11j1.m'rpd\)=‘:pdp<oo

Alors il existe une fonction 6 mesurable-Borel sur X, 06 < 1, telle que,

pour toute fonction continue f , dominée en module par un élément de @c , on ait:

(a) 1im f £ avt = f e f du + f [(1 - 0(x)) j' £ar ] du(x) ;

U
() (1= 6(x) a, ((x) au(x) =0 .

Soient f wune fonction non négative continue sur X, p € @c’ tels que £ <p,

et q € @c tel que, pour tout e > O , 1l'ensemble
K, = (xeX | p(x)3eal®)
soit compact. On a

A

P
IX £av = 'y oo f(y) dvt(x , y)

= V[‘XXX £(y) IKE(X) dv' (x , V) + rXxX £(y) IX—KE(X) dv'(x ’ ¥) ’

r A
'rxxx £(y) IX—KS(X) dv'(zx , y) < ¢ "rxxx aly) av'(x, y) =e yadv e f'x q dv ,

f _r AT r
"XxX fau' < lﬁm "X fdv g " XxX f(y) au"lx , y) + ¢ x5 @ dy .

e étant arbitraire,

A T

lljim L4 f d.\) = uXxX:

1"
X £du" .

L'assertion résulte maintenant de cette relation en choisissant 6 , la fonction

définie dans le théordme précédent.
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COROLLAIRE 1. - Soit A un ensemble de X satisfaisant & la condition (B). Alors,

pour tout x e X , on a la relation

S (53 ) IO C I (S DD IR W

COROLLAIRE 2. - Soient (X , %) un espace harmonigue de Brelot [2] ou de Bauer

[1], U un ouvert de X , et X, un point frontidre irrégulier de U . Alors,

pour tout ultrafiltre U sur U , convergeant vers Xy il existe un nombre réel

6,

sur

0g 61, tel que, pour toute fonction réelle, non négative, continue, f ,

U , dominée par un potentiel fini continu, on ait

1im Hg = ef(xo) + (1 - 8) I f deX—U—{XO} .
u

X0

L'assertion résulte du théoréme 2, en remarquant que

et que

2]

(3]

[4]

Hg(x) = ) f dsi‘v , . pour tout x €U ,
X-U=- { XO }
xx x-U = fx *
0’ 0
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