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Séminaire BRELOT-CHOQUET-DENY 16=01
(Théorie du potentiel)
14e année, 1970-~1972, n® 16, 12 p. 13 janvier 1972

OPERATEURS DISSIPATIFS ET CODISSIPATIFS INVARIANTS PAR TRANSLATIONS
SUR LES GROUPES LOCALEMENT COMPACTS

par Francis HIRSCH

1, Introduction.,

Le but de cette étude est de montrer que, dans des cas trés généraux, on peut as-
socier & un opérateur dissipatif ou codissipatif invariant par translations un semi-

groupe ou une famille résolvante.

Une partie des résultats a été annoncée dans [ 3]. Nous allons préciser le cadre

dans lequel nous nous plagons ainsi que la terminologie :

G groupe localement compact, non nécessairement abélien, dont la loi est notée

multiplicativement ( e désignant 1'é1lément neutre). On suppose évidemment G # {e}s
U groupe des nombres complexes de module 1 3

X espace de Banach des fonctions complexes continues sur G et tendant vers O

a 1'infini ;

£(yx) ;

£(xy) .

T, opérateur de X dans lui-méme, défini par T_ £(y)

oy opérateur de X dans 1ui-ﬁéme, défini par o £(y)
Un opérateur A sur X est dit invariant & droite si,
VxeG: T A= ATX ’
clest-a=dire
vxeG, Vfedla) (= domaine de 4A) T fe D(A) et A(Tx f) = Tx(Af) .
C'est analogue pour l'invariance & gauche définie & partir des opérateurs S
Un opérafeur A sur X , de domaine D , est dit dissipatif si
vfeD, 3(z,x)€UxG: zf(x) =||f]] et Re zaf(x) <0 .
Rappelons (Cf. [2]) que ceci est équivalent 2
" £e€D, VA>0: |Af-af] 2|

et aussi &

VfeD: (Rezf(x) €1 sur {(z,x)eUx@q; Rezaf(x) <0})

= (Re zf(x) <1 pour tout (= , x) de U xG) .
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Enfin si D est dense et A invariant & droite, A est dissipatif si, et seu-

lement si,
¥ £feD: (£le) =|f]]) = (re Af(e) € 0) .
De m8me, un opérateur V sur X , de domaine D , est dit codissipatif si
i fed, 3(z,x)elUxG: zVi(x)=|Vf]] et Re zf(x) >0,
ce qui est équivalent &
" £eD, ¥A>0: ||f+ave] > ||ave

et aussi a

¥ feD: (Rezvf(x) g1 sur {(z,x)eUxa; Reazf(x)=0})

=3 (Re sz(x) £ 1 pour tout (z , x) de U x G) .

Enfin, si V(D) est dense et V invariant & droite, V est codissipatif si, et

seulement si,

P feDd: (vi(e) =||vE]]) = (Re £(e) = 0) .

2. Opérateurs dissipatifs ou codissipatifs invariants & droite et & gauche.

Les résultats donnés dans ce paragraphe généralisent des résultats mentionnés

dans [2] et [3], en simplifiant considérablement les démonstrations.

PROPOSITION 1 (1). - Soit A un opérateur sur X , de domaine D , tel que A

by

soit préfermé et invariant a droite et & gauche, Alors si A est en outre injectif

MQBa

I1 suffit évidemment de démontrer la propriété dans le cas o A est fermé, ce
que nous supposons. Soit u une mesure bornée orthogonale 2 Im A , et considérons

f un élément de D . Posons

e(x) = J £(xy) au(y) .

On peut écrire (au sens de 1'intégrale vectorielle)

g=nyfdu(y)-
A étant fermé et invariant & droite, on a

g €D et Ag= f Tg(Af) du(y) .

(1) Cette proposition a été obtenue en collaboration avec J. P. ROTH,
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Par conséquent,
vxec: ae(x) =] af(xy) () .
A étant invariant & gauche, on a
i xeqG: Ag(x)=J\Aaxf(Y) du(y) =
Donc, Ag =0 , et A étant injectif, g=0 . Il en résulte que
g(e)=.rfdp,=0.
p est orthogonale & D , et la proposition est donc démontrée en utilisant le
théoréme de Hahn-Banach.
THEOREME 2. — Soit A (resp. V) un opérateur sur X , de domaine D dense. Sont
équivalents :

(i) A est dissipatif (resp. V est codissipatif) et invariant & droite et a

gauche,

(ii) I1 existe un semi-groupe fortement continu, et & contraction (Pt)t>0 sur

X (resp. il existe une L,-famille résolvante & contraction (R )k>0 sur X ),

tel que,
vfe D: 1imt_.O(Ptf-f)/t=Af (zesp. 1im>\_.oRhf=Vf),

et tel que les opérateurs Pt (resg. Rl) soient invariants & droite et & gauche.

En outre, le semi-groupe (Pt)t>0 (resp. la famille (Rx)po ) est alors unique,

et A (reap. V) admet pour plus petlt prolongement fermé le générateur infinité-

simal (resp. le cogénérateur) de (Pt)tzo (resp. (R‘)\))\>O

. D'aprés les propriétés démontrées dans [2] (ol 1'on pourra également se reporter
pour les notions de Lo—famille résolvante et de cogénérateur), il suffit de démon-

trer que si A (resp. V) vérifie (1),
To(l < &) = X (resp. IM(I + V) =X)

Or, si A est dissipatif (resp. V est codissipatif), A (resp. V) est préfermé,
et (I - A) (resp. (I + V)) est injectif.

I1 suffit donc d'appliquer la proposition 1. On déduit facilement de ce théoréme

le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3. — Soit V un opérateur sur X , de domaine D dense. Sont équi-

valents ¢

(1) V est codissipatif, invariant & droite et & gauche et d'image dense 3
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(ii) I1 existe un semi-groupe (Pt)t%O fortement continu, et a contraction,

formé d'opérateurs invariants & droite et & gauche et tel que

L oaa -\t
¥ feD: Vf = 11m)\_.O I: e Pt f dat .

En outre, (Pt)t>0 est alors unique, et le plus petit prolongement fermé de V

est 1'opposé de 1l'inverse du générateur infinitésimal de (p

t)t;o y
3. Balayage associé & des opérateurs dissipatifs ou codissipatifs.

Nous donnons d'abord un lemme fondamental de balayage, dfi essentiellement &
MOKOBODZKI-SIBONY [ 4 ].

LEMME 4. - Soient Q un espace localement compact, H un c8ne convexe de fonc-

tions continues réelles tendant vers O & 1'infini, et F un fermé de ( . Sont

équivalents :

(1) ¥ feH: (f(x) g1 pour tout x de F) =(f 1) ;
(ii) Y pe m{(Q) y B VE m;(ﬂ) : I dy £ I du
Supp v € F ,
VfeH: I fdy < I fdv

(m;(g) désigne l'ensemble des mesures bornées positives sur Q , et Supp désigne

le suggort).

Supposons que (i) soit vérifié, ot soit | une mesure positive bornée.

Soit CO(F) 1'ensemble des fonctions continues réelles positives sur F et ten-

dant vers 0 suivant les complémentaires des compacts de F ,
Définissons pour tout & de CO(F) ’
p(@):inf{afdp.-ffdp.;ago,feH,et a-f28% sur F}.
On voit, d'aprés (i), que |
COETIE RE

et donc p est bien défini sur Cp(F) , et on montre facilement que p est addi=-

tif et positivement homogeéne.,

Donc, d'aprés le théordme de Hahn-Banach, il existe L forme linéaire sur CP(F)

majorée par p ,

(3 < 0) = (p(3) <0) =(1(s) <0) .

Donc L est une forme lindaire positive et se représente donc par une mesure v
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de mg(n) avec
Supp v < F .
Soient a >0, et felH,
tee@: Gea-0o0eavsala-Tra),
I1 en résulte facilement que
yaz0, VfeH: a I dv - f fdvga I dy - I f dw
ce qui implique (ii).

Supposons maintenant que (ii) est vérifié. Soit f appartenant & H , avec
f(x) £ 1 pour tout x de F . Alors si Xy est un élément arbitraire de Q , il

existe une mesure v de m*(g) avec
X, b
f dy., &1, Suppv, <F,
*0 %o

VfeH: I f dv Z.f(xo) .

On a donc f(xo) £1.

PROPOSITION 5. — Soit A (resp. V) un opérateur dissipatif (resp. codissipatif)

sur X , invariant & droite, de domaine D . On suppose que Im A est non réduit a

{O} . Alors il existe un voisinage compact vy de e , et un nombre ao <1 tel

qu'a tout couple (v , o) avec v voisinage compact de e y et QO‘S a<1l, on

puisse associer des mesures v positives sur U x G avec

Ve ! “v,a

Supp Voo cf{z3; Reza} xv,
Iduv,a$1, Suppuv’aCCUxG({z; Re z >a} xv) et VfeD, VxeC,
f zAf (yx) dvv’a(z y ¥) = I zf(yx) d[“v,a -5 (z , v)

[resp. J zf(yx) dvv,a(z y ¥) = ) zVE(yx) d[- T 6] (z , y)], (o & représente

la masse de Dirac au point (1 ’ e) ).

Nous allons faire la démonstration dans le cas d'un opérateur A dissipatif (1a
démonstration étant tout & fait analogue dans le cas d'un opérateur V codissipa-
tif).

Puisque A est non identiquement nul et invariant & droite, il existe un é1ément
f. de D tel que Afo(e) soit réel strictement positif. Il existe alors un voisi-

0
nage compact Y de e , et oy <1 tel que

Re zAfo(x) >0 pour tout (z , x)€ {z€ U ; Rez> QO} XV o

Soient alors v un voisinage compact de e , et o avec Vv © Vo s et ao<a<1 .
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Soit wv,a ={zeU; Rez 2o} xv et Fv’a =(fwv,a .« A étant dissipatif, on

a, Vfe D,

({(z,x)eUxG; Rezaf(x) g0} c F, . ¢t BRe zf(x) <1 pour (z , x)e F. )
?

F1e4

= (Re 2f(x) < 1 pour tout (z , x) € U x G) .
Appliquant le lemme 4 & l'espace U x G et au cbne

H =1{(z,x)=3Rezf(x); {(z,x)eUxa; Rezaf(x)g0}cF 1},
V0 Vo

on obtient qu'il existe une mesure positive telle que

V&
c
d“v,a €1, Sup By, Ev,d

et

Vhe B o+ hle)s [niz, ) Sy oz 5 7)

Donc, ¥ fe D,

(Re zaf(x) > 0 pour tout (z , x) de Wv,a) =$(I Re zf(y) d(uv,a -8)(z , y) =0).

En appliquant ce qui précéde & f + efo , et en faisant tendre ¢ vers O, on

voit que, ¥V fe D,
(Re zAf(x) > 0 pour tout (z ’ x) de w& o?:#(f Re zf(y) d(uv o 5)(2 R y) ;,O) .
’ ?

Ceci permet de démontrer, en utilisant le corollaire du théoréme de Hahn-Banach
concernant le prolongement de formes lindaires positives (corollaire qui peut s'ap-
pliquer par suite de l'existence de fo )y qu'il existe une mesure Y. o positive,

?
S (e
telle que Supp Vo, W&,a , et

bred: Jre zAf(y) d\)v’a(z ,7) =4 Re z£(y) d(p.»v’a -8)(z ,¥) .

On en déduit évidemment, en utilisant 1l'invariance & droite, 1l'expression cher-

chée,

Avant de donner des applications de cette proposition, nous signalons un lemme.

LEMME 6., = Soient Q un groupe localement compact (ggération notée multiplicati-~

vement), o vune mesure positive sur ( avec do £ 1, et soit £ une fonction

uniformément continue et bornée sur Q telle que

v x,xeqa: Jtlyx') doly) = £(xx') .
Alors

vy e Suee GE . t(gx') = £(xx') .

¥fx,x'eq
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I1 s'agit d'une adaptation du lemme de CHOQUET-DENY [1] au cas d'un groupe non

nécessairement commutatif,

THEOREME 7. Soit V un opérateur sur X , codissipatif, invariant & droite et &

gauche, et de domaine D dense dans X . Alors sont équivalents :

(i) mV#£Xx,
(i1) 1 (zo , xo) €U xG, x, # e , tel que

ifeD, 1xeG: z Vf(xxo) = vf(x) .

Ltimplication (ii) = (i) est évidente.
Supposons (i), et prenons les notations de la proposition 5.

- R
Supposons que V v Vo 0 ) oy <og<1l, Vv,a # 0 o Soit alors av,a la masse
totale de , on a done
A Y

¥ feD: f=2lim J 2o, V2(a(- u, +8V/a, )z, ¥) .

{e} NoZg ]

V étant supposé invariant & gauche, ceci montre que X = DcImV , ce qui est

contradictoire,
Donc il existe v © vy et %, < o<1 tel que Vyoo T 0O, et done ¥ £fe€D,
?
fxeG, V z, € U

2, v(x) = f 22, vE(yx) duv,a(z ,y T)

et V &tant invariant & gauche, on a aussi (en appliquant ce qui précdéde &

zlcx,f), vfed, ¥x,x'€G, Vz,,2 €0,

' = 1

z, 7, vE(x'x) I z, 22, VE(x'yx) dpv’a(z y V) .

Alors, d'aprés le lemme 6, ¥ (zo ’ xo) € Supp “v,a , Vv feDdD, V¥x€G6,
2, Vf(xxo) = V£(x)

(on peut supposer T £ 0, car sinon Im V = {0} , et (ii) est bien vérifié).
’

Si x, = e et 1z, £1,ona ImV={0}, et (ii) est vérifié,

Si Xy e, (ii) est aussi vérifié, et on est toujours dans 1'un de ces deux

cas, car

Supp P‘v,a# (1 ’ e) .

THéORﬁME 8+ = Supposons que G n'ait pas de sous-groupe compact autre que {e} .

Soit A (resp. V) un opérateur dissipatif (resp. codissipatif) sur X , de do-

maine D , invariant & droite et & gauche.
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Alors, si Im A (re p. Im V) est non réduit a {0} ,

Im A =D (resp. Tm V =D) .

Supposons que A est un opérateur dissipatif tel que Im A # O , et prenons les

notations de la proposition 5 .

Supposons que Yoo = 0 . Alors, A étant invariant & droite et & gauche, on au-
14
rait V Zy » 2y e, ¥x,x*eG, ¥fed,

1) - '

21 z, fxx ) I z1 222 f(xyx ) dpv’a(z , y) .

Donc, en raisonnant comme précédemment, 1 (zo ’ xo) eUxaG, x, £e ,
vfed, Vxea: z, f(xxo) = f(x) .

. Alors

Soit x, tel que [f(x,)| = |1

n
tnej: ]f(x1 xo)| = ||f|
f tendant vers 0 & 1l'infini, et G n'ayant pas de sous-groupe compact autre
que f{e} , on voit que ceci entraine aussit8t que f est nulle, et donc D est
réduit & {0} , ce qui contredit Im A # {0} .
Donc ona Vvec Vg o ) oy o<1, Vo o #0, et en raisonnant comme dans la
?

démonstration du théoréme 7 , on voit que

DToTm & .

Supposons maintenant que W est une mesure bornée sur G , orthogonale & Im A .

Soit, pour f élément de D ,
3.(v) = 2(rx) awlx) .
A édtant invariant & droite et & gauche,

V" feD fze@f(y)d[uv,a-sj(z,y)=o.

Soit ( D étant invariant a gauche)
VfeD, Vxeg: I zéf(xy) d[“v,a -8](z,y)=0.,
Soit (zo , xo) tel que 1z, @f(xo) = ”éfn ,
(B J 24 28.(x, ¥) duv,a(z » T) .

Si (z1 ’ Xl) appartient au support de uv,a , O &

n n
. =
Vne E’. Z, z1 §f(xo xl Jéfl .
G n'ayant pas de sous-groupe compact autre que f{e} , et & tendant vers 0 a
1'infini, on a Qf =0 , ce qui implique f du =0, et donc p est orthogonale

4 D . Ceci démontre (d'aprés le théordme de Hahn-Banach) que
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Im AcD.
La démonstration est pratiquement identique dans le cas codissipatif.
4, Opérateurs dissipatifs, invariants & droite, de domaine invariant & droite et &
gauche,

Dans ce paragraphe, nous donnons une extension du théoréme 2 pour les opérateurs
dissipatifs.

THEORENE 9. = S0oit A wun opérateur sur X , de domaine D dense. On suppose que

Vxe G : Ty D= Oy D=D.,

Alors sont équivalents ¢

(i) A est dissipatif et invariant & droite,

(ii) I1 existe un semi-groupe fortement continu et 4 contraction (P ) sur X
D t7t20
tel que

¥ feD: limt_ao(Ptf-f)/t=Ai‘,

et tel que les opérateurs Pt soient invariants & droite,

En outre, le semi-groupe (Pt)t>0 est alors unique et son générateur infinité-
-

simal est le plus petit prolongement fermé de A ,

Nous allons démontrer que, sous l'hypothése (i), In(I - A) est dense. On peut
évidemment supposer Im A non réduit & {0} . Reprenons les notations de la propo-
sition 5, D étant dense, il est clair que les mesures Vo sont non nulles.

1

Donc, notant a la masse totale de v y ON a
V,Ol ,O!

v
TEED: A =m0 S o, fallu, ~&/a, )=, ) .

by

Soit W une mesure bornée orthogonale & Im(I - A) « Pour f élément de D ,
notons

0(y) = d £(x) aux)
On a

VEED: lim ey ox [ 28,(y) a(s + (6 = fa Nz ,y) =0.

Soit fe€ D, et soit (zo ’ yo) tel que 3z, Qf(yo) = HQf“ .

Comme

2.(y, ¥) = oy £(y)
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et que D est invariant & gauche, on a
- ; f
0 = flagl + vim oy on ¢ 25 (v v) alle —wy e, (s, y)
Or
re J 2z 3,0y, v) al(e ~u, e Mz, 3) 20 .
Donc Héfn =0 , et en particulier,
I f(x) dw(x) =0 .

Donc w est orthogonale & D , ce qui démontre le résultat.,

5. Opérateurs dissipatifs ou codissipatifs, invariants & droite, sur un groupe
WMWNWWMN

compact.
Lo ooV ooV o o g

Dans le cas d'un groupe compact, on peut encore étendre le théoréme précédent.
1Y P 1Y P

THﬁOREME 10. - On suppose G compact. Soit A un opérateur sur X , de domaine

D dense., Sont équivalents :

(i) A est dissipatif et invariant & droite,

(ii) I1 existe un semi-groupe fortement continu et & contraction (Pt)t>0 sur X
tel gue

¥ feD: 1imth(Pt f -f)/t =af,

et tel que les opérateurs P, soient invariants & droite.

Ltimplication (ii) = (i) est évidente.

Supposons (1), et plagons-nous dans le cas ou Im A # {0} . Reprenant les nota-
tions de la proposition 5, et notant a o la masse totale de Vo o (qui est non
EAS ?
nulle puisque D est dense), on obtient

PEED: Af=lim g .0 20y S d((uv,a - 6)/av’a)(z s V) o
I1 existe donc un ensemble J , un filtre $ sur J , et des opérateurs It
(3 € J) dissipatifs, bornés, invariants a droite, tels que

Y feD: Af = lim. AY £ .

B4, 5

Soit Pi =e 9, Pi est évidemment un opérateur invariant & droite, de norme

inférieure ou égale & 1 .

Donc pour toute f de X, {Pi f 3 jeJ} est un ensemble relativement com-

pact dlaprés le théoréme d'Ascoli.

Soit U un ultrafiltre plus fin que & . Pour tout t 2 0 , il existe un opéra—
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teur P, , de norme inférieure ou égale & 1 , invariant & droite, tel que
o — 1 j
VfeX: Pt f = limy Pt f .
Du fait que, pour tout j , (P,‘g)t>O est un semi-groupe, on déduit que

ifeX, ¥t,s»0: P =P P .

LEMME. - Pour tout f de D, P% Al s converge suivant U vers Pt Af , la

limite étant uniforme en t sur tout compact de E* o

En effet, pour tout f de D,
123 a9 £ -, arf < |47 £ - ag] 4 (2] - B (aD))]
D'autre part, si h appartient & D ,

HPi Af - Pg Af|| < 2 ||af = bl + |s - t] 149 1]

Le lemme se déduit aisément de ces deux inégalités et de la densité de D . Ceci
étant, ¥ feD, ¥V jeJ, Vt,

j SR
Pt f-f-= 0 PS AY £ ds

Donc, d'aprés le lemme, s —fyPs Af est continue, et

It
Pt f~-f= 0 Ps Af ds o

ce qui prouve que (p est un semi-groupe fortement continu, et que (ii) est

t)t;o
vérifié,

COROLLAIRE 11. - On suppose G compact. Soit V un opérateur sur X , invariant

4 droite, codissipatif, de domaine et d'image densesSe.Alors il existe un semi-groupe

fortement continu et & contraction (P,),_ . sur X tel que
9820,

-\t _
fo eV P, f dt = VE,

et tel que les opérateurs Pt soient invariants a droite.

v £ed(v): lim

En effet, si V est codissipatif et d'imege dense, V est injectif, et - V'-1

vérifie 1'hypothdse (i) du théoréme 10, et donc (ii). Le résultat en découle aisé-

ment .

Nota. — Les méthodes utilisées au paragraphe 2 ont aussi été employées pour don-

ner des résultats analogues dans le cadre des espaces homogdnes avec J. P. ROTH [5l.
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