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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1949)

II. LA TRANSFORMATION DE FOURIER
DANS LE GROUPE COMPLEXE UNIMODULAIRE A DEUX VARIABLES.

par Roger GODEMENT
[d'aprés GELFAND ot NEUMARK (1) ]

On renvoie au premier exposé pour les formules fondamentales d'intégration, ainsi
que pour la construction des représentations unitaires irréductibles. Un renvoi tel
que (I, (187.524)) signifiera ici : se reporter au premier exposé formule (187.524).

Dans le présent exposé, il s'agira du groupe & deux varisbles : matrices
€11 812 )
g =
821 &2

de déterminant un ; les sous-growpes 2 , Z' , K, K!, A (1, n%® 1,2,3,4,5) ont
ici pour éléments génériques :

1 ]
1 0 ’ 1 g k, © . ki, ki, . 3- A O
z = s 2' = ;s k= s k' = o = X'l .
z 1 0 1 ky ko, 0 ki, 0

La fonction ﬁ(g) (I, (1)) se réduit ici a }(g) = ,g22l4 .

Si est un caractére de L) s on lo prolonge & G tout entier en posant (I, (41))
() = k(&) pour g=2'§2 ; ceci étant, on obtient ¢omme suit les représen-
tations irréductibles construites dans (I, n® 10) : soit 2, l'espace des fonctions

de carré sommable sur le sous-groupe Z ; on réalise G comme sous-groupe de transe
formations de Z en posant, pour z € Z et g &G zg = k'.ng 3 on a alors wne
représentation irréductible dans en prenant wn caractére ‘ﬂ de A et en posant

(1) Uy selte) = % ). K(z8)£(12) .

On va montrer dans cet exposé comment la représentation réguliére de G se décompose

en les représentations irréductibles (1),

(1) GELFAND (I.M.) et NAJMARK [NEUMARK] (M.A.). - Unitarnye predstavlenija gruppy
Lorenca, Izvestija Akad. Nauk SSSR., Série math., t. 11, 1947, p. 411-504.
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R. GODEMENT

1. Opérateurs de composition.

On désigne par L 1'ensemble des fonctions continues et & support compact sur G,
par L~ 1'ensemble des fonctions sommables, par L2 1'ensemble des fonctions de
carré sommable sur G . Muni du produit de composition

(2) x ¢ y(g) = S x(ggf).y(gl).ar(gl) ,
L' devient wne algébre.

Toute représentation unitaire de G conduit 2 une représentation de L1 en parti-

culier, (1) conduit 2 la représentation qui associe, & xeL1 , 1'opérateur

) by = - [ 5@ 4o

On va expliclterces opérateura. Pour fe% et x EL1 s on aura

(4 u}\;xf(z>=§x<g>5‘-> (s8) §, (ze) £(72) apu(e)

prolongeons f 3 G en posant f(k'z) —-f(z) 5 il vient
1

S {x@8%s) o) Ge) ap (o)
d'ol, en utilisant (I, (21)) et par des calculs simples, la formule
G =gx ey zl)f(zl)dt,\(zl)

yﬁl"

ol le '"no
1

M E 2) = {xta™wa)P P f 02 g

les opérateurs de composition en question sont donc des opérateurs intégraux,

K est donné par
fo

2. Propriétés des noyaux.

?.. Si x €L est nulle en dehors d'un compact A CG, les 2z €Z tels que
z"K's rencontre A forment dans 2 un compact ; d'aprés (7), il s'ensuit que

K ;x(z » 2) est nulle en dehors d'un compact de Z , et est continue ; on peut

donc définir la trace de 1'opérateur U .y Par la formule classique
?

(8) Bl ) = [Ealz s 2 apta)

b. Si l'on appllque le raisonnement precedent 4 la fonction X * x s pour laguelle

X’x"x = )\ x ix ? on constate immédiatement que

01 S0g 20 - WKX o 2) P eap(sy) <o e s
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TRANSFORMATION DE FOURIER

donc, pour x €L , les opérateurs U x gont dans la classe d'Hilbert-Schmidt.
?

c. Comme L est partout dense dans L1 , il s'ensuit que les opérateurs de
composition associés, dans les représentations irréductibles construites, aux fonc-

tions sommables, sont complétement continus.

3. Ou 1'on montre quelques nouvelles formules d'intégration.

a. Par 1'application (z' ,S)—7z"1§z’ , K' est recouvert wme fois par Z' x A
en calculant le déterminant fonctionnel de cette application, on est conduit & la

formule suivante :

(10) f(k-)au(k)—jff(z‘lsz')ﬁ (8)1)- X' ap(8) apien

b. La méme méthode appliquée & 1l'application (z , z' S)——?z ozt 3 zlz
(compte-tenu du fait que, cette fois, G est recouvert deux fois, a 1'exception

d'une sous-variété négligeable) conduit & la formule

(11) Sx(g) 4 =%Sg§x(2-1 2718 2y A=A A t8) apta) aptan

¢. On a de méme

1
(12) f"‘g’ ) =5 mxu'l&z'z)f) 2ENAATP dl“(‘S) ROEMNED

4. Caractéres des représentations irréductibles.

Les formules (7) et (8) donnent 1
(13) sp(U, ) = ggxwlk'zm ) ) a4 apa)
D'aprés (10) il vient donec

= x(z7 21 a0a 2 u p z'
(14) SPWx;x)-—fH( 20 B AL A X AW (E) aa) aputs)

ce qui, en tenant compte de (12), conduit a

(15) ) - (x@. X().; SE e
g

On est donc conduit & considérer la fonction 2@,}g(g). l % /\ ,-2 ; elle est

définie presque partout sur G , de type positif et invariante par les automorphismes
intérieurs de G ; d'aprés (15), cette fonction jous le réle de caractére de la re-

présentation (() de G, et la formule (15) est rigoureusement conforme 2 celles

de la théorie des groupes compacts, par exemple.

COROLLAIRE., ~ Si )ﬂl et xz sont des caractéres de A ni égaux ni conjugués,
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R. GODEMENT

les représentations irréductibles correspondantes sont non équivalentes.

5. Calculs pénibles pour arriver en vue du théoréme de Plancherel.

Soit xe L ; d'aprés (9), la fonction X °x(zl s z2) est de carré sommable
’
sur le groupe abélien Z x Z ; on va lui inéiger une transformation de Fourier,
et introduire la fonction

(16) l}vx(w1 s w2') =5§K}\;x(zl , zé).exp [-27(1R(w121 - '222)]' d).«(zl) drA(zz) s

laquelle s'écrit en vertu de (7)

(17) l?]\;x(w1 s w2) = SS§§X(ZI182'ZZ) | )dz.ﬁ( 8).exp [-Zﬂ"iR(wlzl + wzzz) i
4(8) apay) A (z) st

Ceci fait, on prend sur G de nouveaux paramétres

(18) p, = gll/glz 5 Py = 1/812 H p3 = g22/812 ’

et on pose x(g) = :n:(p:l s Py s p3). Dans (17) intervient 1'élément g = z;l Sz'zz 3
ses paramétres sont, en fonction de coux de 2y 5 25 z! ,S ‘s donnés par

(19) pp=o T vay 5 opy =t Y\-l opy=a T NE g
Posant d (pi) = dpi?i'ﬁi- ’ on tire de 12 que, pour A donné, on a

- -4
(20) df‘(zl)dT‘(z2)dt‘(z') = Ip,| dp (py)dpulpy)ap (pg)

ce qui, par des calculs divers, conduit &
(21) ﬁf\;x(wl s Wy) = SSSSX(})J‘ » Py s p3).exp{-2$‘(i.R[w2p1 + (wy ’\-1'"2)‘)1’2'"11’3]}
: )ﬂ(‘g ). Ip, l"*.dIA (P)ap () W(p)apu(§) -

6. La formule de Plancherel sur G .

La formule (21) conduit 2 introduire la transformée de Fourier
(22) X(w; 5w, 5 u3) = Sﬁx(pl » Py » P3)eexp [-29iR(pyw) + pyw, + pyuy) ).

|P21'4-d|w(p1)dr(pz)dr(%) ’
au moyen de laquelle (21) s'derit

() K ey, wy) :fX(wz v AT g ) - wl).ﬁ(é).d e .

Or, il se trouve que l'on a, d'une manidre générale
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TRANSFORMATION DE FOURIER

(24) ‘gx(g)ar(g) = ([(xtey » 2y » 22 Ipy1™8 A B (ale)

et donc
(25) Slx(g) ,zdrl(g) = SSS X(Pl ’ P2 ’ p3)lp2 ,-4 x(Pl ’ pz ’ PB) lpz
drl(Pl)dP(Pz)dH(pa) ;

2.

si alors on tient compte de la formule

-2
(26) X{;zﬁz(ul y Wy oy W) = -‘szjsgx(pl » Py » P3) Ipy | cexpl-2 RiR(pyuy + ...) e
dr((pl)...

on a, en appliquant le théoréme habituel de Plancherel :
(27) JIX(g) ? d!u(g) = ”( X(w , u,, 113)X" 5 (u1 ) Uy s %)d?«(ul)drx(uz)dr\(%)-
D'autre part, on voit facilement que

2
-1 .
(28) ,\xd/\dd] X(v, , wl)\ - W, )\, -w)

= 1Ay + Ay 2 5,2 2 AT = Ay -y

en faisant le changement de variables

-1
(29) Y =vy i u2=w1)\ 'WZA; Uy == W)
la formule (27) donne alors

Go) { iete) dt‘(g’ -ﬁgxcwz,wlA S I

x “ = X(uy 5 wy AT = N, - wy) dr(&)dl“(wl)dk(wz) ;
écrivant alors explicitement le caractére de L sous la forme
- _ n+i -n
(31) )((J)-)gnp(S)-l/\l )

on voit que la transformée de Fourler per rapport 2 )\ de la fonction (28) est, en
tenant compte de (23), - (n +f> )K x(w1 )y Wy) (30) et Plancherel sur
donnent alors la formule )ﬂ

_ =R o 2 2 2
62) [Ixte) Pap (o) =9t ﬁg"‘;g;x("l s ) P ap Gepap o). % + gy
ol dr\( Y\) désigne la mesure de Haar sur le groupe dual de « En appliquant
maintenant Plancherel, cette fois sur % x Z , il vient la formule de Flancherel
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R. GODEMENT

pour le groupe G .
(33) {Ix(e) l’*ar,(@ = ¢ { | ( e el 2 2g) I a F(zad'»\(zz).(nz + Dap ()
ou encore, en tenant compte de (9)

1 e * )
34 d = — S ..U . + ap .
(34) gx(g)?@f W (e) o zi:;o K‘o p(lxn,P,x f\n:p sy) (07 p)ep

(Le coefficient 1/8 G”t'd' provient du choix de la mesure de Haar ; notons aussi que,
les fonctions de f"qui interviennent ici étant paires,on s'est borné & intégrer de
0 & + o , ce qui introduit encore un coefficient 2).

7. Formule d'inversion de Fourier.

)
Si 1'on introduit la fonction f = x # y , la formule précédente s'éerit

8 n=-o0o JO

( 1 Zﬁ *® (02 + p?

(35) f(e) = —— Sp(U. o) e(n® 4 pT)P
o4 )ﬁn,p’f f ‘) ’

en faisant subir & f wne translation, on obtient plus généralement

(36) f(g) = gsp(U),\;g Uy\;f) dﬁ ,

ou 1l'on désigne par d la mesure I1/8 5(‘4(n2 + fz)d.ndf (cette mesure jous le
r8le de mesure de Haar sur le "dual" de G). En explicitant cette formule, on est

donc conduit au résultat suivant : si l'on pose

(37) K)ﬂ;f(zl 3 Z2) = S‘gf(z;]'az'zz)ﬁ 2 (é)ﬁ(g) dv(g) d‘,\(’zy)-

on a inversement

1
, ;2
(38) £(g) =ng5 (zg) j\(zg) Kﬂ;f(z » T,2)d \\\(Z)d )’\
Cette formule n'est démontrée ici que pour le produit de composition de deux fonc-
tions & support compact, mais on peut 1'étendre au cas d'une fonction quelconque

de carré sommable (auguel cas les relations écrites ne sont valables que presque
partout).

8. Décomposition de la représentation réguliére en somme continue.

Reprenong la formule 1
(39) K)ﬂ”‘(zl N Sx(zzll,;vzz)ﬁ5 2(‘")7\“")‘1?‘ Y(k')

et remplagons-y la fonction x par la fonction y(g) = x(ggo) ; il vient, par
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TRANSFORMATION DE FOURIER

un calcul simple
1

> 2
(40) Kx;y(z1 s 25) =D “(a,8,) )ﬂ(zzgo) Kf\;x(z1 s Tgozz) R
Pour z et J\ donnés, associons alors & chaque x é L 1la fonction
(41) XZ; (zl) =K ;x(z ’ zl) ;
la formule (40) montre que, si 1'on note Vg 1'opérateur de translation & droite
de g (dans 1'espace L2 du groupe G), l'application X—yX,, transforme Vg

H
en 1l'opératewr U, ,  défini dans ;, par la formule (1) 3 en)ienant compte des
2
formules (9) et (34) on obtient alors

\') =\'\ (U dy(z)d
(42) (vge s ) = )\’gx”f\’y’“}) (2 s
ce qui constitue une décomposition de la représentation régulidre suivant les repré-

sentations wnitaires {fﬁ% ; ?f)'é} considérées,
) ’

Enfin, les résultats précédents permettent de montrer que, pour que les représen-
tations irréductibles définies (au moyen de (1)) par deux caractéres de & soient
dquialontes, il faut et il suffit que ces deux caractéres soient identiques ou con=-

jugués (on a vu au n® 4 que la condition était nécessaire). Il s'ensuit qu'on peut

établir une correspondance biunivoque entre ces représentations et les "caractéres"
qu'on leur a associés au n® 4 , conformément au cas des groupes compacts, et contrai-
rement au cas de la plupart des groupes discrets infinis. De ce point de vue, le

groupe complexe unimodulaire a donc un comportement assez "normal'.

Par contre, wme différence essentielle avec le cas des groupes compacts se présente H
comme on le montrera dens un 3e exposé,.il existe d'autres représentations wnitaires
irréductibles que celles qu'on fait intervenir jusqu'ici dens 1'étude de la représenta=
tion régulieére. GELFAND et NEUMARK consacrant & leur étude 55 pages de leur mémoire,
on comprendra qu'il serait utopique de vouloir les exhiber ici (1a difficulté est, non
pas de les fabriquer, mais de montrer qu'il n'y en a pas d'autres, et d'arriver a dé-

composer toute représentation wnitaire de G),

81



