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Séminaire BOURBAKI
(mars 1955)

REARRANGEMENTS DE FONCTIONS ET INEGALITES DE CONVEXITE
DANS LES ALGEBRES DE VON NEUMANN MUNIES D'UNE TRACE

par Alexandre GROTHENDIECK

L'idée de départ : utilisation systématique d'un lemme général élémentaire don-
nant des inégalités de convexité entre deux suites décroissantes de nombres réels
(qui dans le cadre plus général du présent exposé deviennent deux fonctions réel-
les décroissantes, voir n° 3, proposition 4), pour obtenir des inégalités relati-
vement aux valeurs propres d'opérateurs compacts dans 1l'espace de Hilbert, est due
a4 Ho WEYL[2] . Pour tout ce qui concerne les anneaux d'opérateurs et les traces

sur de tels anneaux, voir J. DIXMIER [1].

1. Mesures spectrales et réarrangements décroissants de fonctions (rappels)

Soit f une fonction mesurable complexe sur l'espace mesuré M (muni de la
mesure positive m). On dit que f admet une mesure spectrale si 1l'image de m
par f existe en tant que mesure sr (@7 (plan complexe privé de l'origine).
Cela signifie aussi que pour 0 a ¢ b <+ ® , l'ensemble Iflﬁl(] a,b [)
est intégrable (condition ne dépendant que de |f|). f£(m) , considéré comme mesu-

re sur G* s est appelée mesure spectrale de f et notée Be » i.e. on a
(1) (ospg) ={kof,m>= juo((f) dm

pour toute fonction continue 3 support compact & sur e *.

P ¢ ©st une mesure positive sur ¢* , qui est portée par R* (resp. R*)
31 et seulement si f est réelle (resp. positive). Une fonction mesurable f sur
un espace mesuré M et une fonction mesurable g sur un espace mesuré N sont
dites spectralement équivalentes si elles admettent une méme mesure spectrale.

EXFMPLES. - Si f'l(c {0}) est intégrable, alors 'Af existe et est bornde ;
c'est le cas en particulier si f est & support compact, o M intégrable. Si
f tend vers 0 a 1'infini, alors Hf existe.

PROPOSITION 1. - Une fonction positive décroissante §p sur @” admet une me-
sure spectrale si et seulement si elle tend vers 0O a 1'infini ; H lf est une mesure
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A. GROTHENDIECK

positive sur 0’{"5f telle que S d,_. p<+ o . Réciproquement, pour toute mesure
1 0
positive p sur @{: * s telle que f dp@- o, existe wune fonction pogitive

déeroissante P et une seule sur (B (modulo égalité presque partout) qui ad-
mette la mesure spectrale ’4 .

©
t{) n'est autre que la fonction inverse de la fonction s-)f d-P .
s

COROLLAIRE. - Soit f wune fonction mesurable positive sur l'espace mesuré M .
Pour que f soit spectralement équivalente & une fonction positive décroissante
sur QR 5 il faut et il suffit que pour tout a >0, f_l([a , # () soit in~
tégrable. Alors YJ est uniquement déterminée presque partout.

Cette tf est appelée le réarrangement décroissant de f , noté LP .
f

S5i g est une autre fonction positive sur un espace meswré N , satisfaisant
a2 la condition ci-dessus, f et g sont spectralement équivalentes si et seu-

lement si elles ont le méme réarrangement décroissant.

Si est une fonction décroissante, désignons par “(t) resp. T(t) sa
limite & gauche, resp. a droite, au point t . On a alors, sous les conditions du
corollaire :

() Pt = m%§§<t la -8zl \F;(t) = m](_gf la - Be,

. )&
(2 bis) fo ‘f’f = m?gfa va f

(E désigne une partie mesurable de M , identifide & sa fonction caractéristique).
On tire de (2) que Yf croft avee f , et les formules

= = d .
(PAf = )\\ff (A;O) ’ \ffd"' (‘ff) (x>0 ;
plus généralement, si & est une fonction positive croissante sur (R* , ona

P (£) =X(Pg) -

On pose (sous réserve que les seconds membres existent)

t t
I N TGRSR A AT NOR
(4) A.(6) = exp ¥ (%)
A(f) = A M) = ex lo dm
(5) (©) =81y @00) = exp [ 0g Je]
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ALGEBRES DE VON NEUMANN

Supposons M intégrable, soit f une fonction mesurable réelle sur M , on
déduit aussitbt de la proposition 1, corollaire, qu'il existe une fonction déerois-
sante (et une seule, modulo égalité presque partout) sur J 0, mM ) spectrale-
ment équivalente & f . On la note encore ¢ €t on l'appelle réarrangement dé-

croissant de f . Le résultat suivant est classique :

PROPOSITION 2. -~ Supposons m(M) { + o . Soient f et g deux fonctions réel-
les mesurables sur M . Pour que fg soit sommable, il suffit que ‘flfl ¥ lel

le soit,et on a alars
n (M)
(6) fn fgin jo ¢ p, a8

2. Fonctions de Weyl.

DEFINITION 1. - Soit M un espace mesuré intégrable. Une fonction réelle P sur
L® (M) est dite fonction de Polya, si elle satisfait aux conditionms :

(Pl)' P est symétrique, i.e. P(f) =P(g) si f et g sont spectralement
équivalents.
(PZ)' P est convexe, i.e. P(Af + (1 =N) g)é AP(f) + (1 =N) P(g
pour 0 A L1
(P3). P est semi-continue inférieurement powr ]a topologie faible o~ (L°° ’ Ll) .
Si on ne suppose plus M intégrable, une fonction réelle P sur l'espace des
fonctions mesurables bornées & support compact sur M est dite fonction de Polya,
sisarestriction & tout L®(K) (K partie compacte de M) 1'est.

Un peu de technique 'EVI" permet de prouver que, moyen-
nani'; P‘,2 » la condition P3 est équivalente & la condition en apparence plus faible :
(P3 ). Pour toute suite (fi) bornée dans L (M) convergent presque partout vers
une limite f , ona P(f)  lim inf P(fi)'

De (Pz) et (P3) résulte que P est de la forme P(f) = snip (Li(f) + ai) R

ou les L; sont des formes linéaires faiblement continues sur L®M) , i.e. des
éléments de Lt M) , et les a; des nombres réels. Utilisant la condition P, et
la proposition 2 , on obtient la

PROPOSITION 3. -~ Supposons m(M) < + ® . Alors les fonctions de Polya sur
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A. GROTHENDIECK

L® (M) sont exactement les fonctions de la forme
m(M)
(1) P(f) = sup (a:.L + J A lff)
i 0
ou les k(?i sont des fonctions décroissantes sommables sur ) 0, mM) ) y les

a 5 des nombres réels.

COROLLAIRE. - Pour que la fonction de Polya P soit croissante, il faut et il suf-

fit que les ?s solent positives.

REMARQUE. - Les considérations qui préciédent seraient encore valables en suppo-
sant que P est seulement définie sur une partie convexe faiblement fermée de
L® (M) , symétrique dans le sens que, si une f lui appartient, il en est de méme
des fonctions spectralement équivalentes & f . Ainsi, P pourrait n'étre définie

que pour les fonctions mesurables bornées positives, etc.

EXEMPLE (correspond au cas envisagé par POLYA et WEYL). - Soit « une fonction

réelle convexe sur R , alors
(2) Py (£) = fo((f) dm
N

s

est une fonction de Polya sur l'espace des fonctions mesurables bornées & support
compact sur M , croissante si et seulementtsi K 1'est. Il en est de méme plus
généralement, de la fonction P «, t(f) = L o((Lff) pour t3, 0 (1a convexité de

Pt résulte aussitét du n° 1, formule 2 bis).
’

DEFINITION 1 bis. - Soit M un espace mesuré intégrable. Une fonection W sur
la partie positive de L® (M) est dite une fonction de Weyl si elle est continue
au sens de la norme, si elle satisfait aux conditions 'Wl et WB analogues a

P1 et P3 , et en plus & la condition W2 . La fonction W (exp f) est une fonc-

tion convexe.

On définit de méme la notion de fonction de Weyl sur l'espace des fonctions me-
surables bornées positives & support compact sur M (M non nécessairement inté-
grable). Cette notion se raméne & la notion de fonction de Polya, si on remarque
que si W est une fonction de Weyl, P(f) = W(exp f) est une fonction de Polya.
8i W est croissante (cas le plus important) il en est de méme de P (et réecipro-
quement) .
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ALGEBRES DE VON NEUMANN

EBEMPLES. - Si W est convexe et croissante, la condition Wz est vérifiée au-
tomatiquement. Donc une fonction de Polya croissante définie sur les fonctions me-
surables bornées positives & support compact est a fortiori une fonction de Weyl.
Soit o une fonction réelle continue sur 2he telle que K (exp t) soit convexe,

alors :
©) Wa®) = [ (o) an

M
est une fonction de Weyl, croissante si et seulement si X 1'est.

Prenant par exemple d (t) = tP, on obtient W_(t) = .flflp dm . Plus générale--
ment o« étant comme ci-dessus, et t >/,0 s wa(,t(f) = I) o((tpf) est une fonction
de Weyl.

Extension d'une fonction de Weyl standard. Une fonction de Weyl W définie sur
les fonctions mesurables bornées positives & support compact sur @f est appelée

fonction de Weyl standard. Supposons W croissante, et soit M un espace mesuré
quelconque, f une fonction complexe mesurable quelconque sur M , on posera

@) W(E) = sup W (g
g

ot g parcourt les fonctions mesurables bornées positives & support compact ma-
jorées par |f| . Ona 0L W(f) + o ; l'ensemble des fonctions f telles que
W(f) soit fini est un ensemble disqué sur lequel W est une fonction convexe. Si
on restreint W(f) aux fonctions mesurables bornées positives & support compact sur
M , on obtient une fonction de Weyl. Si W était définie au début, pour les fonc-
tions sur 02,* , par (3) , cette formule restera valable si f est une fonction
mesurable positive sur un M quelconque.

3. Inégalités liées aux fonctions de Weyl.

PROPOSITION 4. - Soit 0 {a £ + w , soient f , g deux fonctions décroissantes
bornées sur [O ’ aj telles ‘que ft £ <& ft g pour tout 0+ <a .
o o

Alors pour toute fonction de Polya croissante P sur L% ([0 y @ ]) , on a

P(£) QP(g) .
En vertu de la proposition 3 et de son corollaire, il suffit de prouver que

a a
J f‘.P 4 f gy pour toute fonction positive décroissante sommable sur ] 0, a (
(e} o

ce qui résulte facilement d'une intégration par parties.
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Remarquons d'ailleurs que la réciproque est vraie : si les fonctions déecroissan-
tes positives f , g sont telles que P(f) < P(g) pour toute fonction de Polya
croissante P , on a ft i‘</t g pour tout t entre O et a , car 1la fonction

o (o

t
£ —-)j ‘-Pf sur LOO(EO , a]) est une fonction de Polya.
o

Notons aussi que l'hypothése que P est croissante est inutile si on suppose
que /a f= f g 5 nous n'aurons pas besoin de cette remarque, qui donne des
o o

inégalités assez bizarres relatives aux traces finies. De la proposition 4 , on
déduit aussitdt le

COROLLAIRE. - Soient f , g deux fonctions décroissantes positives sur [0 N a)
telles que A f(t) < _Ag(t) pouwr tout t entre O et a (voir n® 1 , formule 4)
alors on a W(f) £ W(g) pour toute fonction de Weyl croissante sur la partie posi-
tive de LOO(EO , a)) .

a

On pourrait faire pour ce corollaire des remarques analogues & celles qui suivent

la proposition 4.

4. Mesures spectrales et réarrangements spectraux d'opérateurs.

Dans toute la suite, (J désigne une algébre de von Neumann (algdbre autoadjointe
faiblement fermée d'opérateurs dans un Hilbert %) munied'une trace normale semi-

finie fidéle T , i.e. une fonction positive (2 valeurs finies ou infinies) sur

la partie positive At de (1, additive, positivement homogéne, invariante par
transformations unitaires : T(UAU-I) = T(A) pour tout UE L unitaire, permutant
au sup (normalité), telle que A > O implique l'existence de B , 0 & B LA

avec T(B) { + o (T semi-finie) , et telle que T(A) = O implique A=0 (T fi-
déle). Alors l'ensemble des AE (LT tels que T(A) soit fini est la partie posi-
tive d'un idéal bilatére (X faiblement dense dans A , appelé idéal de définition
de T .

T se prolonge en une forme linéaire sur ¢ , telle que T(AB) = T(BA) pour
A€ ,BE@. Soit © 1'adhérénce de g pour la topologie uniforme, c'est encare
un idéal bilatére de X . Pour que T soit finie, i.e. & = (f, il faut et il suf-
fit qie b = (4 . Rappelons le

LEMME. - Soit (¢ un idéal bilatére dans 1l'algtbre de von Neumann (X, b son
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ALGEBRES DE VON NEUMANN

adhérence uniforme. Alors tout projecteur hermitien de b est dans & . Soit
une sous-algdbre commtative autoadjointe uniformément fermée de © , M son
spectre, de sorte que ¢ s'identifie & 1l'espace GO(M) des fonctions continues
nulles 3 1tinfini sur M . Alors l'espace & (M) des fonctions continues & sup-
port compact sur M est contemu dans ¢x .« Si ( est maximale dans b s M est

stonien.

COROLLAIRE. - Supposons que (X soit précisément.l'idéal de définition d'une tra-
ce normale semi-finie fidéle T . Alors on peut trouver sur M une mesure positive
m (unique) tells si f EBO(M) , on ait fEQ si et seulement si f est sommable
pour m , et alors T(f) =ffdm . Le support de m est M.

Considérons les éléments de (L™ majorés par des projecteurs hermitiens de @ ,
ils forment la partie positive d'un idéal bilatére de (A noté Q, (ctest le plus
petit idéal bilatére de (X dont l'adhérence uniforme est b ). I1 joue le réle de
1'espace des fonctions continues & support compact en théorie de 1'intégration.

( b jouant le réle de Co , (L celui de L®, X celui de ConLl ou Lanl).

Soit A un élément normal d¢ b , i1 est contemu dans une sous-algébre commutative
autoadjointe uniformément fermée ¢ de b , et € stidentifie 3 CO(M) s, M étant
muni, en vertu du corollaire précédent, d'une mesure positive m de support M .

A devient ainsi une fonction continue nulle & 1'infini sur 1'espace mesuré M ,
donc on peut considérer sa mesure spectrale MHa qui est une mesure positive sur
c* (n® 1, exemples). Cette mesure ne dépend pas du choix de ¢ , car on aura, pour
toute fonction borélienne & support compact & sur C*:

(d  Kas Py > = '(MO( (A) dm = T( (A))

On 1'appelle mesure spectrale de l'opérateur normal A € b . Son support est identi-

que au spectre de A diminmué de O si O est dans le spectre. Du corollaire du
lemme résulte que A€ (¥ si et seulement si z est sommable pour rl A" Alors on a

(3 fzn dp,(z) = T(A") @21

Supposons maintenant A} 0 . Alors A , considéré comme fonction sur l'espace mesu-
ré M , admet un réarrangement décroissant \f‘ 5 qui ne dépend pas du choix de ¢
{puisque Ha n'en dépend pas) , on l'appelle le réarrangement décroissant de
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ltopérateur positif A€ b . A partir de 13 on définit, comme au n° 1 formules

3, @, 6

t
@ R DR AR
Y -7 ’
(5 A(‘l:) = ‘FA(t) = S; log YA(S) ds
© A0 = By 0 = exp ¥y 0

PROPOSITION 5. - Soit A un élément positif de B . On a

7 “(t) = inf Ax , = inf 1-E -
O ¥, (4 I )56(?1-1%)%( X, X)) EEP((a)” (1-E)a@ -8 |
T(E) Lt T(E) <t

(P(2) est l'ensemble des projecteurs hermitiens dans ().

Posons pour AE (], |A| = ('A"'A)l/2 . On a le

COROLLAIRE 1. - A€b  implique

(©) Pal® = me  ( sup lAx]) = tnf || AG@-5) ||
EEP() x€(1 -E)X EEP(A)
T(E) (b T(E) Lt

COROLLATRE 2. - A€b, B& @ impliquent
(9) Plea] 1B U@ , Piam) SBIQ

COROLLAIRE 3. - (, croft avec A dams k' .

COROLLAIRE 4. ~ Les fonctions A — \;l Al (t) forment un ensemble équicontinu de
fonctions sur b mni de 1a topologie uniforme.

PROPOSITION 6. - Soit A wun élément normal de b » U un élément inversible de
A tel que UAU-1 soit normal, alors on a = .
Foart = Pa

COROLIAIRE 1. - Si A€ b on a =
’ Huxa = Hopr
On en conclut aussitét

COROLLAIRE 2. - Si A€k , ona
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tl

S N

Flal

doivent &tre considérées comme mesurant 1'ordre de grandeur de A€ .

TS VI T

_ s s ¥ A .
= v]A*] et les quantités dérivées 'AI , 'Al N IAI ete

REMARQUE. - 1I1 devrait étre possible de définir la mesure spectrale H |, pour
tout A€ b (non nécessairement normal) , qui serait une mesure positive sur C *
ayant pour support le spectre de A (éventuellement dimimué de l'origine) et sa-
tisferait & H,p = t“BA pour A€ b , BEX . Si par exemple (1 est 1'algebre
de tous les opérateurs dans l'espace de Hilbert H avec sa trace bien connue, donc
b 1'algébre des opérateurs compacts (X est formé des opérateurs mucléaires, et
Q, des opérateurs de rang fini) & toute valeur propre non nulle d'un A€ O est
associée classiquement sa multiplicité, qui est un nombre entier ) 0 , ce qui per-
met dens ce cas de définir la mesure spectrale de A comme la mesure pour laquelle
une valeur non nulle du spectre de A a une mesure égale 34 sa multiplicité.

5. Premi¢re inégalité fondamentale et conséquences.

11
THEOREME 1. - Soient A,BEb et t}O,alorsona

(1) A L {0 A

La démonstration, quoique moins facile que le reste de cet exposé, est essientiel-
lement élémentaire ; elle s'appuie sur les propriétés élémentaires de la fonetion

Ad) = A(\“A') = exp flog thAI 5 (1) peut s'éerire aussi :

O TR R 7Y

Utilisant n°® 3, proposition 4, corollaire, cela équivaut au

COROLLAIRE 1. - Soient A , BE€ b et soit W une fonction de Weyl standard

croissante (n® 2), alors on a
(3) W(aB) £ W(‘flA, ?,BI) .
En particulier, prenant W(f) = (ff(s) ds , on trouve
o

COROLLAIRE 2. ~ On a pour A , BEh

(4) jt ‘-‘)IABI(S) ds th ?IAI(S) ‘ﬂBI(S) ds
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powr tout t » O . En particulier

(5) S € Jial 13|

d'ob

(6) ITaB) | < (1B = [ @) < f?MIYPl

En fait, toutes les inégalités importantes (en particulier, toutes celles qui
suivent) sont déja conséquence de la remarquable inégalité (6) . Soient p s Q
r >0 tels que 1/r =1/q . Prenons, dans le carollaire 1, W) = [fr , d'ol
W(a) = 1(]a]) . Utilisant 1'indgalité de Holder classique, on obtient le

COROLLAIRE 3. - ("Inégalité de Hélder non commutative") : Si A , BE b , On a
Q) il ¢ Al Il (°,a>0, 1/r=1/p+1/9
(On pose, comme en théorie de 1'intégration, || A “p = (T(IAIp))l'/p) .

Cette inégalité, due implicitement & WEYL dans le cas classique de la trace usu-
elle, ne semblait conmue dans le cas général que pour p , q , r} 1 (DIXMIER,
SEGAL) .

COROLLAIRE 4. - Supposons que (X n'ait pas de projecteur hermitien minimal. On
apowr ACbh
@ 0= e, I7(em) |
8 t) = f t) = sup T (BA
Ja| o Tt = e,

l =

T(s (B)) &t

(oy ¢ (B) désigne le projecteur orthogonal de 3 swr B (%)) . L'hypothése sur
(. correspond, dans le cas commutatif, 3 1'hypothdse qu'une mesure donnde attribue
une mesure nulle aux ensembles ponctuels ; si elle n'est pas vérifiée on peut plon-
ger A dans une algébre de von Neumann avec une trace normale etc., induisant la
trace donnée, et qui n'a pas de projecteur hermitien minimal). De la formule (8) on
conclut aussitbt le

COROLLAIRE 5. - Pour tout t) 0 , la fonction A-=>» §|Al(t) sur b est une
semi-norme, en particulier on a
CIEE NS IR Y

Cette derniére formule peut s!éerire aussi % ‘”A"’BI < §?'A| + {?lBI

(A, BEDL)

d'ol compte-temu de la proposition 3 (n°® 3) :

COROLLAIRE 6. ~ Pour toute fonction de Polya croissante W sur 1l'ensemble des

136



ALGEBRES DE VON NEUMANN

fonctions mesurables bornées positives & support compact sur 6’1" et A, BEQb ’

on a

(10) W(|A + B]) gw(\gm + YIBI)

En particulier, si W est une semi-norme sur l'espace des fonctions mesurables
bornées 3 support compact sur @,, satisfaisant & la condition de semi-continuité
d'une fonction de Polya, et symétrique (i.e. prenant la méme valeur pour deux fonc-
tions spectralement dquivalentes), alors A —W(|A|) = W(&r l AI) est une semi-norme
sur C(o , invariante par transformations unitaires, généralisant les semi-normes
introduites par SCHATTEN (dans le cas de la trace usuelle). Il n'est d'ailleurs pas
difficile de voir que si A est un facteur » toute semi-norme sur (X, invariante
per transformation unitaire peut s'obtenir de la fagon précédente (c'est un théo~
réme de Schatten dans le cas de la trace usuelle).

Prenant en particulier pour W(f) 1la norme Np usuelle, on obtient 1! inégnlité
de Minkowski pour opérateurs

(12) a +Bll, gllallp + 1Bl (1&p <+ @)

6. Autres inégalités, et questions ouvertes.

La fonction A ,(t) a été définie pour A€ O, mais on peut la définir eussi
de fagon naturelle pour AE}V+ b , de fagon que AA = AIA, « Pour ceci, il
suffit de définir A A(t) quand A est un élément positif de L + k ; 1e agtain
de la définition est laissée au lecteur. Dans le cas oh L + b rencontre b ’
i.0. dans le cas ou T est finie, (d'olu méme b = 1+ b ) , les deux définitions
de A , coincident. Signalons 1'inégalité

S AA}_+A< A1,0al (aeb)

qui est une conséquence facile de proposition 5 (on se raméne facilement d'abord

au cas ou T est finie). On définit ensuite

8i T(1) est fini (i.e. T finie) on obtient un nombre positif fini bien détermi-
né pour toute A€ = (A (alors A(A) est donc en fait une fonction positive finie
définie sur tout (X). Si T(1) est infini, il faut interpréter le deuxidme mem—

bre de (2) comme lim A1+A(t) ; mais cette limite peut étre infinde si A est
t—too
un élément quelconque de b . Elle sera finic si A€ ¢t; donc, dans tous les cas

(T finie ou infinie) & est une fonction positive finie sur 1+ e

Quand (A est le facteur de tous les opérateurs continus dans un espace de Hilbert
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alors on peut prouver

(3 A A

},+]A+B| 4 ,l,*IAI AﬁyIBl @, BEb)

d'ou faisant tendre t wvers + oo @
4 A@+|aBDLA @+ A AQ -+ [B]) (A, BEQ)

Ces formules se démontrent en étudiant les termes du développement en série classi-
que du déterminant de Fredholm det (L +C ) (C € &) dont O (L +C) est le
module. Il est bien plausible que (3) donc (4) reste valable dans le cas général,
o (] est une algdbre de von Neumann quelconque. En fait, j'ai seulement pu démon-
trer dans le cas général (assez simplement) 1'inégalité

(3 bis) A (A

1+]asB| & O14a 1+IB|)
A

De telles inégalités, on peut tirer de nombreuses sutres, soit en utilisant n°® 3,
proposition 4, corollaire, directement, soit en utilisant le

LEMME. - Soient A; , B des éléments de b* (1gign, 1gjign

et 9y des nombres Y0 , et t 0 . Pour qu'on ait
p q
s TI (Ayan () e Tyv (AysBj () 9

pour tout s} 0 , i1 fayt et il suffit que pouwr toute foncticn décroissante posi-

tive localement sommable & sur @f , on ait

t t
(6) fo (Forda (g @) s < f (% g3 (g3, () as

ol cn pose, pour tout A > 0:

(%) ao
7 J«(.)\) = f ﬂ_ﬁ)_‘lf_ L‘D I

° _+P —1+e6

(Pour la démonstration, prendre les logarithmes L et L' des deux membres de (5)
et éerire que pour toute fonction continue & support compact positive f sur @: ’
on a ;L(s) f(s) ds fL' (s) £(s) ds , introduire enfin la fonction primitive &
de ~f dans une intégration par parties des deux membres) . Prenant par exemple
A(s) =s© , ou 0dp{l, on trouve que Jg (A) est proportionnel a AP, et (6)

donne alors .
t
P
©  p f (9 0P g [ (9) (0<pgL)
7P, ) < 379 J B
Ainsi (3) donne en particulier

t t t
® L oLt [ P [ (pppt <o

138



ALGEBRES DE VON NEUMANN

d'oh faisant tendre t vers 1'infini :
(10) T([a +B[P) L T(Ja®) + T(|B[P) (0pgl)

qui remplace 1l'inégalité de Minkowski (n® 5) , formule (11) quand O<LpJl .
La formule (3 bis) ne donne que les inégalités imparfaites, déduites de (9) et

(10) en mettant devant le deuxiéme membre le facteur 2.

Soit A un opérateur compact dans un espace de Hilbert, (A i) la suite de ses
valeurs propres rangées par ordre de modules décroissants, (Pi) la suite analo-
gue pour |A| . Comme 1'a remarqué H. WEYL (loc. cité) , on a

1
(11) IAII M I>\nlé fl e Pn ()
pour tout entier n> 1 , de sorte qu'on peut appliquer l'analegue "discret" du
n® 3, proposition 4, corollaire pour obtenir de nombreuses majorations de la suite
(IAil) 4 1'aide de 1a suite (p,) .

Supposons maintenant qu'il soit possible, dans la situation générale envisagée dans
ce travail, de définir la mesure spectrale Ha Powr tout A€ b (voir remarque fin
du n°® 4). Soit alors VA la mesure sur @_,’H image de Ma par l'application
z—]z] de CF sw @, soit enfin ‘I la fonction décroissante sur (R.*
admettant la mesure spectrale V) A ({- A Joue donc le réle de la suite (|A ])
ci-dessus, donc \IIAI le réle de (r .)) . Il faudrait prouver A‘% < Ail”

(= ALPI Al =4 A) + Cela permettrait alors d'utiliser n°® 3, proposition 4, corollaire
our obtenir de nombreuses autres jorations de a 1'aide de =V .
» el Ya Hial = V1l
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( ) Pour obtenir cette formule, on note que | Ay e A, | est le plus grand des
modules des valeurs propres de /\.u » tandis que Py «+e @

, ©8t le nombre analogue
relatif & A Jul = JAu| , donc est égal a ”J\.u”
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