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Séminaire BOURBAKI
(Mai 1956)

LES SINGULARITéS DES APPLICATIONS DIFFéRENTIABLES

par René THOM

NOTATIONS. - On considére des applications différentiables de R® dans R° .
Conformément & la terminologie d'EHRESMANN, R sera appelé l'espace-source,
RP l'espace~but de l'application f . En un point x de la source, le rang r de
ltapplication f est inférieur & inf (n, p) . Les différences s =n-r,
b=p-1r sont des entiers positifs appelés corang & la source, resp. au but en
x . L'application f admet en x un point régulier si, en ce point, r = inf (n ,p)
un point y du but R° est dit une valeur réguliére (n ) p) , si tout point
de 1l'image réciproque f“1 (y) est régulier pour f . Rappelons que, d'aprds un
théoréme de Ao SARD [5], les valeurs réguliéres d'une application f de i
dans RP s de classe ¢ , forment un ensemble partout dense de P ass que

mn~-p+1l.,

Soient MU une sous-variété de M , de codimension q , y un point de
¥4 | Dans un voisinage U de y , NP™9 est définie par un systéme de coordon=
nées locales, représenté par une application $:v—rt , partout réguliére
telle que UN NP9 = ¢t (0) . L'application f de R dans R’ sera dite
"transversalement réguliére sur NP9 on y " si, pour un voisinage U assez
petit, 1l'application composée ¢ o £ admet O pour valeur régulidre. Cette notion
est évidemment indépendante du systéme de cartes choisi. Si tout point de NPa
est une valeur transversale régulidre pour f (f t-régulidre sur N’ -q)’ 1l'image
réciproque £ (W) est une sous-variété X1 de codimension q , dont les

P o f constituent un systéme de cartes locales.

ESPACES FONCTIONNELS. - On désigne par L n,p l'espace des applications de clas-
ses C" de R° dans RP , muni de la topologle définie par sup des valeurs
absolues des dérivées partielles d'ordre £m sur tout compact. Lﬁ P est un

; ’
espace de Fréchet, donc un espace de Baire.

DEFINITIONe - Une propriété (P) des applications f L sera dite générique
. prop (P) PP €L p générique,
si l'ensemble des f, qui ne présentent pas la propriété (P) en au moins un point
d'un compact K de la source,forme un sous-ensemble rare de L p? 5 par suite

’
l'ensemble des f, qui ne présentent pas (P) en au moins un point de R s forme

. m
un sous-espace maigre de Ln p*
i
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R. THOM

1. Un théoréme ds_régularisation.

Désignons par (xi) s 1i=1,2,sse,n, les coordonnées dans la source i N
par (yj) y J=1,2, «ev, p, des coordonnées dans le but., On considére par
ailleurs un espace elﬁclidien RN s de coordonﬁées Up g Uy y seey Uy e On suppo-
sera donnée, dans R , une sous-variété Yo , définie, au moins localsment, par
un systéme de k équations :

(1) Gj(ul,uz,...,uN)=O j:'-l,z,noo,k

Soit alors f une application de L; P’ définie par les p fonctions ¥y =7y (xi)
14 .
supposons qu'on identifie les variables u g o aux variables Xy yj s puils

aux dérivées partielles

jusqu'a l'ordre m £r inclus. A toute application f correspond ainsi une appli-
cation F de K dans RN , de classe ¢"™™ . on peut alors montrer

THEOREME 1, - A toute application f ¢ LxI;,p y0u r2n=-k+m+1, correspond

gehériquement une application F : K —)RN » t-réguliére sur la sous-variété

vk,

COROLLAIRE, & L'ensemble des points de R pour lesquelsune spplication £ générique
satisfait & un systéme d'équations aux dérivées partielles

ays
G0y vy i) =0 G2, ek
i, i

(1es différentielles de étant linéairement indépendantes par rapport aux varia-
bles uX’) est une sous-variété réguliérement plongée de codimension k de R .

APERGU IE LA DEMONSTRATION [cf. [8]]s = I1 est clair que si une application £
donne naissance & une F , qui, sur un voisinage de x , est t-réguliére sur
Y , il en va de méme de toute application assez voisine de f dans L . Le point
délicat consiste & montrer qu'au voisinage de toute f il y a une g telle que
l'application G correspondante est, sur un voisinage de x , t-réguliére sur
Y . Soit y=£(x), y &Y . On peut remplacer sans inconvénient, dans un voisi-
nage de y QRN , les fonctions Gj par leurs développements Tayloriens du ler

ordre. Dn obtient ainsi des fonctions linéaires :
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SINGULARITES DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

S
() Qj(xi’yk’&a-(iL)—)=o J=1,2, ¢eeyk

On fait choix pour chague Q. d'une variable u "dominante", par exemple la
j ’

dérivée partielle

ayk

d'ordre le moins élevé possible figurant dans Qj o On déforme alors f en substi-
tuant a yj , autour de x la fonction

¥, =y, *+ b X, eee X .

I3 =95 ) 1 ...1m( i) im)
En substituant dans (1)', les coefficients b(i) figurent linéairement dans les
Q, , et, en vertu du théoréme de A. SARD cité plus haut, on peut déterminer ces
coefficients b(i) de telle fagon que l'application F correspondante soit

t-réguliére sur Y pour un voisinage de x .

COROLLAIRE, - L'ensemble des solutions d'un systéme d'équations aux dérivées par-

tielles (non trivial) est un ensemble rare de L p°
’

2. Classification des singularités d'une application.

En un point singulier d'une application f , les deux corangs b , 8 ne sont
pas nuls. On désignera par Si(f) le lieu des points x de l'espace source o

en lesquels le corang au but b a la valeur i .

A toute application f : R' —yR° , associons son graphe [ (f) dans P,
En tout point (x, y) (y = £(x)) , le graphe [ (f) admet un n-plan tangente
En menant par l'origine O le n~plan paralléle, on définit une application f
de R® dans la grassmanienne Gﬁ des n-plans orientés dans R**P | Dans Gﬁ ’
1'ensemble (Fr) des n-plans qui se projettent "horizontalement" suivant un
sous-espace lindaire de dimension (p - r) de R admet pour adhérence le cycle

mod 2 (ou entier) dont le symbole de Schubert est

B-T,P=T, ooy p Py eses D)
R(n_p_‘_r)/ Kp_r
La oodimension de Fr dans Gﬁ est égale &

np-(p-r) m-p+r)-plp-r)=rn-p+r).
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R. THOM

En un point "générique" de F » on peut trouver une carte locale dans GP s Tepré=—
sentée par les coefficients d'une matrice & p lignes et n colonnes telle que

les éléments des (p ~ r) premidres lignes et colonnes forment un mineur non nule.

On obtient un systéme d'équations locales pour F en annulant tous les mineurs
d'ordre (p - r +1) contenant ce mineur, Il ¥y en a effectivement autant que
d'éléments dens le rectangle complémentaire, soit r.(n - p + r) . Les coefficients
de la matrice sont, pour le n~plan tangent & (f) , les dérivées partielles premiires

ai 51 1'on remarque que l'ensemble critique S est par définition 1'image réci-

proque par f du cycle F de (}g » on peut appliquer le théoréme 1 i cette

application f , et 1lton obtlent :

THEOREME 2. -~ Pour une application f € L 0,p ? ou ryn+2-bs, llapplication
"dérivéen f : B - Gﬁ est t-réguliére sur le cycle Fr o Par suite, l'en~
semble S. des points singuliers de corang au but égal & b est génériquement

b
une sous-variété ,(sans singularités) de codimension

(2) b(n - p + b) = sb.

Mnémotechniquement : la codimension générique d'un ensemble critique d'une

application est égale au produit du corang & la source par le corang au but.

APPLICATIONS., -~ Si la dimension n de la source est strictement inférieure au
produit s.b des corangs, alors l'ensemble singulier Sb(f) est génériquement
vide, 1.e. on peut toujours le faire disparaftre par une dfformation arbitraire~
ment petite de f « Par exemple, pour une application de 13 3 ‘1'ensemble singu-

’
lier S, est génériquement vide (3 < 2.2) .

EXEMPLES de singularités. - Pour L 1 (fonctions sur e ), i1 n'y a pas d'autre
singularité que S (f) la codlmens:Loxi en est n.l =n ; donc S1 (f) se com-
pose de pointsisoles. De plus, comme f est t-réguliére sur le cycle de Schubert
F, , les dérivées partielles %)-i;—- au point critique sont linéairement indépen-
dantes : ceci exprime que la forie quadratique du développement de Taylor em x

n'est pas dégénérée. Donc :

THROREME 3 (&1 & Marston MORSE). - Toute fonction numérique sur i psut &tre
approchée arbitrairement prés dans Lﬁ 1 (m » 2) par une fonction g dont les
2

seules singularités sont des points critiques quadratiques non dégénérés.

De mdme wune application de L ,2 n'a pas d'autres singularités que S1 , qui
est alors une courbe critique. Il en va de méme pour les applications de
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SINGULARITES DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

i - R3 , qui ne peuvent présenter un 82 non vide que pour n 3 2(n -3 + 2) ’
soit n 2 2 . Excluant le cas trivial n =1, reste n =2 ¢ la codimension est
2 : on obtient ainsi la singularité connue sous le nom de "point cuspidal" d'une
surfaces Pour L,, , 1l'ensemble S, se réduit & des points isolés ; on obtient

aisément un systéme d'équations locales pour ce type de singularités, par exsmple :
X=x, Y=y, U=zux+vy , V=u2+v2 .

De fagon générale, il résulte de la formule (2) que pour n » p , l'ensemble S,

n'est mon vide que si p>,r2 . 81, n étant fixé, on fait varier la dimension p

du but, on constate qu'il y a "isomorphisme" pour les dimensions des ensembles

eritiques des applications de R" dans Rn+k d'une part, dans Rn.k dtautre part:

pour Ln,n+k et Ln,n—k , les ensembles Sk+r ’ Sr resp. ont la méme codimension

r (k+). On pourrait parler en ce cas de singularités "duales".

Il est facile de montrer que dés que la condition (2) n > s.b est satisfaite,
il oxiste effectivement des applications de Ln p qui présentent des singulari-
tés de ce type : on peut donner leurs équations locales & l'aide de formes qua-
dratiques. Bien entendu, la seule donnée du corang ne suffit pas a caractériser
le type topologique de la singularité ; d'autres invariants (en général, d'ailleurs
non explicités) sont nécessaires ; par exemple, pour définir un point critique
dtune fonction sur R° , il faut se donner de plus 1l'indice de la forme quadratique

du développement de Taylor au point.

Plongement de S ) dans §r « = I1 est clair, par continuité, que S el 5%
plongé dans 1l'adhérence de Sr . 51 f est générique, l'application f de
dans C}r; est t-réguliére sur Fr +1 5 le plongement local de Sr+1 dans gr
est donc isomorphe & celui de Fr 4 dans 'l'i"r « Ce dernier plongement est aisé a
déterminer : on obtient Fr dans un systéme d'équations locales définissant
F .1 » donné par unc matrice 2 (r+1) ligneset (n-p +1r +1) colonnes, en
annulant de cette matrice tous les mineurs d'ordre 2 ; la variété ainsi définie
dans l'espace R(rﬂ) (n-psr+1) des éléments de la matrice, est, topologiquement,
un cbne admettant pour base le produit de sphéres ST x s*P*T | Noter que,

codimension S, ~(codimension Sb) = (b+l)(s+l) ~ sb = (s+b+l) .

Ainsi : 1l'adhérence de Sb n'est pas une sous-variété ; c'est seulement une

pseudo~variété admettant Sb +1 comme lieu de points singuliers.
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3. Variétés critiques exceptionnellasa

Le lieu critique Sr(f) est génériquement une sous-variété de codimension
Ton = p + 1) ; dans le cas, seul intéressant ici, n»p,on a ryl,
8 2n-p+1, de sorte que dim Sr €p-1: la dimension générique d'une variété
critique est toujours strictement inférieure 4 la dimension du but. On peut se
demander, dans ces conditions, si 1'image f(Sr) de la variété critique sera
une sous-variété sans singularités dans le but. Oy, en étudlant le rang de la
restriction de f & Sr » on voit que l'abaissement du rang de la restriction
de f a Sr en un point fait intervenir des conditions non triviales portant
sur les dérivées secondes de l'application f . Le théoréme 1 permet par suite

d'affirmer que f applique Sr avec rang maximum (= dimension de Sr) en
presque tout point de Sr + Le rang ne s'abaisse de j unités que sur une sous-
variété Sj(sr) plongée sans singularités dans Sr , mais dont l'adhérence cone
tient S‘_]+1 comme lieu de points singuliers. Une telle sous-variété sera appelée
variété critique (exceptionnelle) d'ordre 2 . La connaissance des varidtds
critiques exceptionnelles est indispensable pour déterminer le type topologique
d'une application. En effet, Sr est appliquée par f sur son image f(Sr) avec
rang maximum, sauf sur les singularités exceptionnelles Sl(sr) « I1 en résulte

que dans l'espace-but , f(Sr) est une sous-variété qul présente comme lieu
singulier f(sl(SZ))' L'exemple le glus simplg de singularités du second ordre
apparalt pour une application de R dans R . Il s'aglt de la singularité

"cusp" étudiée récemment par WHITNEY [ 6], et représentée localement par les
équations ¢ X=x, Y=xy - y3 « Elle donne naissance, dans le plan-but, & un
rebroussement de la courbe des valeurs critiques ; on sait, en effet, que ie
contour apparent d'une surface présente en général des points de rebrouseements

I1 Importe de bien voir que ces singularités sont "stables", c'est-a-dire qu'elles
subsistent pour une petite déformation de 1'application ; cependant, considéré
comme singularité d'ume courbe, le rebroussement n'est pas une singularité généri-

que.

Si 1'on étudie comment f applique les singularités du Re ordre, on constate
que f les applique dans le but avec rang maximum, sauf sur certaines sous-—
variétés, dites exceptionnelles du 3e ordre S; (s ; (Sr)) , dont la détermination
fait intervenir les dérivées du 3e ordre de f . Et ainsi de suite +.. on définira
des variétés exceptionnelles d'ordre k , dont la détermination fait intervenir
les dérivées d'ordre k de f ; l'image par £ d'une variété critique d'ordre
k est un lieu de points singuliers pour l'image par f de la variété d'ordre
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SINGULARITES DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

k -1 dans laquelle elle est définie. On notera qu'ainsi pour une application
générique f € L les diverses variétés critiques exeeptionnelles de la source
sont appliquées par £ dans le but avec condsrvabion de la dimension. Autrement
dait, si, dans Ln, y avec p £n , on forme la partition de l'espace source
définie par les variétés critiques des divers ordres, on constate que, générique-
ment, l'abaissement de dimension n'a lieu qu'en un point régulier de 1l'applica-

tion. Cecl permet d'affirmer :

’ A Y
THEOREME 4. - Pour une application f : R?—RP » générique, 1'image réciprogue

£ (v) de tout point y de RP est de dimension &n =D

Existence et dimension des variétés critiques exceptionnelles. — On ignore si
des singularités exceptionnelles d'un type donné . Si(SjCSr)) existent générique~
ment pour une f € L . De plus, lorsqu'elles existent, il n'y a pas, semble=t-il,
de formule eemblable a (2) qui permette de calculer leur dimension. La formule ()

donne en tout cas une borne supériesure pour la codimension d'une variété exception-
nelle. Toutefois, 1l'expérience montre que, du fait de 1l'sexistence de relations

d'"intégrabilité" de la forme
Py _ .
ox) Oy T K00
la codimension peut se trouver abaissée. (Exemple la singularité 32(81) pour

3). Autrement dit : les variétés critiques d'une application M"attrapent" plus

)
facilement des singularités qu'une variété ordinaire. Faute d'avoir un procédé

permettant une étude générale et systématique des variétés exceptionnelles, j'ai
déterminé empiriquement ces singularités pour les petites dimensions n, p %4 »
Les résultats (dont l'exactitude n'est pas totalement garantie) sont consignés

dans le tablesu suivant :
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P
\ ' 2 ? 4
1 5 AN A ”
2 s, 5y Sy w
31(81) (cusp) | (Poimt cuspidal)
, s 5 Sy 52
1 ¢ (s, ) CH (Sl ) (courbe de
81(51(31)) points cuspidaux)
51 5 s
4 s, 51 Sy (8y) 8, (s;) <
S (31) s, (8, (s1 ) S (s1 (31)) (Points
S, (8, (5,(5,))) isolés)

I1 serait intéressant de donner un procédé formel permettant la construction de
oe tableau. On notera toutefois que toute translation paralléle & la diagonale
principale (dans le sens descendant) définit une injection du tableau dans lui-méme.
C'est 13 un fait général : 1l'opération géométrique correspondante est la suspensing,
bien conmue en topologie, et il n'est pas difficile de voir que pour qu'une sin-
gularité soit générique, il faut et il suffit que sa suspendue le soite On peut
également penser que pour p fixé, toutes les singularités générigues des appli-
cations de R dans R sont isomorphes, dés que n est assez grand (probable-
ment n > 2p suffit). Mais le fait n'est pas établi.

La connaissance des variétés critiques exceptionnelles de tous ordres, ainsi
que de leurs images dans le but, ne suffit pas & déterminer le type topologique
d'une application. En effet, pour une application du type plongement (p > n) ,
il faut y joindre la donnde des ensembles de "self-intersection", variété image
des couples x , x' tels que f(x) = f(x') par exemple. Une simple généralisa-
tion a1 théoréme 1 montre que pour une f générique les ensembles de self-inter-
section sont de vraies sous-variétés (emboftées avec singularités les unes danz les
autres) ; de plus ces variétés de self-intersection ont dans leur adhérence les
images des variétés critiques de f. Le premier exemple de ce phénomeéne est
donné par le point cuspidal d'une surface, qui est point d'arr8t pour la courbe
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SINGULARITES DES APPLICATIONS DIFFERENTIABLES

double de la surface.

Si 1'on ajoute, pour compléter le tableau, que les images des variétés critiques
présentent génériquement elles-m8mes des variétés de self-intersection, on aura
une idée (trés faible) de la complexité requise pour décrire le type topologique
d'une application, mfme générique, dés que les dimensions en jeu dépassent 3 ou 4.

4. Problémes d'équivalence.

On dira que deux applications f , g &.L; p sont Cm-équivalentes, s'il existe
’

deux homéomorphismesde classe c” , h st h' de la source et du but tels que
g=h'f? h-'l . Elles seront dites C"~continfiment équivalentes, si g dépendant
d'un paramétre réel t , les homéomorphismes h et h' dépendent m fois diffé-

rentiablement do t .

Avant d'aborder le probléme global d‘'équivalence, il est utile de considérer
dtabord le probléme local ; il s'agit essentiellement de donner, autour d'un point
singulier de f une "forme canonique®, la plus simple possible. Par exemple, en un
point régulier, toute application de classe ® est C® (continfment) équivalente
34 une application lindaire. On peut penser qu'une application générique f de
Ii,p est Cl-continﬁment équivalente 2 toudeapplication déformée de f , assez
voisine de f . La chose peut 8tre établie sans trop de difficultés pour les foncw
tions sur R . Il est déja beaucoup plus délicat de 1'établir pour la singularité
"cusp" de WHITNEY., On peut penser qu'elle reste valable dans des conditions plus
générales. Un fait néanmoins est & souligner : méme si 1l'on fait croftre la classe
r des applications, on ne pourra pas affirmer que la classe m des équivalences
croft simultanément : il apparait ici un phénoméne assez inattendu de "rigidité du
différentiable", mis en évidence en particulier par Re ISS [1] : dans 1'étude
des équivalences locales des "jets" de R} dans R® , ISS a montré qu'il existe
des applications singuliéres de R} dans R? , qui ne sont Cm-équivalentes a
aucun de leur développement taylorien. Il semble tout & fait vraisemblable que
ce phénoméne soit trés général, dés que les singularités mises en jeu sont un peu
compliquées. C'est pourquoi une théorie de l'équivalence, si elle veut un large
domaine de généralité, doit se restreindre & des homéomorphismes C1 s voire peut-
&tre uniquement lipschitziens. Dans ces conditions, on peut faire la conjecture
suivante @

Une application f générique, présentant a l'origine O un point critique
exceptionnel d'ordre k , est Cl—équivalente autour de 0 & l'application

k+1 A s
J7 7 (£) obtenue en arrétant le développement de Taylor de f & l'ordre (k + 1) «

Signalons, dans le méme ordre d'idées, le théoreme suivant, relatif aux fonctions:
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R. THOM

Si une fonction de classe c® sur Rp f , est telle que son développement

de Taylor d'ordre k j (f) présente en O un point singulier isolé, alors f
est localement Co 1-equivalente 2 j (f) (k <m) .

Cas particulier (Marston MORSE), - O est un point critique non dégénéré ; alors

dans une carte convenable, f s'exprime comme une vraie forme quadratique.

Applications Eresgue-generlgues. ~ Une application f € L n,p sera dite "presque-
générique", si l'ensemble des déformées de f équivalentes & f forme, dans

un voisinage de f dans L n,p un sous-apgomble de codimension finle de Ln o
Par exemple, dans L11 s les fonctions qui admettent un point dtinflexion (de

type usuel) forment un sous-espace de codimension 1 s celles qui admettent deux
inflexions, ou un méplat, un sous-ensemble de codimension 2 , etc. Om peut définir
ainsi, dans les espaces Ln,p s des sortes de subdivisions co-cellulaires, dont
1'étude seralt d'un grand intérét pour les problémes d'isotpopie et de variétés

plongées, ainsi que pour certaines questions de Calcul des Variations.

5« Propriétés globales.

Etant données deux variétés différentiables V' , W , on désigne par

L(Vn ’ W 3 r) l'espace des applications de classe ¢© de V* dans M » muni de
la topologie définie par l'écart sur les dérivées partielles de tout ordre r

sur tout compact. L(V® , M ; r) est encore un espace de Baire, et l'on a par
suite la notion de propriété générique.

Les propriétés de singularités génériques s'étendent sans difficultés au cas
des variétés ; par exemple, toute fonction sur v peut &tre approchée d'aussi
prés qu'on veut dans L™ , B

gularités sont des points critiques quadratiques non dégénérés.

; m) per une fonction g dont les seules sin-

On peut se demander également si des applications partout localement équivalentes
sont globalenent équivalentes ; la réponse n'est pas connue ; néanmoins, s'il
s'agit d'équivalence continue (en un sens assez foft), on peut, par une somme de
champs de vecteurs pondérée selon une partition de 1'unité, montrer que 1'équivalen—
ce locale implique 1'équivalence globale continue. Un probléme voisin est le suivant :
disons qu'une application f est localement algébroide, si elle est localement
dquivalente & une application algébrique. fles applications génériques et presque-
génériques sont, en tout point, localement algébroIides). Peut-on affirmer alors
que f est globalement équivalente & une applicetion algébrique ? (Rappelons
qu'une variété ' s plongée dans i , 6st partout localement algébroide, et
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qu'elle peut 8tre isotopiquement déformée en une nappe de variété algébrique réelle).
(Théoréme de J. NASH [4]).

Propriétés homologiques des variétés critiques. - On a vu que les ensembles critiques
du premier ordre Sr ont génériquement pour adhérence une pseudo-variété ; ce
sont donc @es cyclss mod 2 (quelquefois entiers) j§ c'est un fait d'expérience
qu'il en va de méme pour les cycles critiques exceptionnels d'ordre quelconque j
bien qu'une démonstration rigoureuse n'en soit pas fomreie, nous admettrons le
fait (qui découle pratiquement du fait que toute variété algébrique réelle a un

cycle fondemental mod 2).

Etant données deux applications f , g de V¥ dans MP , génériques et homotopes,
on peut toujours supposer 1l'homotopie réalisée par une application F VxI
dans M x I , elle-méme générique ; on suppose que F applifue (V, t) dans
(M , t) suivant 1'application £y (£, =£, £ = g) .« Dans ces conditions,
los ensembles critiques d'un type donné pour f et g sont bords, dans V x I,
de 1'ensemble critique relatif & la singularité suspendue. Comme 1'adhérence de

cot ensemble critique est un cycle mod 2 , on peut en conclure 3

PN
THEOREME 5. - les classes d'homologie mod 2 des cycles critiques exceptionnels
d'un type donné pour une application f ¢ v — M  sont des invariants d'homotopie

de l'application f .

REMARQUE. - En fait ce sont des invariants d'une nature plus générale : on pour-
rait, dans le raisonnement précédent, remplacer le produit V x I par une variété
3 bord quelconque admettant (V, 0) et (V, 1) pour bord.

1° Cas des variétés critiques du premier ordre.

Le théoréme étant établi en ce cas, on en déduit que les classes d'homologie des
cycles critiques pour une application de Vn dans un espace euclidien Rk sont
des invariants de la structure différentiable de 7" . Dtailleurs 3

Ls cycle critique S (£) d'une application £ : V' =) ¥ st quml 3 1a classe
de Stiefel-Whitney W 3¢ 1a structure fibrée des vecteurs tangentse.

Le cycle critique S, . (£) d'une application f Vo r *k , des singularités
duales, est dual 3 la classe "duale" 7* de 1a structure fibrée des vecteurs

normaux a Vn dans Rm .

Ceci résulte immédiatement de l'expression de F, comme cycle de Schubert dans

la grassmanienne.
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De méme, la singularité S, (f) pour une application f : V° —3R" 2k o5t un
cycle entier, dual a la classe de Pontrjagin P2 ke (k+1) o Par exemple, le nombre
de Pontrjagin P (v ) d'une variété de dimension 4 est la somme algébrique des
points ol le rang d'une application f : v - s'abalsse a deuxs De fagon géné-
rale, le cycle Sr d'une application £ : e —-)Mn * est & coefficients entiers
si et seulement si r et k sont pairse. Pour une application dans l'espace eucli~
dien, ces classes sont duales & certains polyndémes des classes de Pontrjagin, dont

1l'expression explicite n'est pas connue, & ma connaissance.

Pour une application f : V- Mp n > p , on peut obtenir la classe mod 2
duale au cycle S (f) par le calcul sulvant x on divise le polyndme de Stiefel-~
Withney ij t de V° par l'image par £* de celui de MP ot la classe
cherchée est le terme de plus bas degré du reste. Pour déterminer la classe de
Sr s T>1 , je ne connais pas de procédé général.

29 Variétés critiques exceptionnelles.

Les classes d'homologie des variétés critiques exceptionnelles des applications
£: Vo gont, d'aprés le théoréme 5, également des invariants de la struc—
ture différentiable de V© o On peut donc se proposer de les calculer en fonction
des invariants connuse. A cet égard, les seuls résultats connus concernent les
singularités du 2e ordre du type S; (Sl) . On a en effet 3

THE’IOREME 6+ ~ Le nombre des points critiques exceptionnels d'une application géné-

rique de ™ dans le plan R2 ost égal mod 2 & la caractéristique d'Buler-

Poincaré de V- .

Si q est ce nombre, la courbe critique f(S ) présente q rebroussements. La
classe (au sens tangentlel) de cette courbe est égale & qmod 2 ; i1 y a donc
un nombre H égal & g mod 2 de tangentes a f(Sl) paralléles a une direction
donnée, par exemple, & l'axe Ox . C'est dire que la fonction y présente sur
v® un nombre p de points critiques égal & q mod 2 , ce qui démontre le théoreme.

Ce résultat admet une généralisation 3

THEOREME 7. — La classe d'homologie duale au cycle critique d'ordre 2 s, (8, () ,
Sad ’ 2 k
pour une application f ¢ Vo R k+l est égale & (k+1)W" .

Ce résultat se généralise sux applications £ ¢ v M , le r6le des classes
W j étant joué par les classes coefficients du reste de la division du polynSme
de Stisfel-Whitney de v par f’k de celui de M® , Rien n'est connu pratiquement
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sur 1'homologie des cycles critiques d'ordre 3> 3 . Signalons suelement 3

THEOREME 8. - Le nombre des points critiques exceptionnels d'ordre 3 ,
S, (Sl (Sl (£))) d'une application f @ v —-)R3 ost génériquement pair.

Ceci provient du fait que toute variété V‘3 de dimension 3 est le bord
d'une variété a bord M’ & laquelle f se prolonge.

Teus ces résultats semblent confirmer 1'hypothése naturelle suivent laquelle la
détermination des cycles critiques exceptionnels ne fait pas intervenir d'autres

invariants que les cycles critiques du premier ordre, & savoir les classes carac—

téristiques.
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