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Séminaire BOURBAKI
(Décembre 1958)

L'HOMOTOPIE STABIE DES GROUPES CLASSIQUES D'APRES R. BOTT. APPLICATIONS
par Michel A. KERVAIRE

1., Le théoréme de suspension.

Soient M une variété de Riemann compacte connexede classe c® ot p= (2, Q) un
couple de points sur M . On désignera par -Q'*M 1l'ensemble des arcs différen=
tiables par morceaux, joignant P & Q sur M, paramétrisés entre O et 1 pro=-
portionnellement & la longueur d'arc et muni de la métrique

ple 5 ¢) = max dle(t) , c'(6) T+ [I(e) = T(et)| ,

le maximum étent pris sur t€ [0, 1] (d , distance sur M ; J(c) , longueur de
c).

A tout segment de géodésique s & er M est attaché un index A(s) défini
comme suit (cf. [3], proposition 3.2) : Un champ D de vecteurs tangents & M le
long de s est dit "de Jacobi" s'il satisfait & 1l'équation différentislle de
Jacobi Di 7< + R‘);XS iﬂ)?x =0 (Di s dérivée covariante seconde la long de s).
Soit A S(X) s pour X un point de s , l'espace vectoriel des champs de Jacobi
sur s qui s'annulent en P et X . On pose A(s) =2 dim A_(X) , ob la

sommation s'étend & tous les X€s, X#P, Q ., (Cette somme est finie car
dim AS(X) =0, si X n'est pas conjugué de P).

Soit alors Ip | le plus petit index positif des géoddsiques de Q’A M.
(“d =0 s'il n'existe pas de géodésique d'index positif).

Soit M“(‘.‘Qﬂ M une composante connexe du sous-espace des géodésiques de lon-
gueur minimale. On a le

/7 ~
THEOREME 1. - Si M est un espace symétrique, alors

10 MV est, également un espacs symétrique ;

2° l'inclusion £ ¢ M' — —Q':M induit un isomorphisme

£t ‘rrk(Mi‘)-)wk(n M)

*

}4

pour 0 <k <“A| -1 et un épimorphisme pour k = lr\I -1,
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M. A. KERVAIRE

NOTE, - Q-‘l M n'a pas en général le méme type d'homotopie que l'sspace des
lacets sur M muni de la topologie de la convergence compacte. Ces deux espaces
ont cependant des groupes d'homotopie dsomorphes. En particulier,

LA TRV PURYLV I

. n+l
EXEMPLES. - Soient M =8 st p= e, Q) un couple de points antipodiques,
M =s® et £,8 k(Sn) - 1T, (er Sn+l) ~) k+1 ™ ) ost 1a suspension de

Freudenthal. On voit facilement qu'une géodésique de longueur (2m + 1)ax »
Joignant P & Q , o pour indexe 2mn . Donc It\l =2n et f* est un isomorphisme

pour k £2n ~ 2 et un épimorphisme pour k =2n =1 .

Soit M=U(2n) , P=E 1a matrice unité dans U(2n) et Q = ~E . Les géodé~
siques de longueur minimnle sont donndes par x.s(t) .x'1 s OU

-i'T(tE it
n X ©

s(t) = e E E  étant la matrice unité & n lignes et n

n’ “n

colonnes. L'ensemble MM (p= (P, Q) de ces géodésiques est homéomorphe 3 la
grassmannienne U(2n)/U(n) x U(n) et |A] =2n + 2 . En possant 3 la limite

(n —> ) , on obtient Tfk(BU) = 7fk+1 (U) pour tout k ; comme W kel (WES ’ITk(BU)
par la suite exacte d'homotopie de la fibration classifiante, on a

7\’k_1 ) = 1(k+1 (U) powr tout k . On sait que ’T(o(U) =0, Mm@U=3z.

L'application 8 fois itérée du théoréme 1, en partant de M = SO(16n) fournit
la période 8 pour les groupes d'homotopie stables du groupe orthogonal et la
relation ﬂ’k(SO) =X L (Sp) « On obtient également, entre autres, 1'isomorphisme
L\Yk(SO/U) = T (S0) , donc en particulier W4n-1 (SO/U)_.';'._an sy by=2 ou 1

suivant que n est pair ou impair, résultat qui sera utilisé au n° 3.

Esquisse de la démonstration du théoréme 1l.--- M étant tout d'abord une variété

de Riemann compacte connexe quelconque, soit -Q‘f' M le sous-espace de Qr\M
caractérisé par J(c) <a . On démontre que -Q.C;A M a la m8me type d'homotopie que
le sous-espace Nb de N=MxMx oo xM (n fois) défini par

:-.ix eN| &(x) Sb},Ofl é.(x)-_-zn[d(x* ’x+1)]2’ Xq =P, xh.u:Q’

n est assez grand pour quea/V/{Vn + 1) <§ = 1ongueur élémentaire sur M, et
b=2a / (n+1) . Une homotopie équivalence X: K> M —> N est donnde par

X(c) = c(tl) y vee c(tn) » avee t; = i/(n+ 1) . L'application inverse (& 1'homo-
topie prés) est donnée par B (x) = polygbnme géodésique [lel[xlxz] oee [an] .

(Deux points dont la distance est inférieure & F sont extrémités d'un segment

de géodésique unique qui varie continfiment avec ses extrémités).
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L'HOMOTOPIE STABLE DES GROUPES CLASSIQUES

On constate que x est critique pour & si et sculoment si x = &(s) , ob
s € ﬁ"a M est un segment de géodésique.

De plus, si x = x(s) , le corang de la hessienne Hg de ® en x vaut
dim A_(Q) ; 1'index de Hp en x vaut A(s) . (Cf. M, MORSE [15], chapitre I,
Théorémes 6.1 et 6,2 respectiveuent),

S5i M est en outre symétrique (M =G/K , G muni d'un automorphisme involutif
o et K = {g ¢l xg= g‘}) » G opérant par isométries, l'action de G est
"variationnellement compléte". Cela signifie que tout champ de Jacobi le long de
S qui s'annuls en P est la restriction sur s d'un déplacement infinitésimal
de G (cf. R. BOTT [3), paragraphe 6). Coci implique :

1° MM est une variété de Riemann symétrique. En fait, uP est homéomorphe
a KV" /KS (K, , stebilisateur de l'ensemble 4).

| 20 Les ensembles critiques de @ sont des sous-variétés de N . La dimension
d'une composante connexe V est donnée par dim V = dim (\S(Q) , avec %(s) €V .,
La dimension ds V est donc égale au corang de H& en x €V : les variétés V
sont des variétés critiques non dégénérées. (Cf. R. BOTT [2]).

Le reste de la démonstration du théoréme 1 consiste & généraliser les idées de
1l'articls [19] de R. THOM au cas ot les ensembles critiques d'une fonction ¢
sur une variété N sont des varidtés critiques non-dégénérées (et non plus néces-

sairement des points isolés non-dégénérés). Soit c¢ une valeur critique de P
€ (e>0, tel qus [c =€, c +€] ne contienns pas d'autre va=-

on obtient N°*
€ dos espaces EV fibrés

leur critique pour € que c) en "attachant" & N°~
en boules sur V par une application fv du bord de EV dams W% (v parcourt
l'ensenmble des composantes connexes de 1'ensemble critique § = c). La dimension
des boules (fibres de EV) est égalc & 1'indéx ds Hg en x €V . Lo théoréme 1
s'ensuit aprés décomposition cellulairs de EV en cellules de dimensions nulles

ou Z index ds H{ en x €V,

2. Lo groups W, (U(m)) .

Le calcul de ce groupe (instable) est basé sur le
4 \
THEOREME 2. — Soit h 1'homomorphisme de Hurewicz h : szn(BU) —?Hzn(BU) :
l'image par h d'un générateur de 'n'zn(BU) £ 7 est exactement divisible par
(m-1)1,

Montrons que la formule T\‘zm(U(m)) 27,
Soit £ : 82n —> By une application représentant un générateur de T\’zn(BU) .

est une conséquence de ce théoréme 3
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L'application f induit sur S°° un fibré principal T de groupe U(N) , N=n .
Soit '} le fibré associé de fibre U(N)/U(n - 1) . Soient 5(T)e T, L (U@)
ot  X(3) €, (U(N)/U(n - 1)) les "classes caractéristiques” de ces fibrés
j\(} est un générateur de W, (U(N)) ; 1a projection

gy ¢ Wy (UM) > T, (UW)/u(n - 1))

envoie x(g) sur )‘(3') 3 ‘j\(g') =¢ [SZn] La suite exacte d'homotopie de

U(N)/U(n - 1) montre que (U(n - l)) est cyclique et en outrs que son

2n -2

ordre q satisfait a cn[S ]= q, + Comme h {f} est exactement divisible par
2

cn[Sn], oma g =@=-1)1,

A. BOREL et F. HIRZEBRUCH ([1], 26.5) ont donné un exemple de fibré U(N) sur
32n dont la classe de Chern vaut (n - 1)! . Pour démontrer le théoréns 2, il

est donc suffisant de démontrer que Imh ¢ (n - 1)} H2n(BU) .

Soit £ 1 U(N)/UM) x U(N) =S U(2N) 1'application de Bott (cf. n° 1), et
=3 90 , £ o ’lTk(BU) - k+2(BU) 1'isomorphisme qui fournit la pério=

dicité (0 et Oq sont les homomorphismes bord des fibrations U —)EU - BU
et LU=+ LU — U , respectivement). On a un homomorphisme analogue en cohomolo-
gie QA = £ Sf}, * Hk+2(B ) —>Hk(B ) , o s* st 1la suspension en cohorolo=
gie. On voit immédiatement que Im h ¢ (n - 1)1 H2n(B ) est équivalente &
In (_ (n-1) w (BU) ?\n"l Hzn(B ) = H2(B ) étant obtenus par itérae
tion de A . Comme A annule lss éléments décomposables (par le produit cup), il
est suffisant de montrer que pour tout m , A (cm) est un multiple de
n - l)cm__.1 plus des éléments décomposables. Pour cela on introduit dans By
la multiplication B induite par le couplege natursl G x G 'q' - G

P,q
r+s8

p*p',q+q"
ol Gr 5 est la variété des r-plans (complexes) de C . Dn démontre alors
)
que
1° Les éléments dans l'image de ~A sont primitifs (v est primitif si
H*vzvel +10V);

2° Igs éléments primitifs de Hzm(BU) sont les multiples de p =m.c + é1lé~

ments décomposables.

La démonstration de 2° est un exercice d'algébre élémentaire, compte tenu de la

formule de dualité de Whitney qui s'exprime ici per
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L'HOMOTOPIE STABLE DES GROUPES CLASSIQUES

% -
r cm-cmeal+cm__1o;cl+...+clacm__1+lacxn o

D'aprés un théoréme général (cf. par exemple G.W. WHITEHEAD [21]), les éléments
dans 1'image de SB_ s* ; Hk+2(BU) - Hk(-Q. U) sont primitifs relativement 2 la

multiplication P dans QU . Il reste donc & voir que £* @ @ U) -—)H*(BU)
préserve la "primitivité". Cela revient 2 démontrer que le diagrammse

By x By 255 AU x Qv

i}* . 'lr'

—_— 87U
est commutatif & l'homotopie prés.
APPLICATIONS

3. Parallélisme sur les sphéres et groupes d'homotopie non-stablegde SO(m)

Une variété différentisable Mk est dite parallélisable si elle admet un cheamp
de k-repéres tangents. (Of. E. STIEFEL [187).

Pour les sphéres, on voit aisément que s* est parallélisable si et seulement
si 1'homomorphisme Trk(SO(k +1)) = Trk(Sk) induit par la projection
S0k + 1) --)Sk o3t surjectif.

L'existence d'un parallélisme sur s! est trivial. H, HOPF [8] a montré l'exis-
tence d'un parallélisme sur s ot S en utilisant les algébres de divisions des
quaternions et des nombres de Cayley. B. ECKMANN [7] et G.W. WHITEHEAD [20] ont
montré que les sphéres de dimensiorms 4n +1 avec n >1 ne sont pas parallé-
lisables. Les résultats précédents de R. BOIT entrainent que sl igst pas
parallélisable pour n »3 . (Cf. [6] 6t [9])s On retrouve d'ailleurs égnlement
le résultat de B. ECKMANN-G.W, WHITEHEAD,

En effet, TII{(SO(k +1)) > '“k(Sk) est surjectif si et seulement si
$: Trk(SO(m)) —> Tﬁc(vm,m-k) est surjectif (mzk +2) « Pour k=4n -1, ls
premier de ces groupes est 22, l'autre ¥ Z, . Comms TT,, (Vm_4n_‘2)"=‘ Z, »

pour que shnl o goit paralléliseble, il faut que
) S

solt surjectif. Or on a la diagramme commutatif
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é‘
et (S0m)) == Ty (U o ynia)

I 4

Vv
Moot 0@ = T G )

ol f envoie un générateur sur b ~fois un générateur (bn =2 ou 1 suivant que

n est pair ou impair) et ¢ envoie un générateur sur (2n - 1)i-fois un généra~
N -

te;ur e W o (wm,m-Zn 4) =2 Pourn3 3, (20 -1)1 est divisible par 4 et

¢ ntest pas surjectif.

Incidemment, on a démontré 1'isomorphisme
—_ ,\, _
"4n—1 (Vm,m-4n+1) = Tr4n-2 (s0(4n - 1)) pour n >3,

obtenu en plengeant ® dans la suite exacte d'homotopie de S0(m)/SO(4n - 1) .

En poussant les calculs dans cette direction et en utilisant les valeurs des
groupes d'homotopies des variétés de STIEFEL données par G.F. PAECHTER [16], on
obtient quelques groupes d'homotopie instablesde SO(m) : W ﬂ_(so(m)) pour
r =4 est donné par la table ci-dessous, ot s » 1 . J'ignore la valeur de

l'entier d qui peut 8tre 1 ou 2,

n-8s = 0 1 2 3 4 5 6 7
r=-1 Z+2 22 +Z2 Z+Z2 Z, Z+Z Z, Z 22
o] 22 +Z2+22 Z2 +Z‘2 Z n Z Z, +22 Z2 Z n 2
1 Z2+Z2+Z2 Z 8 Z 22 Zz+Z2 Z 8 Z Z2+Z2
2 Z2 4+Z 8 Z+Z2 Z12 Z +Z‘,2 Z 4+Z24 4 Z+Z2 Z1 2+Z:2 Zz+Z2
3 2+2, 0 22 Z ad Z+Z‘2 Z‘.2 Z2 2 8
4 0 Z, Z ad 242, Z, Z2 Z 8 Z+Z2

4, Un théoréme de F. PETERSON,

Soit ¥ un fibré principal de groupe U(m) sur un complexs K de dimension
=2m . Soit f wune section de § sur le (2q - 1)-squelette. Désignons par
6( 'g s £) 1l'obstruction pour l'extension de f sur le 2q-squelatte. On a lo
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L'HOMOTOPIE STABLE DES GROUPES CLASSIQUES

LEMME, -~ La classe de Chern c_ € qu(K 3 2) de § est donnée par
c =3(g -1 o(% , £) . (Dans ostto formule TYzq_l (U(m)) est identifié & 7 ;

cf. R, BOTT [4]).

DE,MONSTRATION « = Soit ‘g' le f£ibré associé de fibre U(n)/U(q - 1) . La section
f induit une section f£!' dans ’S' sur l& (2q = 1)-squelette. Par définition
ltobstruction correspondante 6 (¥', f') est 1z classe de Chern cq(f) « On
a d'eutre part 6(%', £') = v, (3 , 8) , ob y, est 1'homomorphisne in-
duit en cohomologie par 1l'homomorphisme de coefficient

Y T UE) = T, (Uw)/u(q - 1)) 2 2

(lui-méme induit par la projection U(m) —>»U(m)/U(q - 1)) . La suite exacte
Toea U@ B 7, (W)/u(g - 1)) = T, (0 - 1)) > T, (@) ,

ol les deux premiers groupes sont infinis cycliques, ‘Eq -Z(U(q -1))= Z(q-l)l

et T[éq _2(U(m)) = 0, nontre qus ¥ ecnvoie un générateur sur (q - 1)! fois
un générateur. Par suite Y " multiplie toute classe de cohomologie par

(@ = 1)1 o I1 s'ensuit cq(;) = 6(‘§' , 1) = \l/* 6‘(\5 , ) =:(q-1)l f(f y £)e

On obtient comme corollaire (cf. [17]) ¢

THEORﬁItE 3 (F. PETERSON). ~ Soit K un complexe de dimension finie tel que les
coefficients de torsion de qu(K) soient nuls ou premiers & (g - 1)} pour
tout g=1,2, «so o« Unfibrd sur K dc groupec U(n) avec dim K<¢2m est

alors trivial si et sculement si ses classes de Chern sont toutes zéros

/
DEHONSTRATION, — On construit une section dans le fibré principal associé par
induction sur la dimension des squelettes. Le lemme ci-dessus garantit qu'a

chaque pas 1l'obstruction est nulle.

S1 ¥ est un. fibré principal de groupe S0(m) sur un complexe K de dimension
<mn -1 admettant une section sur le (4n-1)-squelette, la classe de Pontrjagin

en dimemsion 4n est donnée par le

LEMME, - Pn(f) =@ -1)1a (Y ,£),o0n 6(F,f) est lobstruction
a4 l'extension de la section f sur le 4n-squelstte et ay vaut 2 ou 1 suivant

que n est impair ou paire.
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La démonstration est similaire & celle du lemme précédent (cf. [12]).

5+ L'homomorphisme J : T, ,(S0(m)) — W e 1(s‘“) .

Soit S¥°!

S la sphére unité dans e B | Lo ribrg principal normal &
k=

dans B® aanet une section naturelle. Ainsi une application
£ sEt o SO(m) fournit un champ de m~repéres nomaux sur sk | ce champ
détermine un homéomorphisme Ury gkt P s ou U est un voisinage de gkt
dans R *h-1 « Regardons lin comume contenu dans Sm+k =
stéréographiqus) ; on obtient une application F gkl g qui envoie
les points de U sur Bm/éul =" par projection en utilisant 1'homéomorphisme
U85 « B® ci-dessus et qui envoie sl Ly osur 1e point F(U*) de S®
1'élément de T kel (Sm) ainsi obtenu est au signe prés J« , ou & est la
classe de f

(par projection

Si Ja =0, 1'application F Sm+k"'1 — " est homotope & zéro et il existe

une homotopie F H Bm"'k —>s" ‘pour laquelle le point F(S -1) =b €S" est
une valeur regu]iere. En d'autres termes, F, - (b) est une sous-variété Vk de
Bm+k dont le bord est Sk et dont le flbre normal est triviale. On plonge
B"*E gans BK , et on obtient une sous-variété fermée ¥ g B an
collant & VX une bouls B par l'application identité 5 555! 4y bord.
Il existe en outre une section du fibré (principal) normal & M dans R
restreint a Vk et l'obstruction & l'extension de cette section sur Mk Vk B

est donnée par & € 1(So(rn))

Supposons slors que k =4n , m étant grand (m =4n +1) . D'aprés R. BOIT,

L l(SO(m)) 27 et €Ty, 1(SO(m)) peut &tre considéré comme un entier
(déterminé au signe prés). Soit J, 1'ordre du groupe cyclique Jr, 1(SO(m)) .
Prenons & = j « Comme J (jn) = 0 , 11 existe une variété différentiable Mgn
dont le fibré tangent restreint au (4n-1)=squelette est trivial et dont la
classe de Pontrjegin p, est donnée par pn[Mﬁn] =(2n - 1)1 a, J, au signe

prés (cf. n° 4).

A, BOREL et F. HIRZEBRUCH ([1], 23.1 et 25 «4) ont défini pour toute variété
différentiable fermée M un nombre rationnel f\[Ma'n] :

ﬂ[Md'n] = - Bn pn[I’fm]/2(2n)% + termes contenant Py s eeo s Py 9

ol Bn est le n-iéme nombre de Bernoulli.
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L'HOMOTOPIE STABLE DES GROUPES CLASSIQUES

En utilisant 1'intégralité du genre de Todd d'une variété presque complexe dont
la démonstration est due & J. MILNOR [14 Jetsubséquemment & M. ATIYAH, F, HIRZEBRUCH

a pu démontrer le

EI‘HIEOREME 4. ~ Soit M‘m une variété différentiable fermée orientable dont la
classe de Stiefel-Whitney w, est nulle. Lo nombre ﬁ[b{m] est un entier. En
outre Pf" n] est un entier pair pour n impair.

Pour la veriété Min » les classes p; , «eo, P,y sSont nulles. Le théoréme 4
affime donc 1'intégralité de B J /4n .
En utilisent les théorémes de von Staudt (cf. J. MILNOR [13]), on obtient le

THEOREME 5. ~ Soit jn l'ordre du sous~-groupe cyclique Im J du groupe stable

-l

(s™ . Alors 212 divise j, si et seulement si 2 divise n . Soit

Trﬁx+4n-1
P un nombre premier impair, p1+1 divise jn si et seulement si pl(p ~-1)

divise 2n .

En particulier, comme 1Tm+3(sm) EA 224 ’ 1rm+7(Sm) o 2240 , 1-rm+11(Sm).-_“i 2504 ’

Ly (so(m)) — Wodnel (S™) est surjectif pour n=1, 2, 3

o

on obtient que J

1

et j1=24! 32 2409:]3:504'

COROLLAIRE., - Soit r un entier positif arbitraire. Il existe uns fnfinité ds
groupes stables 1 m+n-l (Sm) contenant un sous-groupe cyclique d'ordre = .

On prendra pour 2n les multiples de %®(r) , nombre d'entiers m.e[1 , r]
qui sont premiers & r . Le gous-groupe en question est contenu dans 1'image de
J .
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