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Seminaire BOURBAKT
23e année, 15750,/71, n°399 Juin 1971

COHOMOLOGIE DES GROUPES DISCRETS

par Jean-Pierre SERRE

1. Sous-groures discrets & guotient compact.

Soit G un groupe de Lie rcel n'ayant qu'un nombre fini de composantes
connexes, et soit K un sous-groupe compact maximal de G . On sait que l'espace
homcz®ne X = K\G est homéomorphe & un espace R" 5 lorsque G est semi-simple

(3 centre fini), X est l'espace symétrique attaché 3 G .

Soit I’ un sous-groupe discret de G vérifiant la condition suivante :

&) I est sans torsion.

Alors I opere librement sur X , de sorte que X est un revétement uaiver-

sei de 1a variéif quotient Xp = X/T . Comme X est contractile; il en résulte
que la cohomologie du groupe discret [' s'identifie & celle de l'espace topolo-
gique Xp . Plus précisément, tout I'-module M définit un faisceau localement
constent M sur Xp , et les groupes H(r,M) et Hq(Xr,f'I) sont isomorphes.
On obtient ainsi a peu de fra.is(*) des renseignements sur la cohomologie

de ' . Par exemple :

1.1. le_dimension cohomologique cd(') de I' est =n = dim(X) .
(On définit cd(") comme la borne supérieure des entiers q tels que

Hq‘(l")M) # 0 pour au moins un I-module M .)

(*) Qu moins tant qu'on se borne 4 des théorémes généraux ! Lorsque l'on veut
des rfsultats plus explicites, c'est une autre affaire ; voir par exemple [8] et
[13] pour le cas des sous-groupes aritimétiques de SL, sur un corps quadratique

imaginaire.
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Faisons maintenant une hypothése supplémentaire :

(v) G/I est compact.

la variété X, est alors compacte. On peut la trianguler (puisque c'est une
variété différentielle - et méme analytique réelle). On obtient ainsi une trian-
gulation de X invariante par [’ ; en prenant le complexe de chaines associé &

cette triangulation, on obtient :

1.2. Il existe une suite exacte de I'-modules

0 - L - ... = L - 4 - 0,
n (¢}

ou les Li sont des Z[[]-modules libres de rang fini.

{On exprime cette propriété en disant que I est de type (FL) , cf. [9],
n°1.2.)

D'gutre part, le calcul du groupe fondamental d'un complexe fini montre

que 3

1.3. Le groupe I est de présentation finie (i.e. définissable par un nom-
bre fini de générateurs et de relations).

le dualité de Poincaré, appliquée & la variété X entraine :

1—- 9
1.4, Pour tout I-module M , le groupe de cohomologie H(I',M) est iso-

morphe au groupe d'homologie Hn_q(l“, M®Q) , ou O est le TI-module corres-

pondant au faisceau d'orientation de Xl“ . (Lorsque G est connexe, et qu'on

a choigi une orientation de X , on peut identifier Q & 2 et M®0Q a M .)
En particulier :
1.5. Ona cd(l') =n .
Enfin, la formule de Gauss-Bonnet, appliquée & une structure riemannienne

sur X. invariante par G , permet de calculer la caractéristique d'Euler-

Poincaré
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x(D) = x(ip) = ) (<1)* rgun,

de I :

1.6. I1 _existe une mesure bi-invariante Wy sur G, indépendante du grou-

pe T considéré, telle que
X(F) = “'G(G/r) .

(On @it que M, est la mesure d'Euler-Poincaré de G , cf. [9], n°3.1.)

G
Tous ces résultats sont bien connus. Ils ont malheureusement 1'inconvénient
de reposer sur les hypothises (a) et (b) ci-dessus. En fait, 1'hypothése (a)

(absence de torsion dans I ) est assez innocente 3 en effet, si I vérifie (b),

et si G est plongeable dans un groupe lindaire (ce qui est le cas dans les ap-
plications), on peut montrer qu'il existe un sous-groupe ' de I qui est

dtindice fini dans I’ , et qui est sans torsion. On pose
1.7, ved(T') = cd(l*) et () = x(C)/(=r) ,

et 1'on montre que ved(I’) et x(I') ne dépendent pas du choix de I' (cf. (9],
n°1.8). Les résultats ci-dessus, appliqués & I'' , entrainent alors :

1.8. On a ved(I") =ch(l“) -n ,

1.9. Ona (I') = uG(G/r) .
La seule diricrence importente est que x(F) est un nombre rationnel, et pas
toujours un entier.

Lthypothese (b) (compacité de G/I') est plus sérieuse. Elle est en défaut
pour les groupes aritimétiques les plus intéressants, tels SLn(Z) . Nous allons
voir comment on peut surmonter cette difficulté, au moyen d'une compactification

convenable de Xr .
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2. Adjonction de coins & l'espace X (d'aprés Borel-Serre [3]).

Cette adjonciion dépend d'une structure de groupe algébrique sur & sous-
jacente & 1a structure de groupe de Lie réel de G . Aussi allons-nous changer
1égirement les notations, et désigner par G un groupe algébrigue lindaire
sur % 5 pour simplifier, nous supposerons en outre que G est semi-simple
connexe. Llespace symétrique X est alors déiini comme 1l'espace homogine des
sous-groupes compacts maximaux Gu groupe de Lie réel G(R) .

Le résultat essentiel de la note [3] est la construction d'une certaine
variété & coing X dtintérieur X . (Une "variété & coins", ou "variété a bords
anguleux" est localement un produit fini de demi-espaces fermés 3 voir la-dessus
la thse de Cerf, ou les exposés de Douady au séminaire Cartan 1961/62.) Cette
variété jouit des propriétés suivantes

2.1, Elle est réunion disjointe de parties ep correspondant aux sous-
groupes paraboiiques P de G (définis sur @ ).

2.2, tma X =e,, de sorte que le bord 3¥ =X - X de X est réunion
disjointe des e, , pour P £G .

2.5. Ltadhérence € de ep est la réunion des ep, tels que P'cCP
clest une sous-variété a coins de X ; elle est contractile.

2.4, Ia réunion X(P) des epy 5 pour P' O P, est une sous-variété
ouverte de X .

Exemple

Lorsque le rang rgQG de G est 1 (resp. 0), la variété X est une

variété a bord (resp. une variété "sans bord"), et les composantes connexes du

. n-1 - . .
bord sont cdes espaces R , en correspondance bijective avec les sous-groupes



341

paraboliques minimaux de G (il y en a donc une
infinité dénombrable). Pour SL, , on trouve
pour X une surface homéomorphe au revétement

universel d'un disque fermé percé de deux trous.

Ie congtruction de X est esquissée dans [3]. On définit d'abord les
sous-variétés X(P) de 2.4 : au sous-groupe parabolique P on attache un cer-
tain groupe A isomorphe & R': X eaee X Rf_ , et on fait opérer A sur X
("action géodésique") 5 cette action fait de X un espace fibré principal de
groupe structural A . La variété X(P) est alors définie comme 1l'espace fibré
associé X ><A E, ot A est le "coin" IR+ X eee X R+ . Il faut ensuite recol-

ler les X(P) entre eux ; la seule difficulté est de montrer que la variété X

ainsi obtenue est géparde ; cela résulte d'un théoréme de Borel ([2], prop. 12.6).

THEOREME 1 ([3]). Soit £ = rgQG . L'espace dX g méme type d'homotopie gu'un

bouguet de gphéres de dimension 4-1 .

En utilisant les propriétés d'incidence des é; (cf. 2.3), on démontre que
X & méme type d'homotopie que 1'immeuble de Tits ([14)) défini par les sous-

groupes paraboliques de G . On applique alors un résultat de Solomon-Tits [12].

COROLIAIRE, Soit n = dim(X) . Les_groupes de cohomologie & supports compacts

H%(X,Z) sont nuls pour q # n-4 5 le groupe I = HE-I(X,Z) est libre sur Z .
Cele résulte du théorime 1, combiné avec la dualité de Poincaré, et avec le

fait que X est contractile.

Soit maintenant [ un gous-groupe arithmétique de G(Q) , i.e. un groupe

commensurable au groupe G(Z) des points entiers de G (pour un plongement



342

dorné de G dans un groupe €L ). Le groupe I opére de fagon naturelle

sur X .

THEOREME 2 ([3]). L'action de I' sur X est propre ; le quotient XI‘ = X/r
st C cte

Ce théoréme est une reformulation de deux des principaux résultats de la
"théorie de la réduction" (cf. Borel [2], th. 13.1 et th. 15.4). Les "domaines
de Siegel" de la théorie de la réduction correspondent ici aux voiginages des
points de 3X . (Signalons d'ailleurs que Siegel lui-méme aveit donné une cons-
truction analogue dans le cas du groupe G =SL_, cf. (10], III, p. 275-327.)

Supposons maintenant que I soit gans torsion. Il opére alors librement
sur X , et KI‘ = X/T est une variété a coing compacte de classe Cw, dtin-
térieur X = X/T . Cela fournit une version plus précise d'un théorime de
Raghunathan [7] donnant 1'existence (mais non la structure) d'une telle compac-
tification. On retrouve ainsi (cf, [7]) le fait que I est de présentation
finie et de type (FL). De plus, le corollaire au th. 1, combiné & un argument

homologique standard, fournit le théoréme de dualité suivant :

THEOREME 3 ((3]). Soient M un TI-module et q un entier. Le groupe de

cohomologie HY(I',M) est isomorphe au groupe d'homologie Hn_z_q([‘, I3 M),

o n-dim(X) , £=rgl et I- Hg'l(i,z) .

[Lorsque £ =0, ona X=X, le quotient X/T est compact, et le
[-module I se réduit au module d'orientation 0 de 1.4._/
COROLIAIRE 1, On a cd(r') = n-£ .

Ce résultat s'étend aux groupes arithmétiques quelconques (pouvant avoir de

la torsion), & condition de remplacer cd(I') par wvcd(r) = ch(I") , cf. n°1.
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COROLIATRE 2. E}(I,2(I]) = 0 pour q # n-t et H*%(r,2[I]) est isomorphe
I L]

Ie-

Ce dernier résultat vaut méme si ' a de la torsion. On obtient ainsi une
curieuse condition pour qu'un groupe I puisse &tre sous-groupe arithmétique
(ou méme S-arittmétique, cf. n°5) d'un groupe algébrique : il est nécessaire
que les HY(I',2[T']) soient nuls pour toutes les valeurs de q sauf une. On
est tenté de dire, avec Verdier, que de tels groupes sont "de Cohen-Macaulay".
Exemple

Prenons G = snL3 5 ona n=dim{X) = dim.SL5 - dim.S0; = 8-3 = 5 et
L= rch- =2, On en déduit que vecd SLS(Z) =5-2 =3, ce qui améliore de

deux unités la borne donnée par 1.1.

3. Caractérigtiques d'Buler-Poincaré (d'aprds G. Harder [6]).

Conservons les notations du n° précédent, et soit [ un sous-groupe ari-

thmétique de G(@) . Notons Mg la mesure d'Buler-Poincaré de G(R) .

THEOREME 4 ([6]). Ona x(I) = be(GR)/T) .

(Autrement dit, tout se passe comme si on pouvait appliquer brutalement la
formule de Gauss-Bonnet & la variété & coins il‘ , sansg lui ajouter de terme
correctif dfi & son bord 65('1, .)

la démonstration de Harder consiste & écrire Xr comme réunion croissante
de pitces compactes A(t) (t »w) auxquelles il applique la formule de Geuss-

Bonnet

x®()) - fA(t) v faA(t)rr

I1 montre que 1l'on peut choisir les A(t) de telle sorte que A(t) et Xp
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aient méme type d'homotopie pour t assez grand, et que 1l'intégrale f ) m
JA(t
tende vers O . Ceci fait, on a bien

x(Xp) = Lin. IA(t) w = IX w = ug(G(R)/T) .

Parder montre également comment 1'on peut calculer x(I ) , par comparaison
avec le nombre de Tamagawa de G . Je me bornerai au cas particulier du groupe

symplectique :

THEOREME 5 ([6]). Soient k un corps de nombres algébriques et 0, l'anneau

des entiers de k 7 soit Ck la fonction zéta du corps k. Ona

(82, (0,)) = ¢, (1)gy (-3) ... ¢ (1-2m) .

Remarques
1) On sait depuis Siegel ([10], I, p. 545-546) que les nombres gk(-1+2m)
sont des nombres rationnels j; 1l'équation fonctionnelle de Ck montre qu'ils

gont # 0 si et seulement si k est totalement réel. Lorsque k =@ , ona

gQ(1 -2m) = - bzm/Zm , ou les b2m sont les nombres de Bernoulli 3§ par exemple :
x(805(2)) = go(-1) = = 1/12 5 x(5p,(2)) = ¢o(=1)g, (=3) = - 1/:1440.

Lorsque k est abélien sur € , on peut exprimer gk(1-2m) comme produit de

nombres de Bernoulli. généralisés, & la Leopoldt. Dans le cas général, Siegel

[11] a donné des formules explicites permettant le calcul des t;k(1-2m), et

en particulier une estimation de leurs dénominateurs. Signalons & ce sujet :

QUESTION. Supposons que k ne contienne aucun sous-corps abélien gur ¢ , &

part @ . Posons L = gkng . Bst-il vrai que les nombres rationnels

L(-1), L(—3),---,L(1-2m), ... Soient des entiers ?

Clest viei pour m =1 3 1'entier gk(—1 )/CQ(-1) = - 12gk(-1) est méme

e s r-1 . .
divisibdle puy 2 , ou r = [k:Q)] . Cela se démontre en utilisant le cas

particulicr m =1 du th.5, cf. [9], n° 3.7.
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2) Inversement, une fois les gk(1-2m) connusg, on peut en tirer des ren-
seignements sur la torgion de certains groupes I . Plus précisément, notons
Tors(l’) 1'ensemble des nombres premiers p tels que I contienne un élément
d'ordre p - D'aprés une propriété élémentaire des caractéristiques d'Buler-
Poincaré ([9], prop. 13), x(I') est p-entier si p ¢ Tors(I') . Prenons par
exemple pour ' le groupe EB(Z) (i.e. le groupe des Z-points d'un Z-schéma
en groupes déployé de type E8). La formule de Harder [6] montre que x(I') est
p-entier si et seulement 8i P n'appartient pas & l'ensemble

S = {213:517911,13;19,31} . On a donc
Tors(l) D8 .

Mais d'autre part, un argument simple de réduction modulo ¢ (a@ & Minkowski
pour le groupe SLn) montre que l'on a
Tors(Es(Q)) cs .
En comparant, il vient :
Tors(Eg(2)) = Tors(Eg(R)) = {2,3,5,7,11,13,19,31} .
Un argument analogue donne

TOIB(E7(Z)) = TOIS(E7(Q)) = {2)3y5’7,11115119} .

(Par contre, la méthode ne s'applique pas A E; , oar x(Es(Z)) est égal a 0.)

4. Un théoréme de stabilité

On peut se proposer d'étendre aux groupes arithmétiques guelconques les
théorémes démontrés dans le cas d'un quotient compact par Weil, Matsushima, ...
Des résultats dans cette direction ont été obtemus par Raghunathan, Garland et

Hsiang notamment L'utilisation de la variété & coins }_(I. devrait permettre de
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les généraliser et d'en simplifier les démonstrations. C'est ainsi que Borel a

obteru un théoreme de stabilité pour le groupe linéaire :

THEOREME 6 (Borel, non publié). Soient k un corps de nombres algébriques,

0, l'anneau des entiers de k , et I 1l'ensemble des places archimédiennes

de k ; pour tout emtier m =1, posons [ = SLm(Ok) . Alors :

(i) Pour q £fixé, Hq(I‘m,R) est_indépendant de m pour m asgez grand.

(ii) Ltalgébre de cohomologie stable lim. H*(l"m ,R) est une algibre exté-

m -

rieure engendrée par des éléments homogines (Xi v) , avec ve€r , iell ,
’

deg(x; V) = 5+ 4i gi v est une place réelle, et deg(x; v) =3+2i gi v
9’ 9

est_complexe.
En particulier, on a HZ(Fm sR) = 0 pour m assez grand, résultat obtenu
antérieurement par H. Garland, et utilisé dans 1'étude du " K, " du corps k

(cf. 1'exposé de Bass dans le présent séminaire).

5. Cohomologie des groupes S-~arithmétiques (d'apres [9] et [4]).

Soient k un corps de nombres algébriques, S un ensemble fini de places
de k contenant l'ensemble I des places archimédiennes, et OS 1'anneau des
éléments de k qui sont entiers en dehors de S . Soit G wun groupe algébrique
semi-simple sur k 3 choisissons un plongement de G dans un groupe GLn 3 un
sous~groupe de G(k) est dit S-arithmétique s'il est commensurable au groupe
G(OS) = 6(k) N GLn(OS) . Nous nous proposons d'étendre les résultats des n° 2
4 4 4 de tels groupes.

Si veS , notons kv le complété de k pour v si veEZ , ona
kV:B ou € 3 sinon, kv est un corps local. Posgons Gv = G(kv) 3 clest
un groupe de Lie sur k. Si I est un sous-groupe S-sritmmétique de G(k) ,

on vérifie tout de suite que I est un gous-groupe discret du groupe produit
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Gg = .’v?S- G, + On va utiliser ce fait pour faire opérer I sur un espace KS
analogue a4 l'espace X du n°2. Plus précisément, notons G' le groupe algébri-
que sur @ déduit de G par restriction des scalaires et soit X 1la variété a
coins attachée & G' ; d'autre part, si v ¢ S-£ , soit Xv 1'j bl
Brutet-Tits correspondant & G sur k_ (cf. [5]) 5 on sait que X, estun
complexe "polysimplicial", contractile, de dimension sz = T8 G , sur lequel
le groupe G opére proprement. On définit alors 1'espace 5('; comme le pro-
duit de X et des X,, pour v e S-X . C'est un espace contractile, de
dimension

n(S):n+ZJ&V , o n = dim(X) .

vES-L

Le groupe I opére sur )_(S .

THEOREME 7 ((4]). L'action de TI' sur XS est propre 5 le quotient )TS/F
est compact.
Cela résulte du théoréme 2, combiné avec [1].

Pour aller plus loin, il est nécessaire de déterminer la cohomplogie &

- N

supports compacts de XS 5 comme celle de X est connue, on est ramené a

celle de 1'immeuble X _, pour v ¢ £ . Le résultat est le suivant :

THEOREME 8 ((4]). Ona HM(X ,Z) =0 pour q £ 4, , etle grou

£

v .
I, =%, (xv ,4) est un Z-module libre.

le démonstrgtion se fait en compactifiant Xv par adjonction d'un certain
immeuble de Tits topologisé Y:OP , et en calculant la cohomologie de Y:op par

un procédé ingpiré de [12].

COROLIAIRE. On a H‘cl()‘cs,z)=o pour q #n(S) -4, ou £ -rgl,etle
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groupe Ig = Hz(s)-i’ (%5 »3) estun Z-module libre, isomorphe au produit tenso-

riel de I et des Iv’ pour Vv & S=I .
Ceci fait, le méme argument qu'au n°2 donne :

THEOREME 9 ([4]). Soit I un sous-groupe S-grit'métique sans torsion de G(k)

et soit M un I'-module. Pour tout entier gq , les groupes Hq(I‘,M) et

Hn(S)-z-q(r’ Iy ® M) sont isomorphes
COROLIAIRE 1. On & cd(r') = n(S)-2 .

COROLIAIRE 2, HY(r', 2(I]) = 0 pour q # n(S)=¢ et H“(S)"(r »24(I']) est iso-

morphe & I .

Enfin, on peut définir sur chaque G une mesure d'Buler-Poincaré (cf. [93,
n°3.3). En faisant le produit tensoriel de ces mesures, on obtient une mesure

d'Buler-Poincaré bg sur GS et l'on a :

THEOREME 10. x(I') = us(cs/r) .

Cels se déduit sans difficulté du théoréme 4.

On peut égmlement généraliser le théorime 5 : notons gk,s la fonction
zéta du corps k dont on a retiré les facteurs eulériens relatifs aux places

de S . Ona:

TmOREME 11' X(SPZm(OS)) = C’k,S(-1 )Ck’s(‘S)--.gk,S(1—2m) .

Par exemple, la caractéristique d'Buler-Poincaré de SLz(Z[%]) est 21-21

si p est premier.
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