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Séminaire BOURBAKI
24e année, 1971/72, n° 406 Février 1972

LAPLACIEN ET GEODESIQUES FERMEES SUR LES FORMES

D'ESPACE HYPERBOLIQUE COMPACTES

par Lionel BERARD-BERGERY

1. Introduction et notations

Soient M une variété (toujours ¢® connexe de dimension d 2 2) et g
une structure riemannienne sur M , c'est-a-dire une forme différentielle bili-
néaire symétrique définie positive sur M . A l'aide de g , on définit une
distance sur M, une dérivée covariante D, un transport paralléle, un élément de
volume (une mesure) noté vg ou simplement dx , une notion de longueur des

courbes, etC...
a) Laplacien
. @® ® X ©
Soit CR(M) (resp. C (M) ) 1'espace des fonctions C sur M & valeurs
réelles (resp. complexes), Si f € d;(M) , on appelle gradient de f et on
note grad(f) 1l'unique champ de vecteurs X tel que g(X,Y) = df(Y) pour
tout champ de vecteurs Y ., Si X est un cheamp de vecteurs sur M , on appelle

divergence de X et on note div(X) 1la fonction dont la valeur en x € M est

la trace de 1l'endomorphisme Vv +— DVX de TxM .

DEFINITION.- On appelle laplacien et on note A 1l'opérateur défini sur d;(M)

par AM = -div(grad(f)) .
S WY >
En coordonnées locales, on a A= - (./|g]) =67 Jlgl 2 ou
axi BXJ
lg] =|det(gij)|. On étend A & C (M) . A est un opérateur différentiel

elliptique du deuxiéme ordre sur M , dépendant de g . Si, de plus, M est
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406-02
compacte, on munit dw(M) du produit scalaire
(g,ny = [ fhv.
M g

A est alors auto-adjoint, son spectre est réel et discret et peut s'écrire
{fo=A <A <.a<n < R T \, tendant vers 1'infini si n tend vers
1'infini, la multiplicité m(xn) de )\, est finie, m(0) =1 et les fonc-
tions propres associées &4 0O sont les constantes, et enfin il existe une base
hilbertienne orthonormée formée de fonctions propres ¢® dans 1l'espace de
Hilbert L2(M) complété de dD(M) pour { , ) .

[Une référence générale pour le laplacien sur les variétés riemanniennes

est [1].]

b) Géodésiques fermées

DEFINITION.- On appelle géodésique fermée sur M toute application d”

c: R-> M, non constante, périodique et de période 1 , vérifiant en tout

point 1'équation Déé = 0, en convenant d'identifier les applications

t - c(t) et t- c(t+u) .

¢ = g% est le "vecteur vitesse" de ¢ en x = c(t) e M et 1l'équation
Déé = 0 signifie que ¢ est une géodésique paramétrée proportionnellement

A4 la longueur ; en particulier, g(&,&) est constante en t et non nulle.

DEFINITION.- Si c est une géodésique fermée, p(c)= /g(&,&) est la longueur

de c .

D'autre part, l'application ¢ : R/Z = 81 - M canoniquement associée & C
définit un lacet de M .,

Les géodésiques fermées sont particuliérement intéressantes sur les variétés
riemanniennes compactes & courbure négative ou nulle ; on sait en effet que :

- Le revétement universel riemannien d'une telle variété M est complet,
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simplement connexe et a courbure négative ou nulle, donc difféomorphe a Rd

(Théoréme de Hadamard-Cartan). En particulier, ¥ i 2 2 , ni(M) =0.

- Il y a une géodésique fermée dans toute classe non triviale pour 1'homo-
topie libre des lacets de M (il suffit de prendre le lacet rectifiable de

longueur minimale dans la classe considérée).

- Deux géodésiques fermées librement homotopes sont de méme longueur et
. . . . 1 .
1l'homotopie peut &tre réalisée par un "cylindre" S x [0,1] totalement géo-

désique et plat dans M , de bords c et ¢

1 2
En particulier, si M est a courbure strictement négative, il y a une et

une seule géodésique fermée dans toute classe non triviale d'homotopie libre,
[Pour des démonstrations, voir [2] ou [15].]

Les longueyrs des géodésiques fermées peuvent se présenter comme un "spec-

tre" {H1 < B < o0 < T < ...} qu'on appellera spectre des longueurs. On

montre que

B tend vers 1'infini si n tend vers 1l'infini,

Wy = 2i(M) o i(M) est le rayon d'injectivité de M (c'est-a-dire
le plus grand t tel que l'exponentielle en x soit injective sur la boule

de centre O et de rayon t dans TxM , pour tout x dans M ).

Le but de cet exposé est d'étudier le lien entre le laplacien et les géodé-
siques fermées (et en particulier entre les deux spectres) sur les "formes
d'espace", 3 l'aide de la formule des traces de Selberg, [13], en suivant les

calculs faits par H. Huber dans le cas des surfaces orientables [87.
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2. Cas des tores plats ([1] p. 146 et suivantes)

DEFINITION.- On appelle tores plats les variétés riemanniennes (Td ,gr) com—

pactes A courbure nulle quotients de 1'espace euclidien ( Rd muni de sa sS.r.

canonique) par un groupe discret ‘I de translations, isomorphe 2 Zd .

Oon note A = {y(0) , y € T} 1le réseau associé & I et

AN ={ye Rd ;¥ xe A, ly)e 2} le réseau dual. On montre que

les longueurs des géodésiques fermées de (Td ,gr) sont les |x[ y XEA.
2 2
- les valeurs propres du laplacien de (Td, gr) sont les 47 |y|<, yen*.

- A et A* sont liés par la formule sommatoire de Poisson :

. . P . d , . .
Si f est une fonction numérique continue sur R 2 décroissance rapide
et T sa transformée de Fourier F(y) = I d £(x) exp(-2m (x|y))dx , on a
R

ZAf(x) = (vol A)—1 z* F(y)

X YEA

ou VolA est le volume d'un domaine fondamental pour T , c'est-a-dire le
. . d
volume riemannien de (T ,gr) .
On en déduit que le spectre du laplacien et le spectre des longueurs se
déterminent mutuellement, bien qu'ils ne caractérisent pas le tore riemannien

considéré.

3. Cas des formes d'espace hyperbolique

a) DﬁFINITION.- Une forme d'espace hyperbolique compacte est une variété

riemannienne compacte A courbure constante et égale 2 -1 .,

C'est un quotient de l'espace hyperbolique H par un groupe I d'isomé-
tries, discret, uniforme et sans élément d'ordre fini. Rappelons que l'espace

hyperbolique H (de dimension d = 2 ) est la variété riemannienne de dimen-
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sion d compléte, simplement connexe, A courbure -1 , C'est aussi l'espace
riemannien symétrique non compact de rang 1 : G/X = SOO(d,1)/0(d) (voir
[7]t [9] ou [201)'

Pour les espaces symétriques, on a une généralisation de la formule de

Poisson, c'est

b) La formule des traces de Selberg

[Pour des exposés généraux sur cette formule, voir [4], [6], [13] ; nous
nous contenterons ici d'une version élémentaire, adaptée & l'application envi-
sagée.]

Soit H = G/K un espace riemannien symétrique, On considére un opérateur
linéaire T sur les fonctions numériques sur H , i '"nmoyau", c'est-a-dire de
la forme (Te)(x) = I k(x,y)£(y)dy .

On montre que, si k est bi—iivariant pour l'action naturelle de G sur
H=G/Xk (c'est-a-dire ¥V ge G, k(gx,g9y) = k(x,y)),l'opérateur T commute
3 tous les opérateurs différentiels invariants sur H , et opére scalairement

sur les espaces de fonctions propres

By g " {feCQ(H);Dif=)\if,i=1,...,r}
greeeihy

ou r est le rang de H et D1 = A, D2,...,Dr sont r opérateurs fonda-
mentaux, engendrant l'algébre des opérateurs différentiels invariants
sur H Si on note )\ = (X1,...,xr) » et si ¢ €E , onadonc
(To,) (%) = jH K(%,9)p, (1)dy = B(W)gy (x) o

et h(\) ne dépend que de A et k .

Soit maintenant [ un sous-groupe discret de G tel que le quotient
M=\ = F\Q/K soit compact. Grace 3 la bi-invariance, T opére sur les
fonctions sur M , identifiées aux fonctions sur H invariantes par T

(vyer, f(yx)=£(x)). sur d”(M) , T peut s'écrire
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(T£)(x) = ID K(x,y)£(y)ay ,

ou K(x,y) = k(x,vy) , (si toutefois cette expression converge uniformé-

z
yeT

ment) et D est un domaine fondamental pour [I' dans H .

D'autre part, les espaces Fk = EX n Cw(M) sont de dimension finie m(A)
et L2(M) (1'espace de Hilbert associé 2 d»(M) pour le produit scalaire
(f,9) = I £g dx) posséde une base hilbertienne orthonormée B formée de
o) € Fk .DOn montre alors que, moyennant certaines conditions sur k , l'opé-

rateur T restreint 2 CQ(M) est & trace., On peut calculer cette trace de

deux facons et en égalant les deux résultats, on a la formule des traces de

Selberg
D) zm(\h(d) = I K(x,x)dx = I L k(x,yx) dx .
A D DvyeTl
On peut aussi écrire pour le noyau
(2) Z 80 g (x) () = K(xy) = T x(x)
QPXGB YEF

(si toutefois ces deux séries convergent).
I1 ne nous reste plus qu'a exploiter ces deux formules pour H 1l'espace

hyperbolique,

4, Etude du premier membre de (1) et de (2)

a) Les coefficients h(\) se calculent de la fagon suivante :
Soit wx(x,y) la fonction sphérique élémentaire sur H associée & )
(wx bi-invariante, ¥ y € H , mk("Y) €E , wx(x,x) =1) . Alors :
n(n) = I k(x,y) wx(y,x) dy .
H
(C'est en fait la transformation de Fourier sur Q/K = H ; voir [5] pour plus
de détails).

L'espace hyperbolique H est de rang 1 , donc A est l'unique opérateur
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fondamental, les espaces Fx sont les espaces propres de la variété M = f\H

et m()A) est la multiplicité de la valeur propre X pour M . Pour simplifier
les calculs, nous allons désormais nous limiter & des noyaux particuliérement

simples, introduits par H. Huber [8].

Remarquons tout d'abord que les espaces symétriques de rang 1 sont homogénes
3 deux points (c'est-a-dire si les couples (x,y) et (z,t) de HxH véri-
fient p(x,y) = p(z,t) , ou p(.,.) est la distance sur H , il existe g e G
tel que gx =z et gy =t ). Les noyaux bi-invariants ne sont donc fonctions
que de la distance des deux variables, Nous prendrons les noyaux

ks(x,y) = cn”® p(x,vy) seC .
On montre que ces noyaux vérifient toutes les conditions nécessaires pour les
formules (1) et (2) dés que Re(s) , la partie réelle de s , est supérieure
a4 d-1 . On peut alors éviter l'emploi des fonctions sphériques en remarquant,
avec H, Huber, que les noyaux ks vérifient 1'équation fonctionnelle

MNE, = s(s+1) koo * s(d-1-5) k
ou A1 est le laplacien pour la premiére variable.

Comme T commute a A1 , on obtient une équation fonctionnelle en s pour

les hs(x) associés aux k
2
s(s+1) n, ,(0) = (s - (a-Ms+ 1) n (D),
qui se résoud en montrant que hs(x) est analytique en s pour Re(s)>d-1

et en étudiant la limite de h_ lorsque Re(s)
d
2

tend vers l'infini. On trouve :

(3) n.()) = i - (S'S+()‘))1"(S-S—O‘))
W - g TS

o s*(A) et sT(\) sont les racines de 1'équation $? - s(d-1) + A =0 .
(r(.) est la fonction gamma d'Euler.) La convergence du premier terme de (2)

est alors assurée par les résultats de [11].
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b) Une premiére conséquence

DEFINITION.- On appelle réseau hyperbolique sur H associé 3 T 1'ensemble

de points discret A = {yx , yeT}l pour x e H Ffixé.

On note N(x,y,t) le nombre de points de Ax dans la boule riemannienne
de centre y et de rayon t sur H . On peut utiliser la formule (2) pour
calculer un équivalent de N(x,y,t) si t tend vers 1'infini. Par exemple,

ygr,ks(x,y) peut s'interpréter comme une série de Dirichlet en s , et le
premier membre g h () ¢x(x) ¢x(y) est une série de fonctions méromorphes,
convergente, dont l'unique pdle de partie réelle maximum est s =d-1 , On

peut donc appliquer le théoréme tauberien de Wiener-Ikehara [19]. On obtient
d

(@) (%,7,%) 2 St
N({xX,y,t ~ .
7 t - r‘(g-)(d—1)Vol(M) 41

5. Etude du deuxiéme membre de (1)

Il s'agit de calculer

- z -
j; K(x,x) dx = ID ver k(x,yx) dx = Y§]7 . k(x,yx) dx .

Suivant Selberg, on peut transformer cette expression en regroupant certains
termes. On note : (F) 1l'ensemble des classes de conjugaison du groupe T ,
(y) 1la classe de v, FY le centralisateur de y dans [ et DY un domaine
fondamental dans H pour FY . On obtient, en mettant & part 1l'identité :

I K(x,x) dx = Vol(M) + 22 Ik(y) ou Ik(y)=.f k(x,yx) dx .

D (v) e () - (10) D,

Lorsque M = T\ﬁ est une variété compacte, on sait que, V v € I'- {Id} ,
Y laisse globalement invariante une géodésique et une seule aY de H ,
appelée son axe, sur laquelle elle réalise le minimum M(Y) de sa fonction
de déplacement p(q,yq) , c'est-a-dire u(y) = inf p(q,yq) et

qeH

() = p(p,yp) ® p e a, -
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DEFINITION.- Une isométrie § sera dite primitive si elle ne s'écrit pas

6=yp,ye[‘,p>1.

Alors, toute isométrie vy e I' - {Id} peut s'écrire d'une facon et d'une

seule v = 6p y P21, 6 primitive ; p s'appelle la multiplicité de v ;

1
on la note w(y) . Bt pu(y) = v(v)u(8) : pn(y) et wv(y) ne dépendent que
de la classe (Y) de v . De plus, d'aprés le théoréme de Preissmann [12],
rY est isomorphe & 7 ; plus précisément, FY = {6p , P e 1} et les 8P

ont toutes méme axe, pour tout p € Z - {O} .

Enfin DY peut se décrire ainsi : ¥ q € 3, on note Lq c Tq(M) 1'hyper-

plan tangent orthogonal & ag en g et Hq = equ(Lq) l'hyperplan de H

engendré par les géodésiques issues de q parallélement i Lq H Héq = 5Hq
et pour q fixé, DY est la " partie de H entre Hq et H6q ", On peut
alors "paramétrer" D ainsi : on repére p e DY par t = p(q,p') ou p'

est tel que p € Hp' , 0 t<u(s), et par v, € LP' tel que expp,(vp): P

’

on peut aussi remplacer vP par wp € Lq tel que v soit 1l'image de w
dans le transport paralléle de longueur t 1le long de a6 . On remarque alors
que k(x,yx) ne dépend que de LA (Figure 1)

Pour achever le calcul, le plus simple est de prendre une présentation de

d d
H , (Figure 2), par exemple le demi-espace R+ = {x::(x1,...,xd) eR™ ; Xy > 0},
1 d
muni de la métrique g = 5 z dxi ® dxi , dont les géodésiques sont les
(xd) i=A1

d
demi-droites et demi-cercles (xd > 0) euclidiens de R, orthogonaux 2
X4 = 0 . Par l'homogénéité A deux points, on peut choisir pour ag la demi-

droite X, = ... = X

1 =0 . Alors ¥ peut s'écrire :

d-1
y(x1,...,xd) = (eu(Y) Ay(x1,...,xd_1) ,eu(Y) x4) , ou A, est une transforma-
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tion linéaire orthogonale de Rd-1 . Et DY est la partie de H entre les
deux hémisphéres euclidiennes x,f + eee + xg =1 et x12 + eee + xi = e2u,(6) ,
(x4>0) . 0na
d
2
1210y - ) -d
ch p(x,y) =1 + et dx = (xd) Axg A .o Adxy .

2Xdyd

1

A + K -7
on pose Q(y) =] det(1d - ——-X) | ou KY est la transposée de A

.

2Chu,(Y) Y

On obtient : j‘_;_1 a-1

o) sy Tt

T (V) = S5 aly) e u(y) - :

et, pour Re(s) > d-1
(5) Y moorE=E0drE=£ 0

L€ SpecM

_d
vol(M)m 2 T(HrEEY + 2'7% r(s - 454 500 o(yen~u(y)

(y) e () - (1) ¥

6. Interprétation en termes de géodésiques fermées

On sait qu'on a une bijection canonique entre les classes de conjugaison
de T et les classes d'homotopie libre de lacets de M , donc a toute classe

(y) € () - (1d) correspond une et une seule géodésique fermée, définie ainsi :

Soient aY l'axe de y et t= ay(t) un paramétrage de a_Y proportionnel
3 la longueur tel que aY(l) = ya\{(O) .81 p:H - M est la projection cano-
nique, cy R -» M définie par cy(t) = p(ay(t)) est la géodésique fermée
associée & (y) . En particulier p(y) est la longueur de la géodésique fermée
associée & cY , et A’Y est 1l'holonomie induite par le transport parallele

le long du lacet associé a c:Y . Pour décrire w(y) , on introduit les défini-

tions :
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DEFINITION.- On dit que la géodésique fermée c est la n-iéme itérée de la

géodésique fermée c' si c(t) = c'(g) .

DEFINITION.- Une géodésique fermée est dite primitive si elle n'est pas la

n-iéme itérée d'une autre géodésique fermée avec n > 1 .

Alors toute géodésique fermée ¢ est la n-iéme itérée d'une géodésique
fermée primitive, n 21 , et n ne dépend que de c ; on appelle n multi-
plicité de c et on le note wvw(c) .

On a vy primitive e cy primitive ; et w(y) = v(cy) .

La formule (5) relie donc le laplacien et les géodésiques fermées sur M .

On a

(®) L mrE=gOhre=g0),)

L€ Spec M 2

d
T2 L S\arS+ 1-s d-1 (c) -s
Vol(M)m 1“(5)1“( 7)) + 2 r(s - =) }g%(a-o(c) ch” - u(c)
ou c¢ décrit l'ensemble des géodésiques fermées de M .

En particulier, elle montre que le spectre du laplacien détermine le spec-

tre des longueurs. On remarque aussi que :

a1 -Eh)
chu(e)et| % a(e) s | cnule)= 2
ch p(c) ch p(c)

et donc Q(c) tend vers 1 si p(c) tend vers 1l'infini.

Si on note wM(t) le nombre de géodésiques fermées de longueur inférieure
At et nM(t) le nombre de géodésiques fermées primitives de longueur infé-

rieure & t , on obtient (toujours par le théoréme de Wiener-Ikehara) :

: ( MCERDL: Jld-1)t
t ~ - . ~
7 ) toe (d-1)t o e tow (d-1)t
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[Remarque.- Si on considére les sous-variétés de dimension 1 images des géo-
désiques fermées, A chacune d'entre elles il correspond une jinfinité dénombra-
ble de géodésiques fermées, mais seulement deux géodésiques fermées primitives,

une pour chaque sens de parcours.]

7. Quelques remarques

a) Ce dernier résultat précise pour le cas hyperbolique un résultat plus
général,

THEOREME (Y. Sinai (16]).- 8i M est une variété riemannienne compacte i cour-

bures comprises entre - b2 et - a2
1

1 1
< }i_@(wn(t))t < l—i—rﬁ(wM(t))t s e(d-1)p

, O< a< b, alors :

S(d-1)a

G. A. Margulis a, d'autre part, annoncé dans [10] des généralisations des
formules (4) et (7) pour ce meéme cas. Ces deux résultats utilisent la théorie
ergodique.

b) On a essentiellement utilisé la propriété de H d'@tre de rang 1. On
peut faire les m&mes calculs pour les autres espaces symétriques non compacts

de rang 1, mais le calcul final de Ik(y) se complique.

c) Cas des surfaces orientables

Ce cas est spécialement intéressant & plus d'un titre ;
- il n'y a pas d'holonomie A.Y = Id , donc le spectre du laplacien et le spec-
tre des longueurs se déterminent mutuellement. Ils déterminent aussi la topo-
logie de la surface M , via l'égalité Vol(M) = 4n(gM -1) ou gy est le
genre de M (Gauss-Bonnet).

- le cas de la dimension 2 est le seul ou l'on puisse faire varier le sous-

groupe ' [18]. On a alors le :
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THEOREME (Gelfand [3 , 4], Tanaka [17]).- Toute déformation de T & spectre

constant est yriviale.

En effet, une déformation & spectre constant est a spectre des longueurs

constant et on applique le lemme 4, page 150, de [14].
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