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Séminaire BOURBAKIL 460-01
27e année, 1974/75, n°® 460 Février 1975

SPECTRE DES OPERATEURS ELLIPTIQUES ET FLOTS HAMILTONIENS

par Jacques CHAZARAIN

0. Introduction

Pour situer le sujet, rappelons le probléme classique suivant :

Probléme.- On considére une variété riemannienne compacte et soit A son lapla-
cien. Que peut-on dire de la géométrie de cette variété comnaissant les valeurs
propres de A ? et réciproquement quelle est 1l'influence de la géométrie sur

le spectre ?

On sait que le spectre ne caractérise pas la variété riemannienne, néanmoins,
il permet de connaltre certaines grandeurs géométriques (cf. pour ces questions :
Berger, Gauduchon, Mazet [4]). Dans cet exposé, on étudie unm aspect de ce problime

en montrant le lien entre le spectre et le flot géodésique.

Voici un exemple trés simple : interprétons la formule de Poisson, sur le

tore T = R/2ﬂZ , en oubliant la structure de groupe :

E: eikt = 21 E: §(t - 2xm) .

keZ ked ﬂ:iﬁ +
Le membre de gauche s'identifie & la distribution % E: e J , ol
j=1
h1 < k2 < XB £ ... désigne la suite des valeurs propres du laplacien A =--d2/dx2

sur le tore. Le membre de droite nous montre que les singularités de cette distri-
tion sont situées aux points de la forme = 2km qui est précisément 1'ensemble
des longueurs, et leurs opposées, des géodésiques périodiques du tore. De plus,

la singularité au voisinage du point £ = 2km est donnée par 21 61 qui est une

distribution de Fourier sur R .

Le but de cet exposé est de montrer comment ceci se généralise au cas d'une
variété riemannienne compacte et plus généralement, & la donnée d'un opérateur

elliptique sur une variété compacte.
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Un lien entre le spectre et les géodésiques périodiques était déji apparu
dans des cas particuliers, par exemple dans les travaux de Huber sur certains
espaces hyperboliques (cf. exposé de Bérard-Bergery [3]). A la suite des tra-
vaux de Balian et Bloch [2], Colin de Verdidre [7] a mis en évidence ce lien dans
le cas riemannien, puis Chazarain [6] et Duistermaat et Guillemin [9] indépen-
damment, ont donné une nouvelle interprétation de ce lien. Enfin, Duistermaat
et Guillemin viennent d'écrire un long papier [11] ol sont synthétisés et com—
plétés les résultats de [6] et [9). On expose, ici, les principaux résultats

de [11]) mais en utilisant parfois la méthode de démonstration développée dans [6].

1. Présentation des deux personnages : le spectre et le flot hamiltonieh

a) L'opérateur elliptique P et 1'analyse

Soit X wune variété ¢ compacte connexe de dimension n , soit P(x,D)
un opérateur différentiel de degré m (et mémé pseudo-différentiel classique)

opérant sur 1'espace d’(X ,Qy) des *-densités sur X (on note Q_ 1le fibré
+ o

des densités d'ordre « ). Un des avantages des %-densités est que l'espace

L2(X ,Q%) est défini naturellement gréce & 1'accouplement
u,vEC”(X,Q_l_) - u.x-rEC”(X,Q‘I).
On suppose que P(x,D) @éfinit un opérateur auto-adjoint strictement positif,

1

soit O0< A, < AZ < ... la suite de ses valeurs propres répétées selon leur mul-
1 .
tiplicité. On pose uj = (hj) /m , alors la connaissance du spectre équivaut 2

la donnée de la distribution spectrale E: 8(T - pk) ; on démontre facilement
k21
que cette distribution est tempérée et soit S sa transformée de Fourier, c'est-

a-dire

-ip, t
(1) S(t)=Ze ko
k=21 1/m
Les My sont les valeurs propres de 1'opérateur auto-adjoint positif Q =P

et soit U(t) = e-'th le groupe unitaire dans LZ(X, Q%) engendré par 1iQ .

La théorie spectrale élémentaire montre que le noyau distribution de U(t)

- ip‘kt ®
s'exprime par U(t,x,y) = E: e ek(x) ® ek(y) ol les ek(x) €C (X ,Q%)
k=21
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constituent une base orthonormée de fonctions propres de Q . Par intégration
sur X des densités |ek(x)|2 , on en déduit formellement (mais la Jjustifica-

tion rigoureuse est facile) 1'égalité au sens des distributions sur R :

(2) J. U(tyx’x) = S(t) ’
X
égalité qui sera & la base du lien entre le spectre et la géométrie.

b) L'opérateur P et la géométrie

Un théortme de Seeley indique que l'opérateur Q est encore un opérateur

elliptique pseudo-différentiel classique et que son symbole principal gq est

donné par q(x,£) = (p(x,g))1/m , pour (x,E) € T"X , ob p est celui de P .
Soit H_ 1le champ hamiltonien associé & q , c'est-a-dire dans une carte =

B (x,8) = (3ga(x,8) , -3,a(x,8)) € T_ ((T"K) . On appelle flot hamiltonien 8"

le flot sur T*X associé & ce champ et on appelle bicaractéristique les courbes
intégrales t - Qt(x,g) € T™X . Comme gq est invariant par @t , la sous-
variété compacte S*X = {(x,E&) lq(x,g) = 1} € X est invariante par le flot.

Posons la

DEFINITION 1.- On dit que £ € R est une période de bicaractéristique périodi-

que, si l'ensemble des points fixes de ét dans S*X

(3) W = {(x,8) € 5*x | ¢%(x,8) = (x,8)}

est non vide. Soit £ © R 1l'ensemble de ces périodes.

Notons que 1l'application (x,E) ¢ W - (la courbe t € [0,£] - @t(x,g) )
met W en bijection avec l'ensemble des bicaractéristiques périodiques de pé-
riode £ .

Darnis le cas particulier riemannien, on prend P = A+ 1 , alors le flot Qt
sur S*X est précisément le flot géodésique, les projections sur X des cour-
bes intégrales sont les géodésiques de X et |g| est l'ensemble de leurs

longueurs.

c) Programme

1/m
On montrera que les singularités de la distribution S = I exp(—ihk t)

sont situées aux points t qui sont des périodes de bicaractéristiques pério-
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diques. Ensuite, on précisera, sous certaines hypothéses, la nature de la sin-
gularité en un tel point t = £ ; elle est du type distributions de Fourier et
les symboles principaux de ces distributions de Fourier nous indiquerons la di-
mension et le "volume" de 1l'ensemble des bicaractéristiques de périodes £ . Le

dernier paragraphe est consacré & 1l'étude de cas particuliers importants.

2. Lien entre le spectre de P et les périodes des bicaractéristiques

périodiques
Ainsi que 1l'exemple de la formule de Poisson le suggérait, on a le

THEOREME 1 ([6], [9]).- La distribution S(t) = Zexp(—i)\]l/mt) est € en

dehors de 1l'ensemble § des périodes des bicaractéristiques périodigues ¢

support singulier S < £ .

Esquissons la démonstration. L'égalité (2) ramdne 1'étude des singularités
de S & celles de la distribution U(t,x,y) € o8'(R x X X x;n%) . Or, cette
dernidre distribution est le noyau de 1'opérateur qui, & une donnée g € (x, Q%),
-1tQ
g

fait correspondre la solution f = e € ®(RxX ,Q%) du probléme de

Cauchy hyperbolique ( % g%'+ Q(x,D)).£ =0, £(0,x) = g(x) .

Dans ces conditions, la théorie des opérateurs intégraux de Fourier dévelop-

pée par Hormander [13] et Duistermaat, Hormander [7), permet de démontrer le

THEOREME 2.- La distribution U est une distribution de Fourier appartenant &
-1
I /4(

RXX XX C') défini par la relation canonique

l'esgace
(4) ¢ ={(t,r5x8;yM) |1 +a(x,8) =0, (x,8)=2"(y,M), (y,0) € T*x\{0}}

et C' s'obtient en changeant T en - dans C .

De ce théoreme, il découle, en particulier, que le support spectral de U
(wave front set en anglais) vérifie WF(U) € C' . A l'aide des théordmes de (13]
sur le support spectral, on en déduit que 1l'on peut prendre la restriction de la
distribution U & la sous-variété

D = R X diagonale(X XX) € RXX XX,
il vient UID € D'(RXX ;Qi_l 01) avec
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t
WP(Uly) = {(¢,75%,8-1) | (x,8) = ¢°(x,M), 7 + a(x,§) = O} .
Enfin, 1'égalité (2) signifie que S est 1'image directe de UID sur R par
la projection j : RXX - R, d'oh S = j*(UID) € o' (R ,0%) ~ A'(R) et

WP(s) < {(t,7)]il existe (x,E) € T*X \{0} tel que (x,§)=§t(x,§) et T<0} =£ XR ,
d'ol par projection sur R , 1l'inclusion annoncée dans le théoréme 1.

On est alors conduit & se poser la question : a-t-on supp sing S =£ ?
pour répondre & cette question, on va préciser la nature de la singularité de S
en un point £ € £ . Pour étudier cette singularité, on suppose que £ est isolé
dans £ et on localise S en la multipliant par une fonction p € d:(R) véri-
fiant p(£) =1 et supp p N L ={£} . L'étude de pS , modulo C° , se raméne
3 1'étude de sa transformée de Fourier modulo une fonction & décroissance rapide.
On est donc amené & déterminer le comportement asymptotique, quand T — +e ,

de 1l'expression
” ”

- iTt dt
(6) FUes)(1) = [ e p(t)s(t) 5 .
R U
I1 est plus agréable ici de travailler avec la transformée de Fourier inverse car
on a aussi, d'aprés (1), 1'expression
-1 ~ s~ -1
(7) Fes)(r) = 2 Blr-y) ou F=F""p
e 3
J
Notons déja, que 3:_1(93)(7) est & décroissance rapide pour T — - A& cause

de 1'inclusion (5).

Un outil de base dans 1'étude du comportement, pour T — +o , sera le théo-

réme de la phase stationnaire.

3. Une extension du théoréme de la phase stationnaire

En fait, on a besoin d'une extension au cas ol les points critiques ne sont
pas isolés, cette extension a été indiquée par Colin de Verdidre [7] dans un

cadre riemannien, en voici une formulation valable sur une variété quelconque.

THEORRME 3.- Soit 2 une variété (¢ de dimension N et soit une phase

¥ € d”(Z, R) . On suppose que l'ensemble V = {zl V'(z) = 0} des points criti-

ques de ¢ est une sous-variété connexe de Z et de plus, on suppose que, pour
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tout =z € V, la forme quadratique Hess W(z) est non dégénérée sur 1l'espace

normal TZZ/TZV . Dans ces conditions, on dit que V est une variété critique

non dégénérée pour { .

Alors & toute densité a € ¢Z(Z,Q1) on peut associer naturellement une den-

sité av € CZ(V,Q1) telle que

(8) J" eiT‘l’(Z) a(z) = (ZT_TT
Z
o_h d =dim V, 0 = signature de Hess § sur V et p('r) ~ Z bk 'r_k (1 =)

L k=20
dont le terme principal est

(@ v, =) ale) -

v !

La densité aw(z) sur TZV est obtenue en "divisant" la densité a(z) sur
TZZ par la densité canonique, sur TzZ/TzV , associde & la forme quadratique non

dégénérée Hess y(z) .
La démonstration de ce théoreme se fait en remarquant que 1l'on a une généra-

lisation du lemme de Morse & cette situation, ce qui permet de se ramener, apres

une intégration partielle, au théoréme de la phase stationnaire.usuel.

Remarque 2.- Les coefficients du développement asymptotique de cette intégrale
ne dépendent que des jets de a et ¢ sur V . Par conséquent, si V n'est

plus connexe, on a une contribution de ce type associée & chaque composante

connexe.

4. Spectre de P et flot hamiltonien

Pour étudier le comportement asymptotique de G:-1(pS) , 1'égalité (2) nous
conduit, pour commencer, & expliciter la distribution de Fourier p(t)U(t,x,y) B
Par définition, c'est une somme finie d'intégrales oscillantes :

(pu) (t,%,y) =
(g, (t,x,M) =y.M)
zem™f, e p(t)a, (6, x,M)an]/at/axy/ay

5 e "
ot @a(t,x,ﬂ) est une phase définie, dans un ouvert conique Fa cr® T x Rn,

telle que 1l'application c,
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ca
(10) r, > (t,%,M) — (£,3,9, 5 23,9, 29y ,M) €c

définit une carte locale de la variété lagrangienne C ; ces cartes recouvrant

¢ (pour t € supp p) quand «. varie.

. aa(t,x,ﬂ) est une amplitude & support. "conique-compact" et appartenant

4 l'espace de symbole SO(T&) (ef. [10] pour tout ceci).

En portant cette expression de pU dans (2), il vient pour (6) :

(1) G (ps) = Z 1,(1)

avee : iry (t,x,M)

(12) 1,(1) = m)™ AR e @ - p(t)a (t,x,7M) an ax at
rct

et 4 (txn) = (t,x0) - x0 + ¢ .

Pour déterminer le comportement asymptotique en T d'un terme IQ(T) , on
utilise le théoréme 3 (ou plutdt son extension aux intégrales oscillantes). Pour
alléger, omettons provisoirement l'indice & dans Py 7 va v 8y - L'ensemble
critique Wy de V¥ est défini par

V& = {(tvan) € qy laﬁv +1=0, a£¢ = ﬂ ’anw = K} ’
son image, par la carte Cy est formée des points de la forme

(ts‘1;x’ax¢;x’axcp) €cC ’
ce qui montre, dtaprds (3), (4), (10), que £ € supp p N £ , par conséquent

t=20 et T o={4 x{(=x0)](x,30(xM0) W .

Notons, au passage, que ceci redonne une démonstration du théoréme 1.

Pour que V& soit une variété critique non dégénérée pour la phase Wa , On

est conduit & faire une hypothése sur l'ensemble W :

£
Hypothése.- On suppose que l'ensemble W des points fixes de ¢ dans S*X est

une sous-variété (non nécessairement connexe) et que de plus, son espace tangent

est donné par

T(X’E)W = Ker(TX’§ ot - I) N Ker dq(x,§) .

Dans ces conditions, on dit que W est régulier (clean fixed point dans [11]).

Sous cette hypothése, on peut définir sur W wune densité canonique

de € d”(w,n1) en appliquant le
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Lemme 1 [11].— Soit (E,m) un espace vectoriel symplectique et soit L un auto-

morphisme symplectique de E . Alors, le sous-espace des points fixes Ker(L - I)

posséde une densité canonique.

On vérifie ensuite que si W est régulier, alors Va est bien une varidté
critique non dégénérée pour va . L'application du théoréme 3 & l'intégrale
IQ(T) donne l'expression asymptotique suivante (on a supposé Fd assez petit
pour ne rencontrer qu'une seule composante connexe Wj de W et soit

d.=dim W, ) :
J J

(a,-1)/2 ., il c

Y L itk 4 o - Z -k
(13) IQ(T) _( 2m e e bd(T) avec ba(T) k=20 b&,k i
et pour terme principal  (14) Ey,o = I aa,O(l’x’n)w ,

o
ou 2, 0 est le terme principal du développement du symbole aa .
’

Ensuite, on regroupe les contributions des intégrales Ia(T) associées & la

méme composante connexe Wj de W en utilisant le lemme technique suivant

Lemme 2.~ Soit (x,g) € Wj et soit (x,ﬂa) son antécédent (s'il existe) par le

monomorphisme Wy E) (x,ﬂ) - (x,axqm(l,x,ﬂ)) € W . Alors il existe un entier

05 € 2, tel que 1'on ait 1'égalité

igd f5(x,€) i;—:(d.-1) -iz 0,
(15) Ze Yo (£,x,M) =e clx,8 e J e Jav (x,€) ,
o« «,0 Wa W'j

ol E(x,g) = moyenne du symbole sous-principal de Q sur la bicaractéristique

associde & (x,E) € Wj
Enfin, compte tenu de (11), (12), (13), (14), (15), on montre le

THEOREME 4 ([6] et [11])).- Soit £ € £ et soient W .,W_ les composantes

170"
£
connexes de l'ensemble des points fixes de &~ . On suppose que les Wj sont

réguliers et on pose dj = dim Wj . Aldrs, & chaque Wj correspond une distri-

d /=1
bution de Fourier Bj €1 3/2 4 (R; {2} XxR™) , de symbole principal non nul,

et telle que la singularité de S en t = £ est donnée par

(16) s(t) = B1(t) o Br(t) modulo C® au voisinage de /£ .
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Ce théoréme montre, en particulier, que si W est régulier et connexe pour

tout £ alors : supp sing S =5 .

Y

Comme annoncé & la fin du paragraphe {, il reste & préciser 1l'information
géométrique contenue dans les symboles principaux des distributions de Fourier
Bj . Dans le cas des distributions Bj , le symbole principal est caractérisé

par la partie principale du développement pour T - +« de

i -1
(By(+), p(1)e'™™) = 2% (pB,)(7)
On est donc ramené & calculer le nombre complexe b, défini par
(a;-1)/2 .
-1 | T J itk
SOOI 2 C RO P S

C'est le
R
-i-o,
THEOREME 5 [11].~ Sous les hypothdses du théordme 4, on a bj = |bj|e 2 J

avec ij] = f e 148(x,8)

3 av, (x,8) ol :
W, 3
J
o(x,€) = moyenne du symbole sous—principal de Q sur la bicaractéristique
périodique passant par (%,§) |,
de = la densité canonique sur la composante connexe Wj de W,
J
et 05 = n -1 + indexe (au sens de Duistermaat [10]) de la courbe de plans
. ty=1 N
c ' -
lagrangiens t € [0,4] = (Tx,§ %) Vt Tx’g(T*X) ol Vt est 1'espace verti
cal de T . (%) et (x,8) €W, .
¢ (x,8) J

L'expression de [bj| se démontre i partir de (14) et (15). Pour ce qui est
de 1l'entier 05 , c'est beaucoup plus compliqué et il me semble difficile de
1'expliquer en quelques lignes. Indiquons seulement que Duistermaat [10] a démon-
tré dans le cas riemannien (et plus généralement, quand on peut associer &
1'hamiltonien p(x,g) un probléme régulier de calcul des variations) que 05
est égal & 1'indice de Morse des géodésiques périodiques associées & Wj . Dans
le cas riemannien, Klingenberg [14] a également obtenu une expression de l'indice

de Morse en terme d'intersections de fibrés lagrangiens.
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5. Cas particuliers et applications

a) Cas particuliers ol les trajectoires des bicaractéristiques périodiques sont

isolées
Tout d'abord, rappelons la définition de 1l'application de Poincaré
associée & une bicaractéristique périodique Y issue de (x,E) ¢ Wj . Apres

y;
x,§§ ’

on définit CPY comme l'application linéaire induite par Tx EQI sur l'espace
H

avoir remarqué que Hq(x,§) est invariant par 1'application linéaire T

quotient T §(S*X)/modulo Hq(x,§) . On dit qu'une bicaractéristique pério-

dique VY est non dégénérée si det(I - CPY) #£0 , ce qui entratne que Wj est

régulier et coincide avec la trajectoire de Y , sa dimension est donc dj =1.

Des théorémes 4 et 5, on déduit le

THEOREME 6 [8].- On suppose que les bicaractéristiques périodiques de période £

sont toutes non dégénérées. Alors W est réunion disjointe des trajectoires

W

ye.+yW_ de ces bicaractéristiques périodiques et on a
1 r —

~ile, -ils,
Je

r _i
- : iTe 2 £
(18)  F N ps)mE ™ Y e I L Jaet(z -®)|
2m 4 N, J
J=1 J
ol ﬁL est la période primitive des bicaractéristiques de Wj et ch défini

J
comme dans le théoréme 5.

En effet, on montre que dans ce cas particulier, la densité canonique sur

la variété Wj = {@t(x,g) 1t €[0,£]} est donnée par dv, = |det(T -‘Pj)r'}dt .
Jj

Application au cas riemannien. Supposons que toutes les géodésiques périodiques

soient non dégénérées et de longueurs deux & deux distinctes (cas générique pour
les structures riemanniennes). Alors, la formule (18) permet de retrouver un
résultat de Colin de Verdidre [6], & savoir : la comnaissance du spectre du
Laplacien détermine les longueurs des géodésiques périodiques, leurs indices de
Morse modulo 4 et les longueurs des géodésiques primitives. Mais il y a plus, en
effet, 1l'application de Poincaré associée & la k-idme itérde, ky , de la géo-
désique périodique Y est donnée par qka = @S;)k . Et gréce & un théoreme de

H. Stark (cf. (11]), cela permet de déduire du spectre, les valeurs propres de
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modules # 1 de CPQ et celles de module 1 & une racine de 1l'unité prés ; en
particulier, on peut savoir si le flot, le long de Y-+, est elliptique ou hyper-

bolique.

b) Cas particulier de la singularité de S en t =0

Pour £=0, ona W =S5k, alors les théorémes 4 et 5 donnent le

THEOREME 7 [11].- Soit p € ¢(R) , & support voisinde 0 , et p(0) =1 . Alors

on a l'équivalent

(19) 51 (ps) (1) ~ (2m)™® ™1 yo1(s*x) .

Dans ce cas particulier, il est plus simple d'utiliser directement le théo-
réme 3 ; on peut aussi obtenir des renseignements sur les termes suivants du

développement asymptotique (cf. [11]).

Ce théoréme admet une application importante & 1'étude du comportement asymp-
totique des valeurs propres (A.) de P . En effet, en jouant sur les fonctions
p dans la formule (7), 1'équivalent (19) permet de redémontrer simplement un ré-
sultat de Hormander [12] :

THEOREME 8 [11].- Le nombre de valeurs propres de P inférieures & A admet le

comportement suivant :

(20) # {5 A A = (2m) ™™ vol(B*x) A/m o(x(n‘”/’“)

ﬂ B'X = {(Xyg) ! P(xrg) < 1} .

c) Cas particulier ou le flot §t est périodique de période T

Dans le cas ol QT =1, onprend £ =T, alors ona W = s*X . I1 découle

des théorémes 4 et 5 le

THEOREME 9 [11].- Supposons 2T =1 et que la moyenne c(x,§) du symbole sous

principal de Q soit une constante ¢ . Soit p EICZ(R) 4 support voisin de T ,

alors on a l'équivalent

(21) q;-1(PS) ~ (2ﬂ)_n Tn_1 eiTT e_iBT vol(S*X) ,

- m . _ . .
ol B =c + 277 et o désigne ici la valeur, sur une bicaractéristique de

période T , de la classe de cohomologie d'Arnold-Maslov [1] associde & la pro-
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jection T de C dans ™ (Rmod T X X X X) .

Comme application.de ce théordme, Duistermaat et Guillemin démontrent un ré-
sultat remarquable sur la concentration'des valeurs propres (uj) au voisinage

2
des points Ve = B + j? k (k=1,2,...) . Cette application est basée sur 1l'esti-

mation
(22) ‘5—1[p(t)3(t) - eiBT S(t + 1))(1) = O(Tn_z) (p est 2 sgpport voisin
. de O

qui découle immédiatement de (19) et (21). Pour énoncer le résultat, on associe &

4 1
tout réel C > O un voisinage I, = l J v, - Ck.-iy,v + Ck"ij de la suite (v.) .
C =1 k k k

THEOREME 10 [11].- Sous les hypothdses du théorime 8, il existe des constantes

positives A , B, To , telles que :
#{jluJEICn[T—A,T+A]}

2 (1 - _E)
# L3l uy € [r-a, 7441 c

pour tous C>0 et T2 TO . Et réciproquement, si on a une telle concentration
du spectre (uj) au voisinage d'une progression arithmétique (vk) alors le flot
Qt est périodique de période T .

(23)

Pour terminer cet exposé, indiquons qu'un important probléme reste ouvert
dans ce domaine. C'est 1'étude du cas ol la variété X a un bord. Par exemple,
si X est un ouvert borné strictement convexe de R® et P = -A , on pense
dtapres [2], que le théordme 1 reste vrai & condition de prendre pour £ 1l'en-
semble des longueurs des trajectoires de billard fermées et des géodésiques
périodiques du bord dX . Malheureusement, la généralisation du théordme 2, que
nous avons donnée dans [5], au cas du probléme mixte hyperbolique, n'est pas
suffisante pour démontrer cette conjecture car il reste & analyser le rdle des

"rayons rasants" (1ié au phénoméne de la diffraction).
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