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Séminaire BOURBAKI 473-01
28e année, 1975/76, n° 473 Novembre 1975

FIBRES VECTORIELS ET CYCLES D'ORDRE FINI SUR UNE
VARIETE ALGEBRIQUE NON COMPACTE

[(d'aprés M. CORNALBA et P. GRIFFITHS)

par Joseph LE POTIER

1. Introduction

Soit X une variété algébrique quasi-projective lisse sur C . On désigne par
Vectzlg(X) l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibrés vectoriels algébriques
de rang r au-dessus de X , et par VGCth(X) l'ensemble des classes d'isomorphisme
de fibrés vectoriels holomorphes. On sait d'aprés [11] que lorsque X est projective,
1'application naturelle

r r
1 V b

(1) ectalg(x) Vectan(X)
est un isomorphisme. Tel n'est plus le cas si X n'est pas compacte : dans les exem-
lg(x) (resp.

Vect;n(X) ), qu'on peut munir d'une structure de groupe abélien, sera encore noté

. - 1
ples ci-dessous, nous nous limitons au cas r =1 ; 1l'espace Vecta

Picalg(x) (resp. Pican(x) ). Nous prendrons X affine, de sorte que les fibrés

vectoriels holomorphes de rang 1 sont classés par leur classe de Chern :

. - 2
Plcan(x) ~, H(X,Z) .

1.1 Soit X une courbe compacte de genre g 2 1 ; prenons X = i-—{x1,...,xk} y
avec X, ¢ X . Alors HZ(X, Z) =0, et donc Pican(X) = 0 . Cependant

)

Pic (x) = Plcalg(X)/ (x1,...,x

alg k
ol (x1,...,xk) est le sous-groupe engendré par les fibrés de rang 1 sur X
définis par les points X s Picalg(i) est de dimension g , et le quotient par

un sous-groupe dénombrable ne risque pas de s'annuler : Pic lg(X) # 0 et donc
a

1'application (1) n'est pas injective.

1.2 Soit X =C* X C*¥ . On a alors Picalg(X) = 0, comme on le voit par un argu-
ment analogue & celui de 1.1, en plongeant par exemple X dans PZ . Cependant

Pican(X)t: H2(X ,L) ™ Z , et donc (1) n'est pas surjective.
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1.3 Soient Y une courbe non singulidre de degré d > 1 dans X =P, , et donc

2
de geure g =%(d—1)(d—2) , et X=X-Y . Alors

Picalg(x) = Picalg(i)/ (1)

IS
ou

(LY) désigne le sous—groupe engendré par le fibré sur X associé & Y ; ainsi

Picalg(X) = Z/dZ . Or il découle de la suite exacte

HZ(Pz,PZ—Y;Z) - H2(IP2,Z) - H2(X,Z) - H3(ﬁ>2,@2-y;z) - 0
1R R R
L I3 B (Y, 2)

ol la premiére fléche est la multiplication par 4 , que
Pic (X) =Z/az ®Z® ... 0 Z
an —_—
2g

Dans cette décomposition, le sous-groupe de torsion correspond exactement aux fibrés

vectoriels holomorphes de rang 1 qui sont isomorphes & un fibré algébrique.

L'article de Cornalba et Griffiths répond & une double préoccupation.

Probléme 1.- Soit E wun fibré vectoriel holomorphe de rang r au-dessus de X .

Quelles conditions de croissance doit-on imposer & E pour qu'il soit isomorphe &

un fibré vectoriel algébrique ?

Ce probleéme résolu, l'examen des conditions de croissance permet d'introduire

un nouveau type de fibrés, intermédiaire entre algébrique et analytique : ce sont les

fibrés d'ordre fini A , avec A 1réel 2 0 . Ils définissent une filtration crois-

sante de Vectzn(x) , notée

r
vaeCtan(X) .

Probléme 2.-~ Décrire la filtration Gx . De maniére plus précise, il s'agit de faire

le lien entre cette filtration par la "grosseur" et la filtration de Hodge-Deligne

sur la cohomologie H'(X,€) , via 1'application

r .
Vect. (X) B (X, C)

qui & un fibré E associe son caractére de Chern ch E .

Des résultats complets concernant ce probléme ne sont obtenus que dans le cas

oh r =1, et ou X est affine. Naturellement, il existe une question analogue pour

ce qui concerne les cycles analytiques de codimension 1r (filtrés par la croissance),
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l'application ci-dessus étant remplacée par 1'application qui 3 un cycle associe sa

classe fondamentale.

2. La métrique de Poincaré

Soient X une variété algébrique quasi-projective et lisse de dimension n ,
et X une complétion lisse de X , c'est-a-dire une variété projective lisse X

contenant X et telle que Y = X-X soit réunion de diviseurs lisses se coupant

transversalement (*) :
N

A chaque Yi , on associe un fibré vectoriel de rang 1 Li sur X , et une

section si transverse & la section nulle dont le lieu des zéros est exactement Yi.

Soit | ]2 une métrique hermitienne sur L, , telle que lsil < 1 . On considdre la

fonction

T = Log 1

N

2
T 1o uosley 9
1=

Soit © wune forme réelle de classe d” , de type (1,1), définissant une métri-

que kéhlérienne sur X . Si A est un nombre réel 2= O assez grand, la forme

w =48 + ad°r
définit une métrique kdhlérienne sur X , que 1l'on appelle métrique de Poincaré. Si
1'on change © et les métriques sur les fibrés Li , la nouvelle métrique de Poincaré
est équivalente & la précédente, ce qui les rendra interchangeables pour nos besoins.
Si (z1,...,zn) sont des coordonnées sur X au voisinage U d'un point x € Y

telles que, dans U, Y soit donné par 1'équation

Zy oeee 2 = 0

une métrique de Poincaré est équivalente au voisinage de x & la métrique

2
Jas, |
_J 2
,jz=1 2 22 Z laz; |
'ZJ! (Log[zj] ) k< an

(*) Une telle complétion lisse existe d'apres Hironska.
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qui n'est autre que la métrique de Poincaré usuelle sur le polydisque troué

{o< |zj| <% pour 1< jsk, [zj[ <1 pour k< j < n}.

Soit une métrique de Poincaré sur X .

2.1 LEMME.- La forme de courbure ¢ ¢ A1’1(X) du fibré hermitien An 7(X)

vérifie || s ct®

Poincaré

Dans cet énoncé, ] | . , désigne la norme relative & la métrique de
Poincaré
Poincaré donnée. Ce lemme généralise le fait bien connu que sur le disque

A ={0< |z| £ 3} muni de la métrique associée i la forme
i dz A dz
2 2,2
|2|" (Log|z|")
le fibré tangent T(A) & pour forme réelle de courbure
1

ip =1 d"d' Log —F———5 = -20
|2|%(Log|2|?)

2.2 LEMME .- I1 existe une fonction p : X — R de classe ot s propre et qui

te

vérifie |dp| s ¢
Poincaré

n
I1 suffit de prendre par exemple p = Log TT- (Loglsi[2)2 . L'existence d'une
i=1

telle fonction p est encore équivalente au fait que la méirique est compléte, et

ceci ne serait donc pas vrai par exemple pour la métrique induite sur X par 8 .

Le lemme implique qu'il existe une suite de fonctions de classe dn y U a
support compact dans X , qui tend vers 1 au sens C1 , et telle que lunl et

[du ] . , soient uniformément bornées, ce qui servira au n° 4.2 & obtenir cer-
n'Poincaré

tains résultats de densité.

3. Fibrés & croissance modérée

On suppose désormais que X est muni d'une métrique de Poincaré associde 2

une complétion lisse X de X .

3.1 Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang r au-dessus de X , muni

d'une métrique hermitienne, et soit @(E) ¢ A1’1(X , Hom(E,E)) sa forme de courbure.
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On pose, pour x € X,

e (E)] = sup [<8(t Ait)e, )] .
¥ Poincaré e€E_, lel=1

te (X), [t]=1

On dira que E est & croissance modérée le long de Y = X-X , s'il existe

une constante C telle que pour tout x € X

IG)x(E)lPoincaré =C.

Soient E un fibré vectoriel algébrique sur X . Alors il existe une complé-
tion lisse X de X et une métrique hermitienne h sur E telle que le fibré
hermitien (E,h) soit & croissance modérée le long de X-X . En effet, on peut
trouver X de fagon que E se prolonge en un fibré algébrique E sur X ;
n'importe quelle structure hermitienne sur E induit sur E une structure hermi-

tienne qui convient.

C'est surtout la réciproque qui nous intéresse ici.

THEOREME 1.- Soit E wun fibré vectoriel holomorphe de rang r aurdessus de X .

S'il existe sur E une métrique hermitienne h telle que (E,h) soit & croissance

modérée le long d¢ X-X , E est isomorphe & un fibré vectoriel algébrique.

En fait, la démonstration permettra d'associer au fibré hermitien (E,h) un

fibré vectoriel algébrique bien déterminé Ealg analytiquement isomorphe & E .

3.2 On pose

1
N

f
2
T 1= !Sil ILoglsi] |-

Soit E wun fibré vectoriel holomorphe hermitien sur X , & croissance modérée
le long de X-X . On désigne par Aﬁég(K,E) 1'espace des formes différentielles «
de classe ¢ , de type (p,qa) , & valeurs dans E , et qui vérifient pour k assez
grand

2
[ el Fa<e et [ Jaw®t*a<e
X

X
ol 1 est la forme volume. Ces formes différentielles seront dites & croissance mo-

dérée le long de X-X . On obtient ainsi un complexe Aiéé(X,E) .
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THEOREME 2.- Soit E un fibré vectoriel holomorphe hermitien 3 croissance modérée

le long de X-X . Alors, pour la structure algébrique E associée & E par le

alg
théoréme 1

BU(x, 0, (5, )) = B4 1 (X.E))

En particulier, les sections de Ealg sont données par les sections holomor-

phes o de E qui vérifient pour k assez grand
2
J‘ ld! tkﬂ <o .
X

3.3 Soient X = un recouvrement de X par des ouverts de Zariski tels que

¥ C
la

X - N X, soit réunion de diviseurs lisses qui se coupent transversalement, et E
i

un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur X . On & les propriétés suivantes :

:

a) le fibré hermitien E est & croissance modérée le long de X-X si et seu—

lement si ElXi est & croissance modérée le long de X - Xi pour tout i =1,...,%

b) Soit & wune forme différentielle de classe ¢ , de type (p,a) , & valeurs
dans E . Alors o ¢ Ap’q(X E) si et seulement si pour tout i = 1,...,4

alX. Ap’q(Xi, E) . De plus, le complexe de éech associé au recouvrement

mod
(xl)l 1y00eyd :

0 - Aﬁ;g(X,E) - Tf APr%x ~ 1 Ap’q(X N x, E) -

mod i3 mod
1,J

est exact.

I1 en résulte facilement que si 1'on sait démontrer les théorémes 1 et 2 dans

le cas ou Y = X-X est ample, on saura les démontrer dans le cas général : il suf-

fira en effet de choisir les Xi de fagon que les diviseurs i-—Xi , X-X.NX, yosoy
soient amples, ce qui est toujours possible. Nous indiquons au § 4 comment démontrer,
sous cette hypothése supplémentaire, le théoréme 2 ; nous obtiendrons le théoreme 1

au § 5 en appliquant la théorie de Nevanlinna.

4. Théorémes A et B & croissance

On suppose maintenant que Y = X-X est ample, et donc que X est affine. On
peut alors choisir les métriques hermitiennes sur les fibrés Li (cf‘ § 2) de fagon

que ® = dd T soit une métrique sur X ue l'on prendra pour métrique de Poincaré.
) P q
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Soit E wun fibré vectoriel holomorphe hermitien sur X , & croissance modérée le

long de X-X .

THEOREME A.- Soient x1,...,xz des points de X , et LTERREELY) des vecteurs de

E , avec ei € Ex . 11 existe sur X une section holomorphe f de E 3 crois-

sance modérée telle que f(xi) =e; our tout i .

THEOREME B.- On &, pour tout q > 0
Q0,05 -
H (Amod(X,E)) 0.
Démonstration. Nous démontrons seulement le théoréme B : il est en effet facile de
voir que comme dans le cadre des théorémes classiques, il implique le théordme A.
Dtapres le lemme 2.1, le fibré An T(X) (muni de la structure hermitienne déduite
de la métrique de Poincaré) est & croissance modérée, et donc aussi APTO®ER H
de plus
0,q ~ a1 n
Amod(K,E) =N Amod(x, ATT®E) .
Ainsi, quitte & remplacer E par APT®E , il revient au méme de montrer que

pour q > 0

Qrallye _
H (Amod(X,E)) =0 .

4.1 L'inégalité de Kodaira et Nakano

Soit k wun entier > 0 . L'espace Ag’q(X,E) des formes différentielles de
classe C. , de type (p,q) , & valeurs dans E , & support compact sera muni du

produit scalaire

(@,8) = [ (a,B) £q .
X

Soit 3" : Ag’q(X,E) - Ag’q_1(x,E) 1'opérateur différentiel adjoint formel

de 4" : Ag’q_1(X,E) - Az’q(X,E) .81 || || désigne la norme associée au produit
scalaire ci-dessus, on & 1'inégalité suivante, due & Kodaira et Nakano [1] : pour

o € a27%(x,E)
”d..af . []a"al]2 2 - & ([A,18]w,a)

ot A est l'opérateur adjoint de 1l'opérateur L de multiplication par w = ad®r R
2 .k
[ 17t

.

@& la forme de courbure de E , muni de la structure hermitienne
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. o k . .c
1®k = i® 4 7 dd’T .1E

et o [A, in] est le crochet de A et de 1l'opérateur de multiplication par
16, : a2'%(x,8) - a?*1%(x,B) | De 1a relation [A,L)a = -(p+a-n)e (ef.
A. Weil [12]), on tire

o) + forel® = - & (CA, 16l0a) + (p+a-nk| ol ,
E étant & croissance modérée, on voit que si 1l'on choisit k assez grand, on aura
en particulier pour o ¢ Ag’q(X,E) et g>0

lave))® + v 2 Jlafl®

4.2 La méthode de HSrmander [7]

Soit 2Ln’q(X,E) le complété de Az’q(X,E) pour la norme || || ci-dessus.

C'est un espace de Hilbert que 1l'on peut plonger dans 1l'espace 'D n’q(X,E) des

courants de type (n,q) 34 "valeurs" dans E , ce qui permet de parler de d4d"B et

3"8 pour B € “LMUX,E) .

Soit B € L™YX,E) tel que 4" =0 et 3"8 ¢ 219 (X,E) . Le lemme 2.2

permet de construire une suite Bn € Aﬁ’q(X,E) telle que

B, ~ B , a8 - 0 , 23"p -~ 2B

n

au sens 2L [1]. Par passage & la limite, on obtient donc pour gq > O
el = i8]l .
Soit o € Azég(X,E) telle que d"o¢ = 0 . Le lemme suivant montre qu'il existe

vy € 2Ln’q—1(X,E) tel que 4™ =& .

LEMME.- Soient A et B deux espaces de Hilbert, u un opérateur & domaine

dense de A dans B et de graphe fermé, u* 1'opérateur adjoint. Les conditions

suivantes sont équivalentes :

a) u est surjectif H
b) il existe une constante C telle que pour tout B ¢ B dans le domaine
de v, gl s cliuslf -

-1 2
On applique le lemme en prenant 4 = 2pma "(X,E) , B = Ker 4" n “1™'%(X,E)

et pour u l'opérateur 4" dont le domaine est l'espace des 8 ¢ A tels que
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d"8 € B . Si B est dans le domaine de u* , u*s = 3" , et la condition b) est

donc bien satisfaite, ce qui donne l'existence de ¥y .

De plus, on peut choisir la solution ¥y dans 1'orthogonal de
2 -
Ker 4" N Ln,q 1(X,E) . Dans ce cas, O"y = (a"3" + a"d")v = d"o est une forme de
classe dm, et donc, puisque 0" est un opérateur elliftique, Y 1'est aussi. Ceci

termine la démonstration du théordime B.

5. La théorie de Nevanlinna

On garde les notations et hypothéses du § 4. Le diviseur Y = X-X é&tant ample,
on peut regarder X comme revétement ramifié de Pn(C) , 1'image féciproque de 1l'hyper-
plan de 1'infini étant Y . En se restreignant & C® , on obtient un revétement rami-
fié m: X - ¢° qui sera utile pour mesurer la croissance d'objets analytiques donnés

sur X .

2
5.1 Soit ¥ : X = [-o,+w[ 1la fonction définie par V(x) = Log]n(x)l ; on

vérifie aisément les propriétés suivantes

a) | est de classe (® en dehors des points x € ﬂ_1(0) ; de plus, ¥ n'a

qu'un nombre fini de valeurs critiques. On posera
X(r) = {x ¢ X, y(x) S Log 1} .

Pour r assez grand le bord aX(r) de X(r) est une hypersurface réelle sans sin-
gularités ; Ay définit une section non nulle du fibré conormal, ce qui donne une

orientation sur BX(r) .

b) En dehors d'un compact de X , ona C'T S § <Cr, oi C et C' sont des

constantes > 0 .

¢) Sur X -m'(0), ona ddi 2 0 et (da%y)® =0 . En effet, aa’y est
l'image réciproque de la forme fondamentale de Pn_1(C) par la projection
Xx-n'0) - ¢ - {0} = p_,(0) .

t
a) cty et < ¢"® pour §>0 .

c
ld\HPoimcaré ldd HPoincaré

e) I (x) dcv A (ddCV)n_1 ne dépend pas de r , car deA (ddcw)n_1 est
3X(r

1'inage réciprogue d'une forme sur C° - {0} invariante par homothétie.
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Soit 2 © X un sous-ensemble analytique fermé de codimension 1t qui ne ren-

contre pas ﬂ_1(0) . On utilise, pour mesurer la croissance de Z , la fonction
o c,\n~1, 4P
Nz,e) = [ (] (aa™) ™™ ¥ -
0 ZNZXp)
Ceci a un sens d'aprés Lelong [8]. On utilisera le résultat de Bishop et Stoll
[5,10], qui permet de caractériser les diviseurs algébriques @

Z algébrique & N(Z,r) € C Logr .

5.2 Soit F un fibré vectoriel holomorphe hermitien de rang 1 sur X , de forme
de Chern c1(F) = g; e(F) . On pose

r Cc, \nh- a
2E) = {jx(p) oy (F) A (@)™} =

PROPOSITION [5].~ Soit f wune section holomorphe de F , non nulle sur n_1(0) , et

soit 2 = £~1(0) . Alors, pour r > r

N

3X(r)

ol la constante ne dépend pas de r (mais de T, ).

Démonstration. Le sous-ensemble analytique Z définit un courant de bidegré (1,1)

sur X noté encore Z ; la fonction localement intégrable Log|f|2 définit elle
aussi un courant (de degré 0 ), et 1l'on a, au sens des courants

1 c 2
Zz - c1(F) = Z; dd Log‘fl .
On peut supposer qu'en dehors de X(ro) , ¥ n'a pas de point critique ; de 1'égalité

ci~-dessus on tire

N(z,r) - () = o= { a® Loglfl2 A (aa%y)™ 1 ipp- + ot

m IrOSpsr IaX(p)

- ZL ay aa® LOg[f|2 A (2% + ¢
m Log ros*sLogr

te

par le théoréme de Fubini. En observant le degré, et en utilisant (ddcﬁ)n =0
on obtient

ayAac Loglf[2 A (aa%)™' = - % Aa Log1f|2 A (aa%)*!

a(Log|f]® a%y A(aa®y)®")
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et la formule de Stokes donne alors le résultat voulu.

5.3 LEMME.- Supposons F & croissance modérée ; soit f une section holomorphe

de F . Alors f est & croissance modérée si et seulement si il existe des constan-

tes A et A 2 0 telles que pour tout r > 0

Max [f(x)[ < A.rx .

b4 EX(r)

Démonstration. Que la condition soit suffisante résulte de ce que pour x € 3X(r) ,

ona t(x)s L , avec p réel > 0 , pour r assez grand, d'aprés la propriété

5.1 b). Pour voir qu'elle est nécessaire, on utilise fait que, F étant i crois-
ot . N P 2 2 -k
sance modérée, on peut, quitte & changer la métrique | |° en | [* ¢ (k2 0) ,
2
supposer que la courbure est négative. Alors ddC[f|2 20 et |f|” est plurisous-

harmonique. En adaptant le théoréme de la sous-valeur moyenne, on voit que si l'on

pose
2 -
v(x) = [ 1£]° a% A (aa%)™",
3x(r)
on a pour x € X(r) et pz2r, ]f(x)!2 s cb® v(p) , d'oh il résulte par intégra-
ap
tion ]f(x)[2 < ct® [ V(p) = . Par Fubini, il vient
2r<psir P
2 -
le(x)|% s cte | 1£]° ay A &% A (aa%) " .

Log 2r<y<Log 4r

La croissance modérée de f et les propriétés 5.1 4) et b) impliquent alors que le
. A . . .
membre de droite est majoré par Cte.r . Cette démonstration est aussi valable gquand

F est de rang quelconque.

5.4 PROPOSITION.- Soient F wun fibré hermitien de rang 1 sur X , & croissance

modérée, et f une section holomorphe de F & croissance modérée, non identiquement

nulle. Alors Z = Z(f) = f—1(0) est un diviseur algébrique.

Démonstration. On peut supposer que Z ne rencontre pas n_1(0) . I1 suffit alors
d'appliquer la proposition 5.2, le lemme 5.3, la définition de la croissance modé-
rée de F , et la propriété 5.1 e) pour voir que

N(Z,r) s Cte Log r .



49
473-12

5.5 Fin de la démonstration des théortmes 1 et 2

Supposons d'abord E de rang 1 . Chaque section f & croissance modérée et
non identiquement nulle définit une trivialisation de E sur l'ouvert de Zariski
X, =X - Z(f) ; d'aprés le théordme A, les ouverts X, recouvrent X . On va mon-
trer que si f et f' sont deux sections non identiquement nulles & croissance
modérée, le changement de cartes

£
f(x)

défini sur Xf , est rationnel. Son graphe est la trace sur Xf X C de
¢ ={(xp) €xxc, £'(x) -p £(x) =0} .

Sur X XC , le fibré pr? E est & croissance modérée, ainsi que sa section
(x4u) ¥ £'(x) - u £(x) ; d'aprés la proposition 5.4, G est algébrique, et,
par suite, le changement de cartes rationnel. Ceci donne une structure algébrique
sur E ; par définition, les sections rationnelles sont données par les sections
holomorphes & croissance modérée.

Supposons maintenant E de rang r > 1 . On pose, si f . sont des

17"
sections de E & croissance modérée indépendantes en au moins un point,

Z(f1,...,fr) ={zxex, f1(x)l\...l\fr(x) =0} et Xf1""’fr =X—Z(f1,...,fr) .

D'aprés la proposition 5.4 appliquée & AT E , on voit que Xf £ est un ouvert
greeeofn

de Zariski ; d'aprés le théoréme A, ces ouverts recouvrent X . Si (f;,...,f;) est

un autre tel systéme de sections, on pose, sur X

£ yeensf

17 r
f! = 5: [
1 j 1,d J

et il s'agit de démontrer que les . . sont rationnelles. Or on a
Cpl’.]

FIAT A AT AL AL = (=1)! £A AT
17 AR P, 0 My

et 9 P est le rapport de deux sections & croissance modérée du fibré AT E , qui
i

est rationnel d'aprés ce qui vient d'&tre fait.

6. Fibrés d'ordre fini

Pour simplifier, on conserve l'hypothése Y =X - X ample, et les notations
des § 4 et 5.
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6.1 Soit E un fibré vectoriel holomorphe sur X , muni d'une métrique hermitienne.

On dire que E est d'ordre fini s'il existe un réel A > 0O tel que
Cte

|®(E)lPoincaré = th :

Si E est d'ordre fini, 1'ordre de E est défini par la borne inférieure des
A qui satisfont cette condition. Une section holomorphe f de E sera dite d'ordre

fini s'il existe un réel p 2 O tel que
1

[ e Yaca.
X
Soient E et F deux fibrés hermitiens 4'ordre fini ; un isomorphisme
f :E - P sera dit d'ordre fini si f et f_1 sont d'ordre fini comme sections
de Hom(E,F) et Hom(F,E) respectivement. L'ensemble des classes d'isomorphisme

d'ordre fini de fibrés hermitiens d'ordre fini et de rang 1 sera noté Pico f(X) .

Soit Z un sous-ensemble analytique de X de codimension 1 , qui ne rencon-

tre pas n-1(0) . On dira que Z est d'ordre fini s'il existe un entier X\ tel que
N(Z,r) = Cte rx .

Si Z est d'ordre fini, l'ordre de Z est la borne inférieure des A qui vérifient

cette condition. C'est un nombre qui en fait ne dépend pas du choix du revétement .

THEOREME 3.- On suppose que Y = X -X est ample.
(1) On a Plco.f(X) = Plcan(K) .

(2) Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang 1 sur X ; E a une métrique

hermitienne d'ordre fini A si et seulement si il & une section holomorphe non iden-

tiquement nulle dont le diviseur soit d'ordre fini \ .

La partie (2) se démontre par les méthodes utilisées aux § 4 et 5. La partie
(1) utilise le théortme de comparaison de Grothendieck permettant de décrire la coho-
mologie Hk(X,C) 4 l'aide des formes différentielles rationnelles sur X eayant leurs
pdles sur Y . A titre d'exemple, montrons que si E est un fibré vectoriel holomor-

phe de rang 1 sur X , il existe une métrique hermitienne d'ordre fini sur E .

2
Soit c1(E) ¢ H°(X,¢) 1la classe de Chern de E ; nous allons voir qu'on peut

représenter c1(E) par une forme fermée o de type (1,1) telle que
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cte
lo{Il:’oincaré £ _t)\—

avec A rTéel 2 0 : il existera alors une métrique h sur E telle que c1(E,h)

soit la partie réelle de a , et donc cette métrique sera d'ordre fini.

D'aprés le théoréme de Grothendieck [6], on peut représenter c1(E) par une
forme rationnelle fermée P de degré 2 sur X ayant ses pbles le long de Y .
Soit s =15, ® ...® s lasectionde L =L ®...8 L (ef. § 2) définissant Y.
Pour p entier assez grand, la forme de type (0,2) ) s a valeurs dans L‘; est
de classe C1 sur X et a"-fermée. Puisque Y est ample, Ho’2(i, LLYL) = 0 pour
» assez grand, et on peut écrire B  =aw avec y de type (0,1) 2 valeurs

dans LYP' , de classe & sur X et de classe C1 sur X . La forme

R

a3 -a[Z) -

M B

est une forme de classe ¢ sur X , de type (1,1) , représentant c1(E) , et 1'on a
te

le| R,

Poincaré tp,+1

6.2 Soient Qf(Y) le faiscesu sur X des p-formes différentielles 2 pdles loga-

rithmiques le long de Y , et Q'(Y) le complexe de de Rham logarithmique de X 1le

long de Y [2]. L'hypercohomologie Hk(K,Q;(Y» s'identifie & Hk(X,C) ; la suite
spectrale d'hypercohomologie x

'? = B, 0Mm) = 2,0

X
donne sur lfaboutissement une filtration décroissante F appelde filtration de
Hodge-Deligne. On a en particulier F° Hk(X,C) = Hk(X,C) , et F' Hk(X,C) est le
noyau du morphisme Hk(X,C) i Hk(}_( , &) induit par le morphisme de complexes

X
Q' Yy - & .
X X
Soient A un réel =2 0 , et G)\ Pic&n(x) < Pican(X) 1'ensemble des classes

d'isomorphisme de fibrés de rang 1 sur lesquels existe une métrique hermitienne

d'ordre fini A . Considérons liapplication

. 2
¢, ¢ Plcan(x) E°(X,¢)

qui & un fibré E @associe sa classe de Chern c1(E) .
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THEOREME 4.~ On suppose gque Y = X - X est lisse et suffisamment ample. Alors :

1

(1) ©Pour tout réel 0 <A< 1, 01((})\) CF H2(X,C) .

(2) Réciproguement, soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang 1 sur X ;

il existe sur E une métrique hermitienne d'ordre 1 . Si de plus

c1(E) € F1 H2(X,C) , 11 existe sur E une métrique hermitienne d'ordre O .

(3) Le fibré E est algébrique si et seulement si il existe sur E une métri-

que d'ordre O , et si le résidu de ci(E) dans H’(Y,C) est nul (c'est-a-dire

que ci(E) se prolonge & X ).

Ce théoreme signifie en particulier que pour 0 < A< 1, Gh = G0 et que

GX = G1 pour A 2 1 . L'énoncé de [3] est un peu moins précis et se limite &
1'étude des fibrés qui se prolongent topologiquement 3 X (c'est-d-dire dont le
résidu dans H’(Y,C) est nul). La démonstration est un raffinement de celle qui &

2.
été donnée au § 6.1. Suffisamment ample signifie ici H (X, O (LY)) =0 et
X
H1(i, 01(Ly)) = 0 . Ainsi, dans l'exemple 1.3, tous les fibrés vectoriels holomor-
X

phes de rang 1 ont une métrique d'ordre O .
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1] A.
(2] P.
(31 M.
(41 P
[5] P.
[6] A.
(11 L
[8] P.
9] e.
[10] G.
{11]
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