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Séminaire BOURBAKI
36e année, 1983/84, n° 624 Février 1984

SURFACES MINIMALES ET
LA CONSTRUCTION DE CALABI-PENROSE

par H. Blaine LAWSON, Jr.

§ 1. I1 y a longtemps que la théorie des surfaces minimales joue un rdle impor-
tant en géométrie et en analyse. Récemment, elle est méme devenue un outil important
pour d'autres sujets (la topologie et la relativité générale, par exemple). Les sous-
variétés minimales compactes de la sphére présentent un intérét particulier parce
que les cdnes construits sur elles dans 1l'espace euclidien sont exactement les espa-
ces tangents aux points singuliers des variétés minimales généralisées, qu'on définit
maintenant.

Soit M une variété riemannienne de dimension T , et considérons un sous-
ensemble T =M qui est une réunion dénombrable de sous-variétés de dimension n et
de classe C' dans M . Supposons que la mesure de Hausdorff de T en dimension n
soit localement finie. Alors, T est un sous-ensembfe minimal de dimension n si
pour chaque champ de vecteurs V & support compact dans M , on a

Edf oy (KN = 0

ou K = supp(V) , @, = le flot de V , et HM = la mesure de Hausdorff de dimension
n . Nous rappelons un résultat classique.

PROPOSITION 1.1 (Federer [F1l).— Tout sous-ensemble analytique complexe d'une variété
kdhterienne est un sous-ensemble minimal.

On est donc bien fourni en exemples ! Nous pouvons passer maintenant aux sous-
ensembles paramétrés.

Soit M wune variété de dimension n et soit f : M- M une application pro-
pre de classe C?' . Alors f est une application minimale si son image f(M) est
un sous-ensemble minimal (de dimension n ). Quand f : M > M est une immersion, on
peut considérer le fibré induit f*(TM) muni de la connexion V induite de la con-
nexion riemannienne de M . On a la décomposition orthogonale f*(IM) = ™M & NM ,
ot T est le fibré tangent 3 M, et on peut définir la seconde forme gondamentale
de 1'immersion f par

Byw = (%M N

ol V, W sont des champs de vecteurs tangents 4 M . Puisque VVW - VWV = [V,W] ,

on trouve que BV Wo Bw v et B est simplement une section du fibré
’ ’

S.M.F.
Astérisque 121-122(1985)
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H. B. LAWSON

Hom(T™ ® TM,NM) . La trace de B est un champ de vecteurs normaux H = trace(B)
qui s'appelle la courbure moyenne de £ . Un calcul classique montre que 1'immersion
f est minimale si et seulement si H =0 (voir [Lz21).

En dimension 1, les immersions minimales et isométriques (i.e., paramétrées
par la longueur d'arc) sont les géodésiques. En dimension 2, les immersions minima-
les sont exactement les immersions qui sont harmoniques pour la structure conforme
induite (voir [EL{]). Un peu plus généralement, soit f : I -» M une application har-
monique d'une surface de Riemann telle que, en chaque point, df soit conforme ou
bien égale 3 zéro. Alors f est encore minimale et ses points singuliers (ceux ou
df s'annule) sont isolés. Une telle immersion s'appelle une immersion minimale ra-
mifiée. On note que, si M est de classe ® , alors f est aussi de classe @ .
Nous avons le fait intéressant suivant (cf. [EL41).

PROPOSITION 1.2.— Soit I une surface de Riemann de genre z8ro. Alors une applica-
tion £ : 3% ->M hawmonique et non-constante (M est ici n'imponrte quelle variétd
niemannienne) et automatiquement une immersion minimale namifile.

Ce n'est pas vrai pour les autres surfaces de Riemann.

C'est un probléme classique de construire, ou au moins de démontrer, 1'existence
de sous-variétés minimales compactes dans une variété riemannienne M donnée et
aussi, de comprendre un peu la totalité de tous ces objets situés dans M . Comme nous
venons de le dire, le cas M = S?(1) est fondamental. De plus il semble qu'en ce mo-

ment les physiciens s'y intéressent aussi beaucoup grdce & la proposition 1.2.

§ 2. I1 convient d'établir ici un lemme simple mais important pour tout ce qui
suivra. Soient X , Y deux variétés riemanniennes telles que dim X > dim Y , et
soit T : X » Y une submersion. Considérons le champ de plans horizontaux H, c'est-
3-dire les plans normaux aux fibres de m . On dit que m est une submersion rieman-
nienne si, enchaque point x € X , 1'espace Hx est projeté isométriquement sur
Tn(x)Y par dn . On dit qu'une immersion f : M -» X est horizontale pour m si
elle est partout tangente a H .

Lemme 2.1.— Soit f : M- X une immersion horizontale pour une submersion rieman-
nienne T 2 XY . Si f est minimale, alons Tof est aussi minimale.

C'est intuitivement évident. A partir de formules de O'Neill [O'N] par exemple,
on trouve que la projection de la seconde forme fondamentale de f est exactement
celle de mof et, en particulier, la courbure moyenne de f se projette en celle
de mof . Notons ici que :

2.2. les immersions f et mof sont isométriques ;

2.3. si dimM = 2, le lemme 2.1 est vérifié aussi pour les immersions minimales
ramifiées.
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(624) SURFACES MINIMALES

Par 2.1, on peut trouver les immersions minimales en Y en cherchant les immer-
sions minimales et horizontales dans X . On a 1'impression d'avoir fait quelques
pas en arriére. Pourtant, grice 3 1.1, on trouve le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.4.— Soit X une vaniété kdnlérnienne et m : X » Y une submersion
niemannienne. ALons chaque sous-variété holomorphe et honizontale dans X devient,
par T, une soud-varniét: minimale dans Y .

Dans ce cas-13, 1'équation des surfaces minimales (qui est du deuxiéme ordre)

devient du premier ordre dans le domaine analytique complexe.

§ 3. La construction de Calabi. En dimension 2, la structure d'une immersion

minimale ramifiée en un point singulier est assez bien comprise ([0], [G]). En dimen-

sion 3, pourtant, les choses sont plus compliquées. Pour commencer, il faut étudier
. o + .. .

les cOnes tangents qui sont les cones dans R" L (de sommet 1'origine) construits

n+1

sur les surfaces minimales dans la sphére unité Sn(T) cR . Ils seront triviaux

~

topologiquement si les surfaces sont homéomorphes & S2 . En utilisant une idée de
H. Hopf [H], F. Almgren a démontré le résultat suivant.

THEOREME 3.1 ([Al).— Toute immersion minimale namifite f : S2 — S3(1) est totale-
ment géodésique (£L.e. un Equateur).

Par contre, en dimension plus grande, il y en a beaucoup. Par exemple, soit
(Woy+++,Un) une base orthonormale du k-iéme espace propre E, du laplacien sur
S2(1) en prenant sur Ek un produit scalaire qui est O0z-invariant. Autrement dit,
{Wo,...,Un} est une base L2~-orthonormée de 1l'espace des fonctions harmoniques sphé-
riques de degré k . Alors 1'application 82— §°(1) donnée par
\Pk(x) = ck(luo (X)y++.5Un(x)) est, pour une constante Cx bien choisie, une immersion
minimale.

Dans un de ses travaux importants, E. Calabi a trouvé une astuce qui permet
presque de classifier toutes les immersions minimales ramifiées de S2 dans S°(1).
I1 a donné une construction dont on comprend seulement aujourd'hui le lien avec celle
introduite par Penrose en relativité générale (voir [AHS], par exemple). Récemment
sa construction a &té utilisée et généralisée 3 d'autres situations par beaucoup de
mathématiciens et de physiciens. Pour la comprendre il faut revoir un peu de géomé-
trie classique.

Considérons 1'espace euclidien R2m+1 muni de son produit scalaire ''-'" , et

prenons la complexification g2+l g2 ®ﬂ: ¢ = R"™1 @ jR2MT et 1'extension bi-

2m+1

Lingaine complexe de '"<'" . On dit qu'un sous-espace complexe V c € est 4s0-

Zrope si vew = 0 pour tous les vecteurs v,w € V . Notons Im la variété de tous

2m+1

les sous-espaces isotropes de dimension m dans ( . L'action naturelle du grou-

pe SO2m+1 sur I m st transitive et nous avons alors le difféomorphisme

(3.2) I, =80, /U, -
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Nous savons que I~ estunevariété kihlérienne homogéne (et méme symétrique) et qu'elle
admet un plongement holomorphe invariant dansun espace projectif. Grice 3 1'inclusion
Um c SOch SOZm +1 » Onaune submersion riemaxmielzznne

(3.3) nil = ST

dont la fibre est 1'espace SOZm/Um . De ceci on déduit que 1 m D'est rien d'autre
que le fibré au-dessus de SZ’“U) dont la fibre, au-dessus du point x , est 1'en-
semble de toutes les structures presque-complexes, orthogonales et compatibles avec
1'orientation sur szzm(ﬂ . De ce point de vue 1d, on trouve qu'en un point Je€I n
au-dessus de x € SZ‘“(1) la structure presque complexe donnée sur 1'espace horizon-
tal H j est tautologiquement J elle-méme (grdce a 1'identification

dn @ H y = sz (1) ). Remarquons que, dans le cas m = 2 , on retrouve la 'fibration
de Penrose' :

(3.4) P (@) — S*(1) .

Pour démontrer 3.2, on procéde de la maniére suivante. Fixons V € I n et choi-
sissons une base (Z1,...,2p) pour V qui soit orthonormale pour le produit sca-
laire hermitien <v,w> = vew . En écrivant I =X * iy, ot X » Yy € RZW'1 , on
voit que, grace a 1'isotropie de V , (X1,Y1,...,Xpn,Ym) est une base orthonormée
de R2m+1 . L'isomorphisme 3.2 est alors clair. De plus on peut observer qu'avec
une orientation donnée sur R2m+1 , i1 y a un vecteur unitaire Z € R2m+1
terminé tel que {X1,...,Yp,Z} soit une base orthonommée directe de qu
une décomposition <.,.>-orthogonale

(3.5) ™ yvevecz,

bien dé-
. 0Ona

et la submersion m aurait pG &tre définie par
(3.6) nwv) =2 .
Or selon 1.1 et 2.4, nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION 3.7 (E. Calabi [Ci], [C2]).— Soit C < I une courbe algébrique qui est
honizontale pour La submersion T . Soit p : C - C La normalisation de C . Alons
L'application Top @ T — Szm(1) est une immension mindimale, conforme et ramifie
(exactement aux points singuliens de p ).

Le fait étonnant est que pour les courbes rationnelles, il y a une réciproque.

THEOREME 3.8 (E. Calabi [C4], [C2]).— Soit T une surface de Riemann de gemre zéro
et soit f : T — SN(1) une immension minimale hamifite qui est LinZairement pleine
(4.e. f(2) n'est pas contenue dans un dous-espace Lintaire strict de Rn+1). ALons,
(1) n est pain, par exempfe n = 2m , et
(2) 48 existe une application F : T -1, qui est hokomonphe et hornizontale telle
que f =moF .
Démonstration.— Soit z = x + iy une coordonnée locale holomorphe sur I , et posons
D = 3/3z = -12(8/3)( - 13/9y) . Considérons f une application f : % —-»Rn+1 telle
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(624) SURFACES MINIMALES

que Ifll2 = ff = 1 . Elle est analytique réelle. La métrique induite par f est
ds2 = 2\ldzl2

ol A =DfDf > 0 n'a que des zéros isolés. L'équation des surfaces minimales dans
le cas présent est
(3.9 DDf = -Af .
Evidemment on a
fef =1 et fDf =

La conformité de f est équivalente 3 1'équation Df*Df = 0 , donc on a
Df*Df = 0 et DfeD2f =

On trouve alors, aprés un changement de coordonnées holomorphes locales w = w(z) ,
que D@f-D;f = (dz/dw)“sz-Dif . De plus 1'équation (3.9) implique que

D(D2f+D2f) = 0.Donc on a démontré que &, := (D2f-D2f)dz* est un élément bien dé-
finide Ho(Z;(Q1)“) . Puisque le genre de I est zéro, ona @ =0 , i.e.

D2f-D2f = 0 et D2f-D3f =

I1 est clair qu'on peut continuer. On suppose par récurrence que D’ f-Dkf = 0 pour

1<j+k<2p-1. On trouve d'aprés (3.9) que f.bp i= (DPf-Dpf)dz2p est une forme

holomorphe de poids 2p . Puisqu'on a supposé I = S2 , on sait que @ =0 et
+1 . P

donc DPf-DPf = DPf.pP = 0 . Par récurrence, alors, on a

k

(3.10) DI£DKE = 0 Vitkz1.

Une immersion qui vérifie (3.10) est appelée une immerdion Lsotrope.
On considére maintenant les fonctions Fp := DEAD2fA ... ADPf 3 valeurs dans
Ap(L‘n+1 . Par changement de coordonnées locales, FD est modifiée par le facteur sca-

I

laire (dw/dz) (P) . On considére 1l'entier m tel que F = 0 mais F #0 . De
(3.10) on déduit que la fonction F = faA FmAFm vérifie IIFH IIF 12 . Cela im-
plique alors que 2m+1 <n et nous allons voir qu'en fait

(3.11) n=>2n+1.

~ PY- YRS

Donc F est une fonction a valeurs dans (€ (définie a une constante prés) et

nous allons voir aussi que le quotient

(3.12) J;E Fm est méromorphe.

Par suite, en passant a l'espace projectif, on voit que l'application F
= [E ] : 2 — P!
que F =DfA...AD™f sont les coordonnées de Pliicker d'un m-plan isotrope dans

2'“1 . Alors F envoie £ sur la sous-variété complexe I cP(a m2m+1

) est bien définie et holomorphe. De plus il est évident

) . D'aprés
(3.5) et (3.6) on vérifie directement que moF = f . En outre il n'est pas diffi-
cile de voir que F est horizontale. Observons que 1l'espace horizontal

Hy < Tyl < T6r, @™y = = Homy,(V,V") = Homy,(V,7®C) = Hom(V,V) ® Hom(V®Q) est pré-
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cisément la seconde composante, i.e. H, = Homm(V,VGBWl) . Or au point

F(z) = [DE(2) A ... AD£(z)] , 1'élément F'(z) dans Hy est 1'application qui en-

voie DXE(z) dans DOXE(z)) = DXV (-Af(2)) = -OX W)£(2) (mod F(z)). Puisque

f(z) engendre 1l'espace [F(z) QF(Z)]‘L , on voit bien que F'(z) est horizontale.
Pour démontrer (3.11), on observe d'abordque, d'aprés 1'équation (3.9), on a

(3.13) D%t = agf + a,Df + ... + 2, DUE

si k<42, ol Bgyeeesdpy y € ¢ . Restons, pour 1'instant, dans 1'ensemble
] = {F,#0} . Puisque F =0, ona

(3.14) D™1¢ = b,Df + ...+ b

ol b1""’bm € ¢ . Alors, le sous-espace fADfA... ADMEADEA ... ADf est 1a
complexification de 1l'espace engendré par f et toutes ses dérivées. Puisque f
est linéairement pleine, on trouve que n = 2m+1 .
Pour démontrer (3.12) on observe qu'enconjuguant 1'équation (3.14), on a :
ﬁFm = BmFm et DF = b F . Ceci implique que D(F-'F) = 0 . Alors, le relévement F
est bien défini, holomorphe et horizontal, au moins dans 1'ensemble ® qui est ou-
vert et dense ( IIFmII2 € ® ). I1 est aussi vrai que ToF = f . On démontre alors
que I - & est un ensemble fini grdce & 1'équation vérifiée par NE 12 . Le fait
que F ait une extension holomorphe résulte donc d'un théoréme classique. q.e.d.
Dans la démonstration ci-dessus nous avons trouvé une courbe holomorphe
F:2Z - Im telle que F' € Homm(F,FJ') soit un homomorphisme de rang un partout sur
T . Il est classique qu'une telle courbe est engendrée par une courbe 'directrice"
isotrope g : I —>]P2m((13) :ona F(z) =[gz)ag'(z)A... Ag(m—n(z)] . Le probléme
d'étudier les immersions minimales SZ — 82’“(1) est devenu maintenant le probléme
d'étudier les courbes rationnelles isotropes dans ]sz(tll) .

Le théoréme de Calabi a deux conséquences intéressantes. On trouve, par exemple,
qu'une surface minimale ¥ de genre zéro dans S°(1) a 1l'aire A(Z) = 4nm od
me z* (ce qui n'est pas du tout vrai pour les surfaces de genre positif). Quelques
extensions intéressantes du théoréme de Calabi ont été trouvées par S.S. Chern [Ch,]
[Chz] et L. Barbosa [Bal. On observe que le théoréme 3.8 a transformé le probléme de
la classification des applications harmoniques de S2 dans SR(1) en termes de géo-
métrie algébrique. Récemment J.-L. Verdier [V] a fait progresser cette question en
étudiant plus précisément la structure de cet espace d'applications.

§ 4. Le cas de S* (d'aprés R. Bryant). Depuis 1968, on sait que toute surface
compacte orientée se plonge minimalement dans S2(1) ([L+]1). Les structures confor-

mes induites par ces plongements sont particulidres ; elles ont beaucoup d'automor-
phismes. Récemment, H.I. Choi et R. Schoen ont démontré que, pour une surface com-
pacte I , l'ensemble des structures conformes qui sont réalisées par un
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(624) SURFACES MINIMALES

plongement minimal de £ dans S3® est un sous-ensemble compact dans 1'espace de
modules [CS]. Par contre, R. Bryant a utilisé la transformation de Calabi-Penrose
pour établir le résultat suivant.

THEOREME 4.1 (R. Bryant [Bs]).— Toute surface de Riemann compacte admet une immer-
sion minimale et conforme dans S*(1) .

Démonstration.— I1 suffira de démontrer que chaque surface de Riemann compacte ap-
parait comme une courbe holomorphe dans P3(€) , non-singuliére et horizontale pour
la projection m : P3(C) — S*(1) . Le champ H de plans horizontaux pour mn est
holomorphe sur P3(C) et il faut en comprendre les courbes intégrales. R. Bryant
a résolu complétement ce probléme en raisonnant a la flie Cartan. On présente ici sa
solution d'une fagon un peu différente.

Considérons le fibré holomorphe p : D® — P2(C) des espaces tangents de
P2(C) projectivisés (donc, p~'(x) =]P(TXP2(<E)) ). I1 est évident que D3 est la
varniéte des drapeaux, c'est-a-dire la variété des paires (£,P) de sous-espaces
vectoriels complexes de (@2 tels que d:imme =1, dimmP =2,et LcP . Lava-
riété D3 est difféomorphe 3 Us/T , o T est le tore maximal du groupe Us .

Or il y a sur D3® un champ holomorphe K de 2-plans, qui est défini de la
facon suivante. Un point t € D3® est, par définition, une droite dans 1'espace
Tp(t)PZ(u:) et on pose K, = [dp]?(t) . Autrement dit, K
de Tt]D3 engendré par la direction horizontale t et la direction verticale. Il

est le sous-espace

est alors tout a fait évident que :

(4.2) toute immersion holomorphe ¢ : T — P2(C) (ol £ est une surface de Riemann)
a un relévement canonique U : 3z -»D3 défini par les droites tangentes 3 Y ;

(4.3) un tel relévement @' est une courbe intégrale du champ holomorphe de 2-plans
verticaux K .

Le fait spectaculaire que R. Bryant a trouvé est qu'il y a une correspondance
birationnelle entre D3 et P2 bien définie hors de deux courbes rationnelles dans
D3, qui envoie le champ K précisément sur le champ H . Alors puisque toute sur-
face de Riemann a une immersion holomorphe dans P2(C) (cf. [GH]), on trouve le ré-
sultat cherché assez rapidement en utilisant (4.3).

Expliquons maintenant les détails. Prenons les coordonnées homogénes
w = (Wo,...,Wwa) pour P3(C) et considérons % =IH2 comme un espace vectoriel
quaternionien avec multiplication scalaire 3 gauche. Les coordonnées quaternion-
niennes (q1,92) Sont Q1 = Wo * W1j , Q2 = W2 + W3j . La métrique de Fubini-Study
correspond 3 la 2-forme "kihlérienne" w = 35 logliwll2 . La fibration
n : P3(C) — S#(1) =P1(H) est donnée par le quotient :

€+ - {0} = H2- {0}
Hopfa/ &lopfm
P3 () —— P'(H)
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D'aprés cela, on peut voir sans difficulté que le champ # de 2-plans horizontaux

pour . est donné par une 1-forme i valeurs dans 0(2) dont le relévement a @3- {0} est
(4.4) @ = Tl (odwr - Wrdo + Wadws - Wad)

(c'est-a-dire qu'au point w, on a ol =Cwe (]H-w)"‘). Observons que, si on passe

aux coordonnées affines 1z =(1,24,22,23) , alors le champ H est déteminé par la
forme holomorphe

(4.5) Qo = dZ1 + Z2d23 - Z3de
come H = Q;'; .

On considére maintenant la variété D3 d'une fagon symétrique. On remplace les
2-plans dans @3 par les droites dans (C3)* et on trouve que

(4.6) D3 = {[£,€%] € P2(C) x P2(D)* : £*(£) =0}

I1 y a alors deux projections différentes

ypz (9]
D3
i SCHN
etona K=V®UV* o V estvertical pour p et ol V* est vertical pour p* .

Prenons des coordonnées homogénes (Xo,X1,X23E0,E1,62) pour P2(C) x P2(C)* . Alors

D® est définie par Exjgj = 0 . Considérons le sous-ensemble affine U défini par
U~ {(1,%1,%25E0,1,E2)} .

Evidemment U N D3 est déterminé par 1'équation

4.7 Eo + X1 + X2E2 = 0 .

Or le champ K de 2-plans est donné par la 2-forme définie sur U nD® par

(4.8) © = dx4 + Eadxz = -(dEo +X2dE2) .

I1 est clair que ¥ s'anmule sur les fibres des deux projections. De plus, si
W(t) = (1,x1(t),x2(t)) est une courbe holomorphe, le rel&vement canonique

T(6) = @E)E(D) = (1,04 (£) 02 (1)3E0 (1),1,E2(t))  est tel que ZuI(DE;(8) = 0,
i.e. QI(t) + Vi(t)E2(t) = 0, ce qui veut dire que Y*@ = 0, i.e. U est une
courbe intégrale de K .

Considérons maintenant la correspondance birationnelle B : D3 — P23(I) donnée
sur U ND3® par

(4.9 (1,X1,X23E0,1,E2) = (1,x1 *+ Jzngz X2~ ‘12‘52)

(on rappelle que Eo = - X1 - X2E2 et (X1,X2,E2) sont des coordonnées libres sur
D3). On déduit directement de (4.5) et (4.8) que B*(Qo) =© , ce qui veut dire que

(4.10) B,K = #H sur D2 nu.

Evidemment 1'équation (4.10) s'étend & tout 1'ensemble dom B ol B est bien défini.
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(624) SURFACES MINIMALES

Afin de déterminer dom B , on rend homogéne 1'application (4.9) en remplagant x4 ,

Xz , Eo , E2 par (X1/Xo) » (x2/%0) , (Eo/E1) , (E2/E4) . On trouve que (4.9) de-
vient la correspondance

(4.11) (Xo,X1,X23;E0,E1,E2) = (XoE1,X1E4 +17X2§2,X2§1 ,'%Xogz) .
Elle est bien définie sur D3 = {Exjgj =0} en dehors des deux droites :
Ly = {(x;E) :X0=E1=E2=0} et Lz = {(X;E) :E1=%Xo=%2=0} ,
donc DomB=1D3- (L UL2) . Elle est injective sur D3 en dehors des deux surfaces
Se = {(GE)ED® :X0=0} et Sz = {(x;E)ED®:E+=0} .

On calcule que le rang de dB est deux sur S4USz2- (L1 ULz2) . Observons aussi que
B(0,2s,t;E,t,-2s) =[(0,s,t,0)] et B(t,X,s;s,0,-t)=[(0,-s,0,t)] . On a donc : les
fibres de BI S, sont les fibres de pl s, (les droites verticales), et les fibres de
13! S, sont les relévements canoniques des droites dans P2(C) qui passent par

x = [(0,1,0)] .

Nous achevons la démonstration de la fagon suivante. Soit Z une surface de
Riemann compacte et soit ¢ : T — P2(C) une immersion holomorphe ([GH]). Si le re-
lévement canonique § : L »D? é&vite les deux droites L, et L, et s'il n'est tan-
gent 3 aucun relévement canonique d'une droite dans IP2(C) qui contient le point
X , alors nous savons que MoBo : £ -+ S* est une immersion minimale conforme.

Or il suffit de vérifier que pour un automorphisme complexe générique
g : P2(C) — P2(C) , 1'immersion transformée wg=g oy est telle que 'J;'g évite les
droites L4+ et Lz et qu'aussi les droites tangentes de ¢ _ aux points d'inflexion
ne passent pas par X . Afin de démontrer ce fait, observons d'abord que :

(i) p(L2) = X est un point porté par la droite L= p4) = p(S4) ,

(ii) Lz €¢D3® est le relévement canonique de L .

Cela veut dire précisément que le relévement ﬁ)‘g évitera L,UL2 si et seulement
si 1'immersion ¢_ &vite le point X et coupe la droite L transversalement. Or une
droite L générique est transversale 3 ¢ et un point générique X dans L évite
les droites tangentes aux points d'inflexion de . Puisque le groupe d'automorphis-
mes de P2(C) est transitif sur les droites pointées, l'assertionest évidente. q.e.d.

Récemment P. Gauduchon a trouvé une description géométrique de la correspon-
dance de Bryant.

§ 5. Le cas de S¢ (d'aprés R. Bryant). On trouve qu'il y a de la belle géomé-
trie exceptionnelle en dimensions 7 et 8 donnée au fond par 1'algébre © des octa-
ves de Cayley. En particulier chaque 6-plan dans R® = @ est canoniquement com-

plexe et donc chaque variété M c @ est canoniquement presque-complexe (Voir

[C2], [Gr], [B2] pour la recherche des conséquences). En particulier S6 c Im @ est
mmnie d'une structure presque-complexe et analytique réelle (et absolument pas inté-
grable !). De plus, il y a un ensemble intéressant de sous-variétés de dimension 3

205



H. B. LAWSON

dans Im O déterminées par la condition que leurs espaces tangents soient partout
les parties imaginaires Im H des sous-alg@bres quaternioniennes H < @ (voir
[HL]). Elles s'appellent les sous-varniétés associatives parce qu'elles sont définies
par 1'annulation de 1'associateur : x(yz) - (xy)z . Ces variétés sont minimisantes
absolument. On trouve que fLes cines assoclatifs sont exactement Les cones sur Les
counbes holomonphes compactes dans S .

I1 faut dire qu'il n'y a aucune sous-variété presque-complexe de dimension com-
plexe 2 dans S , méme localement ([Bz1). Par contre il y en a beaucoup en dimen-

sion 1 parce que le systéme d'équations est @ et régulier. On a méme le théoréme
suivant.

THEOREME 5.1 (R. Bryant [Bz2]).— Toute surface de Riemann compacte a une gamille in-
finie de pLongements holLomonphes (ramifiés) dans Se .

Le degré du diviseur de la ramification peut &tre aussi grand qu'on veut.

On ne donne ici que 1'idée de la démonstration. Elle est du méme type général.

Observons d'abord que, pour chaque vecteur unitaire u € Im @ , on a 1'applica-
tion linéaire Ju : 0> 0 donnée par Ju(x) = X*u qui vérifie lel = -Id . Elle est
orthogonale et envoie 1 sur u et u sur -1 ; alors elle conserve Tu(SG) = (1 ,v)'l‘.
Voild la structure presque complexe sur S€ qui est évidemment invariante par le
groupe de Lie G2 d'automorphismes de O .

Soit @r = G(2,Im ® 1la grassmannienne des 2-plans orientés dans Im @ .
C'est une variété kihlérienne canoniquement difféomorphe & 1'hyperquadrique

{Z2+...+722=0} cP®(C) . I1 y a une submersion riemannienne
(5.2) n: Br — S6

qui est Gz-invariante. On sait que, en tant qu'espaces homogénes, Gr = G2/Uz et
S6 = G,/SUs . L'application m est donnée par la formule

(5.3) n(P) = x°y

ol {x,y} est n'importe quelle base orthonormale orientée de P < Im @ . On voit
facilement que si u =mn(P) , alors PLlu et Ju(P) =P (il est bon de se rappe-
ler qu'une sous-algébre de @ engendrée par deux €léments est associative). La
fibre w '(u) est alors exactement le plan projectif P2 (Tuss) et on trouve
1'identification Gr = (PT)(SS) .

Or il n'est pas vrai que la submersion m est presque-complexe analytique,
mais elle a une structure analogue quand méme. Soit P € Gr un 2-plan tel que
n(P) =u € S¢ et considérons 1'espace horizontal HP pour m au point P . Alors,
par 1'identification dm : HP =, TuS‘5 > P, on a une décomposition orthogonale :

(5.4) szpepl .

Alors dnp est complexe linéaire sur phoet anti-complexe linéaire sur P .
La démonstration de R. Bryant consiste & trouver, au bout d'un long calcul qui
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utilise un résultat d'Elie Cartan et le théoréme de Riemann-Roch, que chaque surface
de Riemann compacte se réalise comme une courbe intégrale du champ de 2-plans pt
sur Gr . En fait il y a une infinité de telles réalisations.

R. Bryant a aussi démontré une réciproque. A chaque courbe holomorphe
f : 2 S est associé un drapeau de fibrés holomorphes sur I :

TZ:=E1CE2CE3=f°"TS6

du type Frenet, qui est bien défini partout (hors du cas complé&tement dégénéré). Le
quotient binormal B = E3/Ez donne une application B : £ — Gr telle que moP=f.

THEOREME 5.5 ([B21).— Le nelevement binonmal B est hofomonphe 84 et seulement 84
La tornsdion de f , au sens de Frenet, 4'annule. En outrhe, dans ce cas-£a, B est
une cowrbe intégrale du champ P .

On a alors une classification du type de celle de Calabi pour les courbes holo-
morphes dans S€ de torsion zéro.

§ 6. Généralisations. Il est assez évident qu'il doit y avoir des généralisa-
tions importantes de tout ce qu'on vient de décrire. En fait, la littérature est de-
venue si énorme que je n'ai ni le temps ni la place pour en faire une présentation
compléte. Néanmoins on peut remarquer qu'une motivation puissante a surgi récemment
a cause du probléme posé par certains physiciens : une variété riemannienne X
donnée, décrire toutes les applications harmoniques (donc minimales) de S2 dans X.
Le cas X =P™(@) a été traité indépendamment par D. Burns [Bul, Din-Zakrzewski
(Dz,,2] et Glaser-Stora [GS]. Ensuite Eells-Wood ont fait encore des progrés [EW,,2].
I1s ont trouvé qu'une application harmonique de S2 dans Pn((ll) est toujours ''iso-
trope'' dans un sens trés proche de celui de Calabi. De plus ils ont donné une cons-
truction explicite de toutes ces applications en termes holomorphes. On va, au moins,
présenter cette construction.

Soit ¢ : £ —P"(C) une courbe holomorphe qui est linéairement pleine et con-
sidérons fLe drapeau de Frenet qui est défini en un point générique x € T par

(6.1) Y= (Vi,eeayVn) 5

oi V; cVacV;c... etol,pour chaque k , Vk c (En”

est le sous-espace com-
plexe de dimension k+1 osculateur au point x . Pour bien comprendre cela, on con-
sidére les courbes associées W i3 -—»P(Akﬂ(l:nﬂ) , 0<k<n, qui sont définies
par ¢ () = [ AP (X) A ... AT (x)] ol P(x) est une expression holomorphe lo-
cale de ¢(x) en coordonnées homogénes (méme si 1'expression s'annule en un point
isolé, 1'application s'étend holomorphiquement). Alors Vk(x) n'est rien d'autre
que 1'espace déterminé par Luk(x) . En somme 1le drapeau de Frenet est une applica-
tion holomorphe bien définie

(6.2) ¥v:Z —D

1 = Un+1/U1 x...xU,; (n+1 fois)
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ol ])n+1 est la variété des drapeaux maximaux de " +1 . Si on prend un repére or-
thonormé local {eo,...,en} sSur I tel que Vk(x) n V]J;_1 x) = (l:-ek_1 x ,
0<k<n, alors on a les Forunules de Frenet :

€o * Ky €o
k1 * ko
. k2 . :
(6.3) d = ‘.
: . . :
en “kn */ \en

On peut fabriquer maintenant une quantité énorme de surfaces minimales compactes
dans toutes les grassmanniennes @r 1,0 des Z£-plans de ™' . pour chaque courbe
complexe ¢ : I — P! (C) et chaque entler k, 1<k<n-2£, on définit
Fk IR (Brn+1 2 par
(6.4) F () = V00 0V, XET .

PROPOSITION 6.5 ([ErWl, [EWs,2]).— Toutes Les applications Fy : I — (l;rn”,[_ sont
minimales et congormes.
Démons tration.— Soit D ., ik, 2 la variété des drapeaux Vc W c ™! 2 dewx étages
tels que dimV = k et dim(W/V) = £ . I1 y a une application hoLomorphe
nk,l’. N VI —-»]Dn+1 ik, 2 donnée par nk,!,(V"""Vn) = (Vk’vkﬂ’,) . D'aprés le corol-
laire 2.4, il suffit de vérifier que 1'application holomorphe

KL = =11 ZO\F 1z _’Dn+1 ik, 2 est horizontale pour la submersion riemannienne
4 D +1;k,2 — (Er[_ donnee par ov,w) =wn (VJ‘) . Si on décrit, maintenant, comme
il est habltuel les espaces tangents dans 1'algébre de Lie des matrices antihermi-
tiennes, on obtient le tableau :

Vert.\

Horiz.

Horiz.

ol il est évident, d'aprés (6.3), que ¥ p est horizontale (voir les carrés noirs).
’
q.e.d.
Cette construction a des généralisations directes.

I1 y a quelque chose d'un peu subtil dans cette construction. On observe que

1'application m :Dn+1 — Grn+1 2 donnée par nﬁ(V“ . ) = VE est holomorphe

(méme algébrique). Par contre, 1es autres applications Tr,k I, D (Brn+1 2

données par o 1,_(\/1, ..,Vn) e N ('V'L) , 1<k<n- K ne sont pas du tout ho-
’
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lomorphes, endépit du fait qu'elles sont toutes isomorphes en tant que submersions rie-
manniennes. On peut décrire la situation de la facon suivante. Soit w: Un+1 — Un+1
un élément du groupe de Weyl W pour le tore maximal T = Usx...xUs et considé-
rons le difféomorphisme induit w :Dn+1 :—»]Dn” (ol Dn+1 = En+1/T ). Toutes les
submersions ™, L sont de la forme m,ow pour w€ W .Or w est une isométrie
qui, en général, n'est pas holomorphe.

Un exemple intéressant est la submersion "twistorielle" mq,q :Ds — P2(L) o0
le champ horizontal H se décompose en droites H = £, ©® £, telles que dmq,1 sOit
C-linéaire sur £, et C-antilinéaire sur £z .

Le fait intéressant est que toutes les immersions minimales isotropes
¢ : T —>PC) sont ou holomorphes, ou antiholomorphes, ou de la forme ci-dessus.

Ce phénoméne était découvert par les physiciens Din et Zakrzewski [DZ], et les
idées étaient développées par Glaser et Stora [GS]. Le phénoméne était aussi décou-
vert indépendamment par Burns [Bu]. Une démonstration compl&te était achevée et pu-
bliée pour la premiére fois par Eells et Wood [EW,,2].

THEOREME 6.6.— Soit I une surface de Riemann compacte. Toutes Les immersions har-
moniques Lsotropes (ou, egalement, toutes Les immersions minimales conformes Ls0-
tropes) £ : 2 — PA(C) , qui sont ramifiées et LinZairnement pleines, sont de La
gorme

f(x) = Kk(x) X€EZ

oi 1<k<n+1 etod (En+1 =2, x)®... $£n+1 (xX) est une décomposition orthogo-
nale en droites associée au drapeau de Frenet d'une application holomorphe

G2 —PYT) . En particutien toutes Les immersions minimales U : S2 — P(T)
sont de cette fonme.

Comme on 1'a déja dit, la démonstration est bien de la forme de Calabi. On se
sert du fait que H°(S2 ;(Q‘)n) =0 vn>0 en faisant la construction inverse. En
fait ce théoréme est une généralisation directe (mais pas triviale) de celui de
Calabi, qui se retrouve avec sa démonstration en considérant les applications harmo-
niques de S2 dans P"(R). Les détails sont bien présentés en [EW,] et [EL:2].

I1 y a beaucoup de monde qui s'intéresse maintenant 3 ce sujet ; parmi eux : S.
Erdem, J.F. Glazebrook, T. Langer, J.H Rawnsley, J. Ramanathan, S. Salamon, J. Wolfson.
(I1 y a un résumé des progrés dans [E].) M. Dubois-Violette, J. Eells, S. Salamon
ont considéré les constructions twistorielles en général (voir [BO], [DuV], [ES]).
Récemment, R. Bryant a trouvé un espace twistoriel (avec une structure complexe in-
tégrable) au-dessus de toutes les vari€tés symétriques compactes [B] . Sa construc-
tion marche et est trés intéressante dans le cas des espaces symétriques exception-
nels. Une construction similaire a été trouvée indépendamment par S. Salamon [S].
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