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JACOBIENNES GÉNÉRALISÉES,
MONODROMIE UNIPOTENTE ET INTÉGRALES ITÉRÉES

par Pierre CARTIER

Séminaire BOURBAKI

40ème année, 1987-88, n° 687

Novembre 1987

Dédié à la mémoire de

Kuo-Tsai aeEN

1. INTRODUCTION Â LA MONODROMIE

1.1. La monodromie est apparue dans l’étude faite par Riemann (après Gauss et
Kummer) de l’équation différentielle hypergéométrique. Rappelons que la 
hypergéométrique

(avec la convention (a)n = a (a + 1) ... (a + n - 1) ) admet le rayon de convergence 1

en la variable complexe z . Elle est définie si c n’est pas un entier négatif
et elle satisfait à l’équation différentielle

(on pose D = d/dz ). Coupons le plan  de la variable complexe z en enlevant

les intervalles réels Io = et I1 = [ 1,+~[ ; l’ensemble restant Q est

simplement connexe. On étend la fonction F(a,b ; c ; z) , au-delà du cercle de con-

vergence, par la représentation intégrale (due à Euler)

qui garde un sens pour z dans Q . Avec cette définition de F , 1 on obtient un

système fondamental de solutions Q de l’équation différentielle hypergéomé-
trique sous la forme

du moins si aucun des nombres a, b , c - a , c - b , a - b , c - a - b n’est un

entier.

S. M. F.
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1.2. Lorsque t est réel, les limites u, (t t i0) = lim u, (t t ie) (pour
k = 1,2 et e > 0 ) existent. Convenons d’écrire u(z) pour la matrice (u1 (z) u2(z)) .
Comme l’intervalle ]0,1[ [ est contenu dans 03A9 où u(z) est holomorphe, on a ( z ) l
u(t + 10) = u(t - 10) pour t dans ]0,1[ . . Mais, lorsque t appartient à l’un
des intervalles Io et Ii , on a des relations

(5) u(t + 10) = 10) pour t E Io

(6) u(t - 10) = + 10) pour t E Ii

où Mo et Mi sont des matrices 2 x 2 , à coefficients canplexes (constants).
Ces relations sont essentiellement dues à Kummer (1836) et se déduisent de la re-

lation

(7) F(a,b,c ; z) = Ai F(a,b; a+b-c+1 ; 1-z)

+ ~(1-z)~a b F(c-a,c-b; c-a-b+1; 1-z)
(où Ai et A2 sont des constantes) et d’une relation analogue avec 1- z rem-

placé par 1/z ; ces relations sont valables pour z non réel et elles exploi-
tent les propriétés d’invariance de l’équation hypergéométrique dans le chan-

gement de z en 1- z ou 1/z . Pour Kummer, la monodromie de la fonction hyper-
géométrique s’ exprime pas (5) et (6), et donc pas matrices Mo

e;t Mi .

1.3. Le point de vue "moderne" est dû à Riemann, qui en donne la formulation gé-
nérale en 1851 et l’application à la fonction hypergéométrique en 1857. Posons
X = ~ ~ {0,1} et notons X un revêtement universel de X , et r le groupe fon-

damental, qui opère sur X de sorte qu’on ait X = X/r . Carme Q est simplement
connexe, on peut - et l’on doit - choisir une section s : S2---~ X de la projec-
tion canonique p : X ---~ X . Ceci permet d’identifier canoniquement r à

ni (X , a) pour tout point base a dans Q . Alors r est le groupe libre à deux

générateurs Yo et yi 1 correspondant aux lacets de la figure 1. Ccmne X est

localement homéomorphe à X , c’est une variété analytique complexe de dimen-

sion 1 ; il existe alors deux fonctions holomorphes Uk sur X , dont les
branches principales Uk o s sur 03A9 coincident avec u. (pour k égal à 1

ou 2 ). Posons encore U(z) - (U’(z)1 . Il existe alors une représentation



linéaire M : r - GL2(T) telle que l’on ait

Con~ne r est un groupe libre, la représentation M est définie par la donnée

des matrices M(Yo) et que et Paun 

la relation (8) monodromie, d’où le nom de de- monodromie

donné à M.

Il est facile de jeter un pont entre les points de vue de Kummer et de
Riemann. Les diverses "branches" des fonctions uk sont définies par la

formule ....

pour z dans Q et y dans r . Les conditions de raccordement se déduisent des

relations (5) et (6) :

La fonction hypergéométrique ui (z) = F(a,b ; c ; z) est donc multiforme, mais ses

branches, comme celles de ou de log z , sont des combinaisons linéaires
d’un nombre fini de fonctions. On dit que c’est une fonction à détermination finie.

1.4. Les résultats précédents se généralisent à toutes les équations différentiel-
les linéaires à coefficients rationnels. Comme tout étudiant le sait, une équation
différentielle linéaire se ramène à un système du premier ordre que nous écrirons
sous la forme

(12) DF(z) = R(z) F(z) ;

on cherche une matrice F(z) = ("" ) solution et R(z) est une matrice carrée

d’ordre n , fonction rationnelle de z . Le régulier de Fuchs est celui où
la forme différentielle R(z)dz a des pôles d’ordre 1 , y compris à l’infini.
Soient al’...’ les pôles à distance finie et A .....A des matrices cons-

tantes telles que R(z) -Aj/(z-a.) n’ait pas de pôle pour z = a..On pose
X =  B {al,...,ak} . Le groupe fondamental est un groupe libre r de générateurs

Y1,...,Yk ; le générateur y j correspond à un lacet dans le sens direct autour
de aj . La représentation de monodromie est telle que M(y,) soit de la forme

Uj e~~ AJ (généralisation du cas n = 1 , où l’on retrouve les fonctions

za ).

Le problème direct est le calcul explicite des matrices M(y,) , , comme dans

le cas hypergéométrique. Le connu sous le nom de problème de
Riemann - Hilbert, ou 21ème problème de Hilbert, est de montrer que toute repré-
sentation linéaire du groupe r est la représentation de monodromie d’une équa-



tion telle que (12), régulière au sens de Fuchs. Il a été résolu par D. Birkhoff
et Plejmel, et sous une forme plus générale par Deligne dans [E 1).

1.5. Considérons d’abord un système différentiel linéaire dans le domaine réel,
de la forme

La procédure de Picard consiste à le transcrire en l’équation intégrale

on la résout par itération en posant Xo(t) = x(to) et, pour n ~ 0 ,

de sorte que la limite X(t) des Xn(t) existe et satisfait à l’équation ( 14) .
En explicitant, on trouve la solution sous la forme x(ti) = U (ti ,to) x(to) ; la
matrice U(ti,to) est donnée par la de Dyson

où l’intégrale n-uple est étendue au domaine to ~ s~ _ ... _ ti dans 

1.6. Lappo - Danilevsky a donné une formule analogue dans le cas complexe [A 6].
De manière invariante, considérons une variété analytique complexe X , de di-

mension 1 , et un revêtement universel p : X ~ X de X . Soit oj = (ce.. )
une matrice n x n formée de formes différentielles holomorphes sur X . L’équa-
tion différentielle prend la forme

Si zo et zi sont deux points de et a. une forme différentielle holo-

morphe sur X , l’intégrale z1  a est bien définie. On définit les 
rzi ~o

an ... 03B11 , où ai ,... ,an sont des fonnes différentielles holomorphes

sur X (ou sur X ), par la récurrence suivante

la fonction f est définie sur X par

Plus explicitement, choisissons un chemin y : ] ---~ X d’extrémités
zo et posons y* ai = a. (t)dt . On a alors



avec le même domaine d’intégration que dans la formule de Dyson. Ceci étant,
l’équation différentielle dF=o.F se résout par la formule F (Z1) = U (Z1 , Zo) F ( zo ) ,
où la matrice est donnée par la formule

( n facteurs co ) , en étendant la définition (20) au cas des fondes différen-

tielles matricielles.

1. 7 . Le unipotent est celui où la série (21) n’a qu’un nombre fini de termes
non nuls. Voici un cas typique :

La matrice U correspondante est donnée par

L’équation de la résolvante = se traduit par la

relation fondamentale

on peut aussi la démontrer par décomposition du domaine d’intégration.

1.8. Un exemple intéressant est celui où X est le complémentaire dans (E d’une

partie finie {ai,...~an) , et où l’on pose a. 
= dz/(z-a.) . . La fonction

J o z ai ... On est holomorphe sur le revêtement universel de 
J 

X ; i c’est le poly-

logarithme L(z | 1 a1,... ,an) déjà considéré par Lappo - Danilevsky. Elle sert de
base aux développements en séries des fonctions résurgentes d’Écalle ; son prolon-
gement analytique et sa monodromie ont été étudiés par Bloch et Ramakrishnam,
et plus complètement par Dupont [H 1].

Expliquons leurs méthodes sur le cas du On considère la matrice

de formes différentielles



Sur le plan coupé Q (voir au n° ~..1), on définit la matrice

qui satisfait à l’équation du = On a pris les branches principales des loga-
rithmes, et le dilogarithme Li2(z) s’obtient par prolongement analytique de la
série E zn/n2 , qui converge pour 1 . Notons le groupe de Lie

complexe des matrices (1 1 c) et G (S) le sous-groupe défini par le tableau

10 0 0 1 
(1) 

ZZ (1) 0 0 1») ; selon la notation de Deligne, on pose ZZ (p) = (203C0i)pZZ . Avec

les notations du n° 1.3, il existe un diagraime comnutatif

où U et V sont holomorphes, et u est la branche principale U o s de U .

La monodromie du dilogarithme est entièrement expliquée par ce diagramme ; la re-

présentation de monodromie apparaît comme un homomorphisme M : r ~ G() d’ ima-

ge G(7l). Cette construction a été généralisée par Par0161in [C 3].

Considérons  contre un espace vectoriel sur  , et notons les

puissances extérieures de cet espace vectoriel. On définit une application cp de

dans par

Cette application passe au quotient en une application ~ de G((E)/G(2Z) dans

l’application 0 o V de  B {0,1} dans a été introduite par Bloch.

Explicitement, sa valeur en un point z de Q est

(28) ~(V(z) ) _ (2rti)-2 1 log z n (2rci)-~ 1 log (1 1 z) .
L’idée de passer par 03A6 a été exploitée de manière générale par Dupont dans [H 1].

2. RAPPORT SUR LES INTÉGRALES ITEREES

2.1. Les intégrales itérées ont été développées de manière systématique par Chen,

qui en a donné un exposé synthétique dans [C 2]. La présentation que nous en don-
nons est nouvelle sur plusieurs points, et utilise largement les méthodes simpli-
ciales.



Rappelons quelques points de la théorie simpliciale. Pour tout entier n ~ 0 ,
nous réalisons le an comme l’ensemble des points de satisfaisant

aux relations est conrnode d’introduire les coordonnées

superf lues to = 0 , tn+i =1 et de plonger On dans IRn+2 . Les sommets de

6. nI’ sont les points ei = (Oi+1 , avec i + 1 coordonnées égales à 0 , et

n + 1 - i coordonnées égales à 1 (pour i parcourant l’ensemble [n] des entiers

0,1,...,n) .

La catégorie D a pour objets les ensembles [n] , pour morphismes les appli-
cations croissantes (au sens large). Une application (p de [m] dans [n] dé-

termine une application affine (p de 6.m dans 6.n, qui applique le sommet e9 J.
sur le sommet particulier, pour i dans [n] , on dispose des appli-
cations de face ôi : [n- 1] ] ---~ [n] et de dégénérescence al : [n+1] ] --~ [n] .
Les applications d~ = de dans et s~ = de 1 dans An

se décrivent ainsi

(29) (répétition de ti) . °

(30) Si(to,...,tn+2) = (to,...,ti,ti+2,...,tn+2) ) (omission de t. i+1 ).

Un emble simplicial E est un foncteur contravariant de D dans la caté-

gorie des ensembles ; définition analogue d’un groupe simplicial, d’une variété

simpliciale, etc. On décrit E par la donnée d’une suite d’ensembles

Eo , E1 , E2 , ... ° et d’applications de face di : En ---~ En-1 et de dégéné-
rescence si : En --~ pour 0 ~ i ~ n , qui satisfont à des relations que
nous ne répèterons pas ici. Un ensemble est un foncteur covariant

défini dans P ; il se décrit par une suite d’ensembles E° , E1 , E2 , .., et

des applications de face di : - En et de dégénérescence E n+ 1 ", En
(pour 0 ~ i ~ n ).

2.2. Soit X une variété différentielle, disons de classe On lui associe

classiquement l’ensemble simplicial C.(X) , qui en degré n se compose de l’en-

semble Cn(X) des applications continues de On dans X ("simplexes singuliers").
Nous utiliserons une version géométrique de la cobar-construction ; c’est la va-
riété cosimpliciale M’(X) qui se compose des variétés M1 (X) = X~+~ , et des

opérateurs dl et sl donnés respectivement par les formules (29) et (30).
Pour toute variété différentielle Y , on note aP (Y) l’espace des p-formes

différentielles extérieures sur Y , et d : ap (Y) --~ (Y) la différentielle

extérieure.

Revenant à la variété X , nous lui associons un bicomplexe C tel que
c’ = ) pour m ~ 0 , n ~ 0 (dans le "quatrième quadrant") . Les deux
différentielles sont, d’une part, la différentielle extérieure d qui applique
~n,-n = ~m+1,-n = différentielle combinatoire A



de = am(~+2) ) dans ~1=â (~+1) ) qui transforme u en

i~o ~"~~ ~(~)*P. (on note (d~-)*p. l’image réciproque de n par l’application d~
de xn+1 dans 3~+2 ). On note r’ le complexe total associé ; un élément de rP
est une suite u = ( o, 1,...) où n est une forme différentielle de degré
n+p sur xn+2 , et sa différentielle est la suite v = (vo,v~,...) dans rP+ 1
décrite par __ "

C’est le complexe de Chen.
Si a et (3 sont deux formes différentielles sur X , 1 on note a x 03B2 la

forme A sur X2 1 où 03C01 et 03C02 sont les projections de X2 sur X .

Définition analogue de a x 03B2 x y sur X3 , etc. Le complexe de de Rham 
de X est une algèbre différentielle graduée ; la bar-construction de 
s’identifie au sous-complexe de r’ 

° 

formé des suites où chaque pn est décan-

posable en somme finie de ternes ao x ... x On+ 1 , et nulle pour tout n assez

grand.

2.3. L’espace PX des chemins dans X se compose des applications y de classe

Cm de 1 = [0,1] dans X . Ce n’est pas une variété ; on peut cependant définir
un vecteur tangent à PX en un chemin y comme un relèvement £ de classe C~
dans le fibré tangent TX (autrement dit, E (t) est tangent à X au point y (t) ).
On définit ainsi l’espace vectoriel Ty(PX) tangent en y à PX . Une p-forme
différentielle extérieure ce sur PX est ainsi une fonction ~(Y ~ ~1’ " ’’~p)
multilinéaire alternée en les éléments ~1,...,~p de T (PX) . 

Soient S une variété différentielle et (p une application de classe C
de S x I dans X ; on lui associe une application 0 de S dans PX par

(t) = (p(s,t) . On imagine facilement ce que sera l’image réciproque 
d’une p-forme co sur PX . On dira que ce est (faiblement) de classe cf° si

toutes les formes du type sont de classe d"° . On peut alors définir le

conplexe de de Rham i* (PX) de sorte que ~* : a. (PX) ---~ CL* (S) soit toujours

compatible aux différentielles.

Dans le cas particulier p = 0 , on obtient la définition d’une fonction F

(faiblement) de classe C°° sur PX ; sa différentielle est un élément de

a 1 (PX) qui n’est autre que la "variation 6F(y ; E) de la fonctionnelle F (y) "

au sens du calcul des variations.

2.4. L’intégrale itérée est un homomorphisme I du complexe de Chen r’ dans le

complexe de de Rham de PX .

Pour tout entier n ~ 0 , on considère l’application hn de PX x An dans

xn+2 qui associe à > le point (y(0),y(ti),...,y(tn),y(D) de

= Xn+2 . En généralisant un peu le point de vue du n° 2.3, on peut définir



des formes différentielles sur PX x ~n ; ; on connaît aussi le procédé d’intégra-
tion partielle (ou d’image directe) qui, à une forme différentielle A de degré
n + p sur S x An associe la p-forme ~, _ ~ ~~n A sur S . Grâce à l’artifice

d’envoyer de (vraies) variétés S dans PX, on étend ce procédé aux formes dif-
férentielles sur PX x pn ,

Soit alors u = (uo , u~ , ... ) > un élément de rP ; pour tout entier n ~ 0 ,
la forme différentielle hnun de degré n + p est définie sur PX x on . On pose

I( ) =  0394n h*n n ; sous réserve de convergence de la série, c’est une forme
sur Px . On a dl(u) = I (v) si l’élément 03BD = du + Au de est défini par
la formule (31).

Le cas le plus usuel est le suivant : on se donne n formes différentielles

OLi,... ,0n de degré 1 sur X , on pose et um = 0
pour m ~ n . On obtient un élément u de r° et l (1J.) est une fonction de

classe C sur PX , dont Chen note 03B3 a,.., On la valeur en y . Naturellement,

les intégrales itérées du n° 1.6 sont des cas particuliers de cette construction.

2.5. Fixons deux points a et b de X , et notons l’espace des chemins
d’origine a et extrémité b . On peut modifier les définitions précédentes et
définir un complexe de Chen r. a, b et une intégrale itérée

l a, b: ra b ~ ~’ théorème fondamental de Chen [ C 1] affirme que

l’homologie du complexe calcule la cohomologie singulière de 

P a, bx de chemins au lorsque X compac.:t et simplement connexe. En par-
ticulier, pour a = b , on obtient la cohomologie de l’espace des lacets de X .

2.6. Un autre type d’application concerne la définition de fonctions multiformes
au moyen d’intégrales itérées. Si a et b sont deux points de X , on note

bx l’ensemble des composantes connexes par arcs de P ,X ; en particulier,
est le groupe fondamental Tt1 (X,a) de X . On peut en fait définir un

espace quotient TIX de Px qui est un revêtement de X x x , et tel que n X
soit sa fibre au-dessus du point (a,b) de X x X ("groupoïde de Poincaré" de
X ). Choisissant un point-base a dans X , on réalise le revêtement universel X
de X comme la sous-variété de 03A0X , réunion des 03A0a, bX , pour b parcourant X .

Soit alors ~, _ (uo,u~,,..) un élément de r° ; autrement dit, un est une

forme différentielle de degré n sur X~+~ . Alors 1 (u) est une fonction sur

PX ; elle se descend en une fonction F sur I1X si et seulement si sa restriction

à P a, bx est localement constante pour a,b fixés. Sous forme différentielle,
ceci se traduit par le système d’équations



Si, d’aventure, on veut calculer la différentielle dF , on combinera les formules

(31) et (32) qui donnent dl(u) = I (v ) avec

Par choix d’un point-base a dans X, on restreint la fonction F en une fonc-

tion F sur le revêtement universel X de X. C’est la multiforme sur X
associée à u .

2.7. Il est temps de revenir à la monodromie. Soit 03C9 = (03C9) une matrice m x m
y

de 1-formes différentielles sur X. On considère le système différentiel dF = 

ou plus explicitement

Le port parallèle s’ exprime par la formule

pour tout chemin y (généralisation du n° 1 . 6) . Autrement dit, l ’application
y F- u (y) = (u .. (y) ) de PX dans GLn() est donnée par u .. = I (Q .. ) où

lJ iJ iJ
Q .. = (Q .. , Q.. , ... ) est l’élément de r° décrit comme suit:
iJ iJ ,° iJ , 1

La condition d’intégrabilité du système (34) s’écrit classiquement sous la

forme a) A ce = 0 , ou explicitement

Pour que la matrice U (y) , pour des chemins d’ extrémités fixées a et b , ne

dépende que de la classe d’homotopie [y] de y , il faut et il suffit que les

formes Q .. satisfassent à la condition ( 32) . Un calcul facile montre que cecÀ
iJ ,n

équivaut à Éa relation d’intégrabilité (37) . S ’ il en est ainsi, après choix d’un

point-base a , Éa représentation de monodromie M : ui (X;a) - eôt

do nné e pan M ( [ y ] ) = U (y ) .

2 . 8. On introduit l ’algèbre A = CI: T , ... ,T > des polynômes en des variables
p 1 p

non commutatives T1,... ,T . Le plus petit sous-espace vectoriel de A con-

tenant les variables T , ... ,T et stable par le crochet [u,v] = uv - vu est

l’algèbre de Lie libre £ . Il existe un homomorphisme d’algèbres
P

c : A - A © A caractérisé par c (T . ) = T . © 1 + 1 © T . et £ se compose
P P P J J J P

des éléments u de A 
p 

tels que c (u) = u © 1 + 1 © u . On considère aussi

l ’ algèbre Â = OE«T ,Î .. , T » des séries formelles en T , ... , T et l’adhé-

rence £ de £ dans A i caractérisation de £ analogue à celle de £
P P P P P



(pour tout ceci, lire Bourbaki [A 2], chap. 2).

Soient al’... p des 1-formes différentielles sur X, et soit

w = T103B11 + ... + T p . Reprenant la formule de transport parallèle (35), on est

conduit à introduire les séries formelles

Soient des 1-formes sur X. Pour tout chemin Y , on

a la relation "des shuffles"

où a parcourt l’ensemble de toutes les permutations dans Sm+n , croissantes sur
les intervalles [l,m] et [m+ 1 , m+n] . Géométriquement, cela revient à décan-

poser ~m x ~n en simplexes. Il n’en faut pas plus pour établir la relation

c (U (Y) ) = U (Y) ~ U (Y) , qui signifie que la log U(y) 
de Lie ~p (pour ceci, voir Ree dans [C 4 ] ) .

3. INTERLUDE : LA THÉORIE DE HODGE

3.1. Quelques notations pour commencer. On note X une variété algébrique com-

plexe lisse (sans point singulier), d sa dimension complexe, et l’on introduit

divers espaces de formes différentielles

an (X) formes différentielles de degré n et de classe C~ ;
formes différentielles de degré n holomorphes ;

Fpan(X) formes qui sont localement décomposables en somme finie de formes a A (3

avec a holanorphe de degré p et 03B2 de degré n - p et de classe 

formes localement déoomposables en somme de termes f a A (3 avec une

fonction f de classe C , a holanorphe de degré p et (3 holomor-

phe de degré q (1).

On peut naturellement remplacer X par n’importe quel ouvert de X , d’où

la définition des Si F est l’un de ces fais-

ceaux, de on a Hl (X, ~) - 0 pour tout entier i > 0 .

3.2. Pour un espace tel que X , il y a identité entre cohomologies singulière,
de ~ech et de de Rham. On peut donc considérer que H~ = est le n-ième

groupe de oohomologie du complexe de de Rham a’(X) . On a une suite décroissante

de sous-complexes

t~~ Si u est un nombre (ou une fonction, une forme,...) complexe, on note u
le complexe conjugué de u .



a. (X) a (X) ~ FI a. (X) ~ ... ~ F~ a’ (X) ~ ~’ . (X) ~ ....

On note l’image dans H~ du n-ième groupe de cohomologie du sous-complexe
Fp ~’ (X) de a’(X) ; on a donc une suite décroissante de sous-espaces

qu’on appelle la filtration de Hodge de la cohomologie de X.

Il résulte aussitôt du lemme de Dolbeault que le q-ième groupe de cohomologie
du complexe Fp ûL’ (X) / (X) s’identifie à Hq (X,Sàp) (cohomologie du fais-
ceau rf). De la filtration du conplexe ~’ (X) par les sous-complexes pP ~’ (X) ,
on déduit une suite spectrale

3.3. Supposons que X une variété projective, donc compacte. Il résulte de
la théorie de Hodge des formes harmoniques que la précédente dé-

au niveau Ei . Autrement dit, notons (ou simplement 
le sous-espace de formé des classes de cohomologie ayant un représentant
dans On peut identifier à De plus, 1 on a

Deligne exprime ces propriétés en disant que la filtration de Hodge définit une
de Hodge de poids n sur Des formules précédentes, on déduit

et la décomposition en les sous-espaces Hp’q de H~ est donc déterminée de

manière univoque par la filtration de Hodge.

3.4. La grande innovation de Deligne [E 2] ] concerne le cas des variétés algébri-

ques non 

Supposons donc que X soit le complémentaire dans une variété projective
lisse X d’un diviseur D à croisements normaux. Dans un certain nombre d’exem-

ples intéressants, X est naturellement donnée ; son existence pour X arbitraire

est un corollaire du théorème de Hironaka sur la désingularisation.

Explicitons l’hypothèse de croisements normaux : il existe une suite décrois-

sante X :3 Xl :D ... :D Xd de sous-variétés algébriques de X avec Xo = X ,

Xi = D , X. de dimension complexe d - j , et de plus en tout point x de

Xr " r+1 - on peut trouver un système de coordonnées locales holomorphes

zl,...,zd sur X telles que D soit décrit au voisinage de x par l’équation

21 ... ° zr = 0 . °



Pour calculer la cohomologie de X, on utilise la suite spectrale de Leray

pour l’inclusion j de X dans X . Ceci nécessite la considération des fais-

ceaux sur X : la fibre en un point x de X de est la limite

inductive des groupes où U parcourt les voisinages ouverts de x

dans X . Ces faisceaux sont déterminés au moyen de l’hypothèse de croisements

normaux qui assure qu’en un point de X la paire X,X se comporte comme la

paire ~d , 1 x à l’origine de .

Deligne introduit la filtration des formes différentielles par le poids.
Pour tout entier s tel que 0 ~ s ~ n , on définit le sous-espace de

a.n (X) comme suit : les formes différentielles de degré n sur X qui localement

en un point x de X r s’écrivent 
, ,

avec des formes ai 1 " , i s 
de degré n - s et de classe C au voisinage de x

dans X, et un système de coordonnées zl,...,zd comme plus haut.

On note ensuite Ws+n Hn le sous-espace de Hn formé des classes de coho-

mologie qui ont un représentant dans La par le poid6 de Hn
est la suite croissante de sous-espaces

On convient de poser Wt H~ = 0 si t  n et Wt H~ = H~ si t > 2n . Le point

capital est que ces espaces Wt Hn de Hn ne dépendent que. de x ù non du

plongement de X dans une variété X compacte et lisse.

3.5. Résumons la situation. On écrit HnZZ pour et l’on définit de même

Hn .’ 
a) HnZZ ut un gnoupe de 

b) on peut 
Par ailleurs, sur H~ , on dispose d’une de Hodge, c’est-à-dire une
suite décroissante de sous-espaces Fp Hn (pour p dans ZZ ) > et d’une 

tion pan le c’est-à-dire une suite de sous-espaces (pour
r dans 2Z ) . Les propriétés suivantes sont valables :

c) .~ r H~ HW 1

que ~~ W r (la filtration par le poids est définie sur le

corps (5 des nombres rationnels) ;

d) on pose GrWr Hn = Wr Hn/Wr-1 Hn et on le murit de la filtration définiepatc images des sous-espaces Fp Hn n Hn ; avec. cette filtration, GrWr Hn
une de Hodge de poids r au sens du n° 3.3.

Ce sont ces propriétés que Deligne prend pour axiomes des de Hodge



3.6. D’après la propriété d) précédente, l’espace Gr~ H~ se décompose en somme
directe de sous-espaces (pour p + q = r ). La dimension hn de est

donc égale à E hn , où hn est la dimension de Hn . Dans le cas qui
nous intéresse ici, on a hp ,q = 0 , sauf éventuellement si p _ n , q _ n et

p + q > n . Si le groupe ~ n’est pas nul, on dira que le poids r inter-

vient dans le groupe de cohomologie H~ = ; seuls les poids
n , n + 1 , ... , 2n peuvent intervenir. Le poids n correspond à l’image 
de l’homomorphisme de restriction de dans 

Supposons qu’on ait X = ~’ et D = (0 ,ce) , d’où X = ~* . On note 21 (-1)
la structure de Hodge mixte sur H1(*,) . On identifie cet espace à  en

prenant pour base la classe de cohomologie de dz/z , d’où ~(-1)~ _ ~ . Les
classes de cohomologie entières sont les multiples entiers de dz/2niz , d’où

~ ( -1 ) ~ _ ( 2ni ) - ~ ~ . Enfin seul le poids 2 intervient, = 0 ,

W2 ZZ (-1) =  , et l’on a Hi r 1 = (E . Autrement dit, ZZ (-1) pur de. poids 2 ,
de type. (1,1) .

4. JAOOBIENNES GENERALISEES

4.1. Soit X une surface de Riemann compacte, de genre g . Choisissons un point-
base a de X et une base al,...,ag de l’espace 03A91(X) des 1-formes holo-

morphes sur X . Enfin, soit X le revêtement universel de X basé en a . On

définit l’application dans ~g par cp a ( z ) - a , 1 ... , ;

soit A l’ensemble des vecteurs de g de la forme ( al,..., J a ) où y

est un lacet au point a . Il est bien connu que A est un sous-groupe discret

de isomorphe à 7l2g . La jacobienne J (X) est le tore complexe et

l’on peut construire un diagramme commutatif

analogue à celui du n° 1.8.

4.2. On peut procéder de manière plus générale et plus invariante pour définir la

uanlété d’Atbane6e Alb (X) d’une variété algébrique projective et lisse X .

Tout d’abord, si un espace vectoriel V est muni d’une filtration par une

suite décroissante de sous-espaces FP V , on note FP V* le sous-espace du

dual V* de V orthogonal à F1 p V ; on obtient ainsi une filtration décrois-
sante sur V* et l’espace GrpF V* = FP V* est le dual de l’espace



Gr-pF V = F-p V/F-p+1 V . On utilise des conventions analogues pour une filtration
croissante On peut ainsi définir le dual d’une structure de Hodge
mixte.

Sur l’espace H~ (X,(C) la filtration de Hodge se décrit ainsi

F° H1 = Hi I F1 H1 Q’’ (X) , F2 H1 (X,0;) = 0 .

Sur le groupe d’homologie Hi = Hi (X,Q:) dual de H~ (X,(E) , on a donc la filtra-
tion de Hodge

La variété d’Albanese est alors définie par

l’espace Hi / F° Hi s’identifie au dual Qi (X) * de Qi (X) . Choisis-
sons un point-base a dans X , et notons X le revêtement universel de X .

On définit une application cp 
a 

de X dans Q1 (X)* par p ce pour ce

dans 03A91(X) ; cette intégrale est bien définie car on a d03C9 = 0 . Par passage au

quotient, on définit l’application cpa de X dans Alb (X) = Hi (X,71) B Sà~ (X) * .

4.3. Nous rappelons maintenant quelques points de la théorie de Malcev de-6 groupes
nilpotents (1). Pour l’instant, X est une variété différentielle ; on choisit un

point-base a et l’on pose n = On supposera que n est engendré par
un nombre fini d’éléments, ce qui est le cas si X est une variété algébrique
complexe.

Soit 03C0 l’algèbre du groupe n à coefficients complexes, formée des som-
mes 2 ag g . On identifie le dual de (En à l’espace vectoriel F (n) des

fonctions conplexes sur n . On note J l’idéal bilatère de (En défini par la

relation g ag 
= 0 , d’où = (E , et ’ Ji = J, ’ J2 = J . J,... ° les

puissances de J . On désigne, pour tout entier s ~ 0 , par F (n) l’orthogonal
de JS+ 1 dans F(n) ; ; c’est donc l’ensemble des applications f de n dans (E

telles que

Pour go’ " ’’gs dans n ~ On a défini une suite croissante de sous-espa-
ces de F(n) , et l’on note F~(03C0) leur réunion.

Si n est le groupe Z1n , F s (n) se compose des fonctions qui sont res-
triction à 21n d’une fonction polynomiale de degré  s sur et F (n) est

l’espace des fonctions polynomiales sur n .

Dans le cas général, disons qu’une représentation linéaire a : n ----~ GL(V) ,

«~ Voir Quillen dans [D 3].



où V est un espace vectoriel de dimension finie sur (E , est unipotente (1) > si

l’opérateur lV - o(g) est nilpotent pour tout g E u . .. Alors F~(03C0) se compose

des coefficients des représentations unipotentes de n . Comme d’habitude, on
identifie F (n) 0 F (n) à un sous-espace de F (n x n) , , de sorte que soit

la fonction (g1,g2) ~--~ f~ (g~) f2 (g2) . On vérifie alors que ~~(n) est une

sous-algèbre de F(n) (pour la multiplication (fifz) (g) = fi (g) f2 (g) ) et qu’il
existe un homomorphisme d’algèbres c de ~ (n) dans ~ (rc) ~ ~ (n) tel que

(cf) (g1,g2) = f (gig2) pour f E F (n) et gi g~ dans n .

Autrement dit, F~(03C0) est une bigèbre au sens de Bourbaki (d’aucuns disent
algèbre de Hopf). Notons l’ensemble des homomorphismes d’algèbres de F (n)
dans (E ; grâce au coproduit c , on définit sur une multiplication qui
en fait un groupe. Il s’agit de l’ensemble des points complexes d’un schéma affine
en groupes G~ défini sur  ; on peut donc aussi considérer le sous-groupe 
des points rationnels.

Pour tout entier s ~ 0 , FS (n) est un espace vectoriel de dimension finie

formé de fonctions sur G , et son dual s’identifie à Q~/,Ts+1 . .. Si g est un

point de G ((E) , l’application f i--~ f (g) de ~s (u) dans (E définit donc un

élément Ys (g) de L’application g E---~ Ys (g) est un homomorphisme
de dans le groupe multiplicatif d’une algèbre de dimension

finie sur (E ; l’image de y est un groupe algébrique affine unipotent G ((E) .
Comme tout élément de Gs (T) est de la forme 1 + u avec u dans (donc

nilpotent), l’exponentielle et le logarithme fonctionnent bien. Il existe donc

une sous-algèbre de Lie g s de (pour le crochet [u,v] = uv - vu ) >
telle que l’exponentielle soit une bijection de g sur G ((E) ; il est clair

que Ss est l’algèbre de Lie du groupe de Lie complexe .En fait, on peut 
Q)

considérer Gs comme un schéma en groupes sur Q , d’où une forme rationnelle Q
de l’algèbre de Lie g avec g =  ~ 9 .

Le groupe G est la limite projective des groupes et son algèbre
de Lie celle des g . Notons ... la suite centrale descendante

du groupe n , ’ et =3 r~G 00 =3 ... celle du groupe G 00 = G 00 (lll) ; notons aussi

r’g~ ~ r2~~ ~ ... la suite centrale descendante de l’algèbre de Lie ~~ . On a

alors des isomorphismes

On pose G (S.) = On a un homomorphisme naturel de GS(~) dans ,

~~ Voici l’apparition de la "monodromie unipotente" du titre de l’exposé



dont le noyau est un sous-groupe fini de Gs(~) et l’image un sous-groupe discret

de Gs . En particulier, on a Gi (S) = Hi (X; ~) et Gi (E) = H~ 

4.4. Explicitons le lien entre ces groupes s et les intégrales itérées, en dé-

crivant un résultat dû à Chen et 

On a fixé un point-base a dans X . On définit comme suit une variante du

complexe de Chen r’ . . Pour tout entier n > 0 , on note la sous-variété

a x Xn x a de = Xn+2 , d’où une variété cosijipliciale M~ (X) . Le complexe
~ est un quotient de r ’ ; pour tout entier p >_ 0 , un élément de lâ est une

suite ( n)n~0 où n est une forme différentielle de degré n + p sur

a x Xn x a . La différentielle d + A de ra dans est encore décrite par

la formule (31) du n° 2.2.

Pour tout entier s _> 0 , on note BS ra le sous-espace de ra formé des

suites avec un = 0 pour n > s . On obtient ainsi un sous-complexe

B r’ de r~ . L’espace HO(r’) est ainsi filtré par les images B HO(r’) des

groupes de cohomologie r’) .
poun tout s >_ 0 , un isomorphisme de

Bs sur Fs(03C0) .
4.5. On revient maintenant au cas d’une variété algébrique lisse X ; on la sup-

pose donnée sous la forme X B D comme au n° 3.4, avec un diviseur D à croise-

ments normaux. On dit qu’une forme différentielle de degré n est à 

si elle appartient à W2n an (X) . Avec les notations précédentes,
on dit qu’un élément u = (uo,u~,...) > de Iâ est à singularités logarithmiques
si chaque Un est somme finie de formes du type 

sont à singularités logarithmiques. On obtient ainsi un sous-complexe

ra,log de r~ . ° On peut encore filtrer ce complexe par les sous-complexes
~s ra n ~s " ~ passant à la cohomologie, on obtient l’espace

filtré par les images des , notées

Bs °

La démonstration de Chen et Stallings s’adapte : 
un de B s ) ~uh F s (n) . °
4.6. Le résultat précédent est la clé pour la définition d’une structure de Hodge

sur n = Celle-ci a d’abord été construite par Morgan [D 2] par
utilisation des méthodes d’homotopie rationnelle développées par lui-même et
Sullivan ; la méthode des intégrales itérées est due à Hain [F 3].

Pour tout entier 0 , la variété Xn est le complémentaire d’un divi-
seur à croisements normaux dans Pour les formes différentielles de classe C

on peut donc définir la filtration de Hodge et la filtration par le

poids. On en déduit successivement des filtrations F et W sur , sur



Bs sur et sur BS ° Compte tenu de l’isomorphisme
du n° précédent, on aboutit à la définition d’une structure de Hodge mixte sur F (n) .

On transfère ensuite par dualité, comme au n° 4.2, ces filtrations F et W

au dual de 1 puis on induit sur le sous-espace 9 de 

La conclusion est qu’on a construit une structure de Hodge. mixte sur l’algèbre de
Lce g s du gnoupe de L~,e complexe nltpotent Gs .

4.7. Les filtrations F et W sur g sont compatibles avec le crochet de Lie
en un sens évident. On peut donc repasser des algèbres de Lie aux groupes. Résu-
mons la situation acquise :

a) pOO/L tout entier s ? 0, an a construit un. schéma en groupes Gs , affine,
de corps de base (B ? ;

b) on a construit une croissante (W G) de sous-schémas enn snso

groupes de ;

c) le groupe G s des points complexes de G s e6t un groupe de Lie com-

plexe connexe et donc. exponentielle est un

isomorphisme de variétés analytique.6 complexes de gs sur G ((E) ;

d) le quotient GS (Z,) de 03C01 (X;a) par le sous-groupe 0393s+1 n1 (X;a) est un

groupe nilpotent à un nombre fini de générateurs ; il s’ envoie dans GS pan

un homomorphisme à noyau et dont l’image est un sous-groupe discret ;

e) on a construit une décroissante (Fp de sous-groupes de Lie

complexes de GS .

C’est en ce sens qu’on a muni n;i (X;a) d’une structure de Hodge mixte. On

peut aussi le faire pour les groupes d’homotopie supérieurs avec la

simplification que ce sont des groupes commutatifs de type fini, et qu’on peut
se rapporter aux définitions de Deligne données en 3.5 ; Morgan [D 2] ] et Hain

[F 2] ] l’ont fait, chacun par ses méthodes.

Signalons aussi que Hain et Zucker [F 5] ] ont donné une caractérisation de

la structure de Hodge mixte sur en termes des "variations de structure

de Hodge mixte", un sujet important pour l’étude des "modules".

4.8. La de la variété d’ Albanes e a été donnée par Hain et

Zucker dans [F 5]. On pose

Albs (X) = GS (~) B / F° .

On remarquera que la variété analytique complexe / F° est simplement

connexe, et que le quotient de Gs(~) = par son groupe (fini) de torsion

opère librement et proprement sur / F° G ((E) . Lorsque X est projective
et lisse, on retrouve la variété Alb(X) définie au n° 4.2 comme le cas parti-
culier s = 1 .

La situation se simplifie beaucoup lorsque toute 1--forme différentielle holomorphe



sur X est nulle (X) = 0) ; ceci se produit en particulier si X est le

complémentaire d’une hypersurface à croisements normaux dans l’espace projectif
(cas étudié abondamment par Aanto et Kohno [G 1, G 4, G 6]).

Supposons donc qu’on ait d (X) = 0 . On a alors po G 
s 
= 0 , d’où

Il s’agit de décrire l’algèbre de Lie g . Notons Sàp(X log D) l’espace
fl W2p des formes différentielles holomorphes de degré p sur X , à

singularités logarithmiques le long de D . Ces formes différentielles sont fer-

mées, d’où un homomorphisme

qui est bijectif pour p = 1 , injectif pour p = 2 . Le produit extérieur des
formes définit une application linéaire 62 de A2 Q1 (X log D) dans Q2 (X log D) ; i
identifiant le dual de 03A91 (X log D) à Hi = Hi (X;0152) , la transposée de 03B42 est
une application linéaire de Q2 (X log D)* dans A2 Hi , dont on note R2 l’image.
Introduisons l’algèbre de Lie libre f(Hi) construite sur l’espace vectoriel Hi ,
et graduée de manière naturelle par des sous-espaces f (Hi) : on a

Alors gs s’identifie au de L (H1) par l’idéal engendré par

R2 + ~S+1 (Hl) ’ °
Comme H1 et log D) sont en dualité, on dispose d’une forme diffé-

rentielle canonique s dans 03A91 (X log D) ~ H1 . On l’ interprète comme une forme
différentielle holomorphe à coefficients dans l’algèbre de Lie gs , et l’on plonge
~s dans l’algèbre associative C~c/~+1 . Alors c~ 

s 
satisfait à la condition

d ’ intégrabilité d s + s n S = 0 en vertu de la définition de R~ . On peut
alors jouer le jeu habituel :

a) le revêtement universel  de x basé en a ;

b) si Y est un chemin dans X , a et d’ extrémité b , calculer
.~e ~ah .~a~ U (Y) - E ~ w ..... c~ ;

s Y s s

c) la condition d’intégrabilité d03C9s + s n s = 0 assure que Us (Y) ne

dépend que du point de  correspondant, d’ où une holomorphe US de
X dans 03C0/Js+1 ;

d) l’application Us valeurs dans Gs et définit par passage
aux holomorphe us de X dans sa variété d’Albanes

Albs (X) = Gs (Z;) B Gs .

On renvoie à Hain et Zucker [F 5] pour les constructions à faire dans le
cas général où (X) n’ est pas nul .



4.9. A titre d’illustration, le lecteur est invité à étudier le cas X et

à retrouver par spécialisation les constructions du n° 1.8.

Kohno a beaucoup étudié le cas où X est le complémentaire d’une famille

finie d’hyperplans dans .En particulier, supposons que X soit l’ensemble

des vecteurs dans ~d à coordonnées toutes distinctes ; par définition n~ (X) est

le groupe de tresses. L’étude des représentations linéaires liées à la monodromie

de X permet de retrouver et généraliser certains des résultats de Jones (voir

[G 4], [G 5] ] et [G 7]). Faute de place, nous abandonnons le lecteur à sa curio-

sité ...
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