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Séminaire BOURBAKI Novembre 1987
40éme année, 1987-88, n° 687

JACOBIENNES GENERALISEES,
MONODROMIE UNIPOTENTE ET INTEGRALES ITEREES

par Pierre CARTIER

Dédié 3 la mémoire de
Kuo-Tsai CHEN

1. INTRODUCTION A LA MONODROMIE

1.1. La monodramie est apparue dans 1'étude faite par Riemann (aprés Gauss et
Rummer) de £'Zquation différentielle hypergéométrique. Rappelons que la série
hypergéométrique
(1) Fa,bjc;z) =1+ Z (a)p (b)n 2°/ (C)n n !

n=1

(avec la convention (a), = a(a+1)...(a+n-1) ) admet le rayon de convergence 1
en la variable complexe 2z . Elle est définie si ¢ n'est pas un entier négatif
et elle satisfait & 1'équation différentielle

(2) z(1-2) D°F + (c- (a+b+1)z) DF - abF =0

(on pose D =d/dz ). Coupons le plan T de la variable camplexe 2z en enlevant
les intervalles réels I, = ]-»,0] et I, =[1,+[ ; l'ensemble restant Q est
simplement connexe. On étend la fonction F(a,b;c; z) , au-deld du cercle de con-
vergence, par la représentation intégrale (due i Euler)

- -1 (1 -
(3)  Flabic;z) =r() rop) L re-nt J £ -0 1ot ae

o

qui garde un sens pour z dans Q . Avec cette définition de F , on cbtient un
systéme fondamental de solutions dans Q de 1'équation différentielle hypergéamé-

trique sous la forme

zl—c

(4) u,(z) =F(a,b;c; 2) uz (z) F(a-c+1,b-c+1;2-c;z) ,

du moins si aucun des nombres a , b, c-a, c-b , a-b , c-a-b n'est un

entier.

S.M.F.
Astérisque 161-162 (1988)
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Figure 1
1.2. Lorsque t est réel, les limites uk(t t i0) = sl_i;né) uk(t * ig) (poul/‘ (
k=1,2 et € >0 ) existent. Convenons d'écrire u(z) pour la matrice \E;é;) .

Comme 1'intervalle ]0,1[ estcontenu dans © ol u(z) est holamorphe, on a

u(t + i0) =u(t - i0) pour t dans 10,1[ . Mais, lorsque t appartient i 1'un
des intervalles Io et I4 , on a des relations

(5) u(t + i0) = Mou(t - i0) pour t € Io
(6) u(t - 1i0) = Myu(t + i0) pour t € I,

ol Mo et M; sont des matrices 2 x 2 , 3 coefficients camplexes (constants).
Ces relations sont essentiellement dues 3 Kummer (1836) et se déduisent de la re-
lation

(7) F(a,b,c;z) = A, F(a,b;a+b-c+1;1-2)

) c-a-b

+ Ax(l-2 F(c-a,c-b;c-a-b+1;1-2)

(o A, et Az sont des constantes) et d'une relation analogue avec 1-2z rem—
placé par 1/z ; ces relations sont valables pour z non réel et elles exploi-
tent les propriétés d'invariance de 1l'équation hypergéométrique dans le chan-
gement de z en 1-z ou 1/z . Powr Kummer, La monodromie de La fonction hypen-
geometnique 5'exprime par Les nelations (5) et (6), et donc par Les matriices Mo
et M,

1.3. Le point de vue "moderne" est di & Riemann, qui en donne la formulation gé-
nérale en 1851 et 1'application & la fonction hypergéométrique en 1857. Posons

X =C~{0,1} et notons X un revétement universel de X , et T le groupe fon-
damental, qui opére sur X de sorte qu'on ait X = X/I' . Came Q est simplement
connexe, on peut - et 1'on doit - choisir une section s : @ — X de la projec-
tion canonique p : X — X . Ceci permet d'identifier canoniquement I' &
m1(X,a) pour tout point base a dans Q . Alors ' est le groupe libre 3 deux
générateurs Yo et Y4 correspondant aux lacets de la figure 1. Comme X est
localement homéomorphe & X , c'est une variété analytique complexe de dimen-
sion 1 ; il existe alors deux fonctions holomorphes Uk sur X , dont les
branches principales U os sur Q coincident avec u (pour k égal & 1

ou 2 ). Posons encore U(z) = (81 Eg) . I1 existe alors une représentation
2
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linéaire M : ' — GL2(L) telle que l'on ait
(8) U(¥z) = M(y) U(2) (zeX , vyern .

Comme T' est un groupe libre, la représentation M est définie par la donnée
des matrices M(yo) et M(yq) qui ne sont authes que Mo et My . Pour Riemann,
La nelation (8) exprime La monodromie, d'ol le nam de représentation de monodromie
donné & M.

Il est facile de jeter un pont entre les points de vue de Kummer et de
Riemann. Les diverses "branches" U‘k,Y des fonctions u, sont définies par la

formule

(A1@y /“m‘”) _
9 Mev) \u,(2)) ~ \uZ,Y(z) =y, (@)

pour z dans Q et Yy dans I' . Les conditions de raccordement se déduisent des
relations (5) et (6) :

(10) W(t+iO) = uwo(t - 10) pour t € Io
(11) uY(t-iO) = uYY1(t + i0) pour t€ I, .

La fonction hypergéométrique uq(z) = F(a,b;c; z) est donc multiforme, mais ses
branches, comme celles de = , oude log z , sont des cambinaisons linéaires
d'un nombre fini de fonctions. On dit que c'est une fonction & détermination finie.

1.4. Les résultats précédents se généralisent 3 toutes les équations différentiel-
les linfaires a coefficients rationnels. Comme tout &tudiant le sait, une &quation
différentielle linfaire se raméne i un syst®me du premier ordre que nous &crirons
sous la forme

(12) DF(z) = R(z) F(z) ;

on cherche une matrice F(z) = <§1 ((z))
n

d'ordre n , fonction rationnelle de z . Le cas négulier de Fuchs est celui ol

la forme différentielle R(z)dz a des pdles d'ordre 1 , y campris a 1'infini.

Soient aysees 3y les pbles 3 distance finie et Al" ..,Ak des matrices cons-

) solution et R(z) est une matrice carrée

tantes telles que R(z) -Aj/(z-aj) n'ait pas de pdle pour z = aj . On pose
X =C\ {al,...,ak} . Le groupe fondamental est un groupe libre TI' de générateurs
Yyre-- Yy i le générateur Yj correspond & un lacet dans le sens direct autour

de aj . La représentation de monodrcmie est telle que M(y soit de la forme
C2mi Ay~
2a )y,

.)
J
(généralisation du cas n =1 , ol 1l'on retrouve les fonctions

Le probleme direct est le calcul explicite des matrices M(y.) , comme dans
le cas hypergéométrique. Le probleme {nverse, connu sous le nom de probléme de
Riemann - Hilbert, ou 2léme probléme de Hilbert, est de montrer que toute repré-

sentation linGaire du groupe I' est la représentation de monodromie d'une équa-
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tion telle que (12), régulidre au sens de Fuchs. Il a &té résolu par D. Birkhoff
et Plejrel, et sous une forme plus générale par Deligne dans [E 1].

1.5. Considérons d'abord un systéme différentiel linéaire dans le domaine réel,
de la forme

(13) dx(t) /dt = A(t) . x(t) .

La procédure de Picard consiste 4 le transcrire en 1'équation intégrale

t
(14) x(t) = x(to) +Jr A(s) x(s) ds ;
to
on la résout par itération en posant ¥o(t) = x(to) et, pour n2>0 ,
t
(15) Xae1(6) = xlte) + | AE) xn(e) as
to

de sorte que la limite Xx(t) des Xn(t) existe et satisfait & 1'équation (14).
En explicitant, on trouve la solution sous la forme ¥x(tq) = U(tq,to) X(to) ; la
matrice U(tq,to) est donnée par la série de Dyson

(16) U(t1,to)= z 'I[...JA(SD) ...A(S1) dS1 cee dSn ’
n2o0

ol 1l'intégrale n-uple est étendue au domaine to < Sq <...<sph < t; dans R .

1.6. Lappo - Danilevsky a donné une formule analogue dans le cas complexe [A 6].
De maniére invariante, considérons une variété analytique camplexe X , de di-
mension 1 , et un revétement universel p : X — X de X . Soit = (wij)
une matrice n x n formée de formes différentielles holamorphes sur X . L'équa-
tion différentielle prend la forme

(17) dF =w . F .

Si zo et z; sont deux points de X , et a une forme différentielle holo-
~ z1 . -
morphe sur X , l'intégrale Jf a est bien définie. On définit les Aintégrales
Zq Zo
Ltenees J On.+..Qq , O Q4,...,0n sont des formes différentielles holamorphes
Zo

sur X (ousur X), par la récurrence suivante

[Z-. [‘Z1

(18) J qn---CXq:J onnf;
Zo Zo
la fonction f est définie sur X par
[Z
(]-9) f(Z) = ON—1 eee Qg

Vo
Plus explicitement, choisissons un chemin Y : [to,tq] — X d'extrémités

Zo et 2z, ; posons Y* a; = ai(t)dt . On a alors
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Zq ¢
(20) J dn...a1=J...J an(sn) ...aq(sq) dsq ...dsn
20

avec le méme domaine d'intégration que dans la formule de Dyson. Ceci étant,
1'équation différentielle dF = w.F se résout par la formule F(z4) = U(z4,20) F(20) ,
ol la matrice U(z1,20) est donnée par la formule

21
(21) U(2z1,20) = Z J Weeo @
no J

(n facteurs w ) , en étendant la définition (20) au cas des formes différen—

tielles matricielles.

1.7. Le cas unipotent est celui ol la série (21) n'a qu'un nombre fini de termes

non nuls. Voici un cas typique :

0 a4
0 Qa2 0
(22) W= 0
0 On-1
0

La matrice U correspondante est donnée par

Z1
(23) uij=0 si i>j , uii=l , uij(zl,zo)=Jz ai"'aj—l pour i<j .
(o]

L'équation de la résolvante U(zz2,2o0) = U(z2,241) U(24,20) se traduit par la
relation fondamentale

z z
[’2 %I'Zza 1

24

(24) a ...0 =

1 N J=OJ «Q_ 7

e O Oy ee
JZo 1 b JZo J+1 n

on peut aussi la démontrer par décamposition du domaine d'intégration.

1.8. Un exemple intéressant est celui ol X est le complémentaire dans € d'une
partie finie f{aq,...,an} , et ol 1l'on pose c.j = dz/(z—aj) . La fonction

z

Jr Q1 ...0n est holomorphe sur le revétement universel de X ; c'est le poly-

o

logarithme L(z | a4,...,an) d&ja considéré par Lappo - Danilevsky. Elle sert de
base aux développements en séries des fonctions résurgentes d'Ecalle ; son prolon-
gement analytique et sa monodramie ont &été étudiés par Bloch et Ramakrishnam,
et plus camplétement par Dupont [H 1].

Expliquons leurs méthodes sur le cas du difogarithme. On considére la matrice

de formes différentielles

0 dz/z 0
(25) W= 0 0 dz/(1-z)
0 0 0
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Sur le plan coupé Q (voir au n® 1.1), on définit la matrice

1 log z Liz(2)
(26) u(z) = 0 1 log 1/(1-z)
0 0 1

qui satisfait & 1'équation du = wu . On a pris les branches principales des loga-
rithmes, et le dilogarithme Li.(z) s'obtient par prolongement analytique de la
série I, #*/n2 , qui converge pour |z| <1 . Notons G(T) 1le groupe de Lie

lab
complexe des matrices |0 1 c| et G(Z) le sous-groupe défini par le tableau
1 Z(1) Z(2) 001
0 1 Z(1)] ; selon la notation de Deligne, on pose Z(p) = eni)Pz . avec
0 o0 1

les notations du n® 1.3, il existe un diagramme commutatif

U

X———cm

3 b

X —Y G /G(2Z)

ol U et V sont holamorphes, et u est la branche principale U, s de U .
La monodromie du dilogarithme est entiérement expliquée par ce diagramme ; la re-
présentation de monodromie apparait comme un homomorphisme M : I' — G(C) d'ima-
ge G(Z) . Cette construction a &té généralisée par Par¥in [C 3].

Considérons € comme un espace vectoriel sur @ , et notons Ag C les
puissances extérieures de cet espace vectoriel. On définit une application ¢ de

G(T) dans A;)(l: par
1 a b

(27) ®{ 0 1 c )= (2ni)~2 (2b-ac) A1l - 2ni)~'a A (2ni)-"' c .
0 0 1

Cette application passe au quotient en une application ® de G(T)/G(Z) dans
A(T} C ; l'application ® , V de €\ {0,1} dans Auzg C a été introduite par Bloch.
Explicitement, sa valeur en un point z de Q est

(28) @(V(2)) = (2mi)=2 (Liz(z) -Li2(1-2)) Al- (2ni)~" log z A (2ni)~"1 log (lfz).

L'idée depasserpar @ a été exploitée de maniére générale par Dupont dans [H 1].

2. RAPPORT SUR LES INTEGRALES ITEREES

2.1. Les intégrales itérées ont été développées de maniére systématique par Chen,
qui en a donné un exposé synthétique dans [C 2]. La présentation que nous en don-

nons est nouvelle sur plusieurs points, et utilise largement les méthodes simpli-
ciales.
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Rappelons quelques points de la théorie simpliciale. Pour tout entier n2> 0 ,
nous réalisons le sdmpfexe AR comme l'ensemble des points de P satisfaisant
aux relations 0 < tq < ... < tn £ 1 ; il est commode d'introduire les coordonnées

superflues to =0 , tn+1 =1 et de plonger A" dans R™2 | Les sommets de
AM sont les points e;l = (0l+l B ln+l_l) avec 1+1 coordonnées égales a3 0 , et

n+1l-1i coordonnées égales & 1 (pour 1 parcourant l'ensemble [n] des entiers
0,1,...,n) .
La catégorie D a pour objets les ensembles [n] , pour morphismes les appli-

cations croissantes (au sens large). Une application ¢ de [m] dans [n] dé-
m

termine une application affine ¢ de A" dans an , qui applique le sommet e;

sur le sammet e(r; i) * En particulier, pour i dans [n] , on dispose des appli-
cations de face &' : [n-1] — [n] et de dégénérescence o : [n+1] — [n]

de ARt' dans AN

Les applications d° = &% de AP-' dans AR , et st =a"
PP.

se décrivent ainsi

i PP

(29) d (to,...,tn) = (to""’ti—l’ti'ti’""tn) (répétition de ti) .
i _ c s

(30) s (to""’tn+2) = (to’""ti’ti+2""’tn+2) (omission de ti+1 ).

Un ensemble simplicial E est un foncteur contravariant de D dans la caté-
gorie des ensembles ; définition analogue d'un groupe simplicial, d'une variété
simpliciale, etc. On décrit E par la donnée d'une suite d'ensembles
Eo , E1 , E2 , ... et d'applications de face di : En —_— En—l et de dégéné-
rescence s; : En —_— En+l ; pour 0 <1i<n, qui satisfont & des relations que
nous ne répéterons pas ici. Un ensemble cosimplicial est un foncteur covariant
défini dans D ; il se décrit par une suite d'ensembles E° , E' , E2 , ... et
des applications de face di : En“l — E' et de dégénérescence si : BV AR, jos

(pour 0<i<n).

2.2, Soit X une variété différentielle, disons de classe C¢? . on lui associe
classiquement l'ensemble simplicial C,(X) , qui en degré n se compose de 1'en-
semble Cn(X) des applications continues de AR dans X ("simplexes singuliers").
Nous utiliserons une version géométrique de la cobar-construction ; c'est la va-
riété cosimpliciale M’ (X) qui se compose des variétés MR (X) = XD*+2 , et des
opérateurs di et si donnés respectivement par les formules (29) et (30).

Pour toute variété différentielle Y , on note daP(¥) l'espace des p-formes
différentielles extérieures sur Y , et d : aP (Y) — apFl (Y) 1la différentielle
extérieure.

Revenant & la variét& X , nous lui associons un bicomplexe C tel que
VTR o B2 pour m20 , n2>0 (dans le "quatriéme quadrant”). Les deux
différentielles sont, d'une part, la différentielle extérieure d qui applique
AV = NxY2) gans LN C L2y 4 0 Gifrerentielle combinatoire A

37



P. CARTIER

de A= M™?) gans o) qui transforme 1 en
iréo (—l)mi(di)*u (on note (di)*u 1'image réciproque de u par l'application at
de XP*1 dans X¥™2 ). On note I'" le camplexe total associé ; un &lément de I
est une suite W= (Mo,U1,...) OO0 un est une forme différentielle de degré
n+p sur X°+2 , et sa différentielle est la suite Vv = (Vo,v1,...) dans l"pH
décrite par ol o
(31) va=dm + T 0Pl Y,

i=0
C'est le complexe de Chen.

Si a et B sont deux formes différentielles sur X , on note a x B la
forme mia A IR sur X2 , ol m, et m, sont les projections de X* sur X .
Définition analogue de a x B x Y sur X> , etc. Le complexe de de Rham a° (X)
de X est une algébre différentielle graduée ; la bar-construction de a°(X)
s'identifie au sous-complexe de I'" formé des suites ol chaque W, est décom-
posable en somme finie de termes do X ... X On+q , et nulle pour tout n assez
grand.

2.3. L'espace PX des chemins dans X se campose des applications y de classe
® de 1I=1[0,1] dans X . Ce n'est pas une variété ; on peut cependant définir
un vecteur tangent & PX en un chemin y comme un reldvement E de classe C
dans le fibré tangent TX (autrement dit, E(t) est tangent & X au point y(t)).
On définit ainsi 1l'espace vectoriel Ty (PX) tangent en y & PX . Une p-forme
différentielle extérieure w sur PX est ainsi une fonction w(y ; El,. ..,Ep)
multilinéaire alternée en les éléments El ,...,Ep de TY (PX) .

Soient S wune variété différentielle et ¢ une application de classe ol
de S xI dans X ; on lui associe une application ® de S dans PX par
@(s) (t) = @(s,t) . On imagine facilement ce que sera l'image réciproque &*w
d'une p-forme ® sur PX . On dira que « est (faiblement) de classe ¢ si
toutes les formes du type ®*w sont de classe C . On peut alors définir le
complexe de de Rham a° (PX) de sorte que &* : a’(PX) — a’(S) soit toujours
compatible aux différentielles.

Dans le cas particulier p = 0 , on obtient la définition d'une fonction F
(faiblement) de classe C~ sur PX ; sa différentielle est un &élément de
a’(PX) qui n'est autre que la "variation &F(y ; E) de la fonctionnelle F(y) "
au sens du calcul des variations.

2.4. L'intégrale {ténée estunhomomorphisme I du complexe de Chen I'* dans le
complexe de de Rham de PX .

Pour tout entier n > 0 , on considére 1l'application hn de PX x A" dans
XA+2 qui associe & (v,t4,...,tn) le point (v (0),Y(t4),...,¥(tn),Y¥(1)) de
M1 (X) = X**2 | En généralisant un peu le point de vue du n° 2.3, on peut définir
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des formes différentielles sur PX x A? ; on connait aussi le procédé d'intégra-
tion partielle (ou d'image directe) qui, d une forme différentielle A de degré

n+p sur S x A? associe la p-forme A = A sur S . Grice a l'artifice

JAn
d'envoyer de (vraies) variétés S dans PX , on étend ce procédé aux formes dif-
férentielles sur PX x AN .

Soit alors u = (Wo,H1,...) un élément de I ; pour tout entier n2> 0 ,
la forme différentielle hjw, de degré n+p est définie sur PX x AR . On pose
I(w = 2, JAn h*W, ; sous réserve de convergence de la série, c'est une p-forme
sur PX .Ona dI(w) =1I(v) sil'élément v =du + An de rP*l est gefini par
la formule (31).

Le cas le plus usuel est le suivant : on se donne n formes différentielles
Qi,e0.,0n dedegré 1 sur X, onpose Hn =1 xQq X...X0n x 1 et um=0
pour m# n . On cbtient un élément w de I'° et I(u) est une fonction de

classe C° sur PX , dont Chen note J Qq...0n la valeur en Yy . Naturellement,
Y
les intégrales itérées du n°® 1.6 sont des cas particuliers de cette construction.
2.5. Fixons deux points a et b de X , et notons Pa bX 1'espace des chemins
’
d'origine a etextrémité b . On peut modifier les définitions précédentes et
définir un camplexe de Chen 1"6'l p et une intégrale itérée
4

Iyt r‘é L a* (P&1 bX) . Le théoréme fondamental de Chen [C 1] affirme que

r 4 ’
1'homoLogie du complexe Il p cateule La cohomoLogie singulitrne de £'espace

4

Pa pX de chemins au moins Lorsque X est compact et simplement connexe. En par-

’

ticulier, pour a =b , on obtient la cohamologie de 1'espace des lacets de X .

2.6. Un autre type d'application concerne la définition de fonctions multifonmes
au moyen d'intégrales itérées. Si a et b sont deux points de X , on note
na'bx 1'ensemble des camposantes connexes par arcs de Pa,bx ; en particulier,
Ha,aX est le groupe fondamental m,(X,a) de X . On peut en fait définir un
espace quotient IIX de PX qui est un revétement de X x X , et tel que Ha,bx
soit sa fibre au-dessus du point (a,b) de X x X ("groupoide de Poincaré" de
X ). Choisissant un point-base a dans X , on réalise le revétement universel X
de X comme la sous-variété de IIX , réunion des Ha,bx y pour b parcourant X .
Soit alors uw = (Mo,H1,...) un Elément de I'° ; autrement dit, un est une
forme différentielle de degré n sur X2 , Alors I(4) est une fonction sur
PX ; elle se descend en une fonction F sur IIX si et seulement si sa restriction

a Pa bX est localement constante pour a,b fixés. Sous forme différentielle,
4
ceci se traduit par le systéme d'équations

n . .
(32) a, + 2 D™ @Ry, =0

i=1
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Si, d'aventure, on veut calculer la différentielle dF , on conbinera les formules
(31) et (32) qui donnent dI(w) = I(v) avec

(33) vn = (17 (@) *un+r = (@) *Unes

Par choix d'un point-base a dans X , on restreint la fonction F en une fonc-
tion F sur le revétement universel X de X . C'est la fonction multiforme sun X
associée & W .

2.7. Il est temps de revenir a la monodromie. Soit w = (wij) une matrice m x m

de 1-formes différentielles sur X . On considére le systéme différentiel dF = wF,
ou plus explicitement

m

(34) aF, = 2 w,. F. ur 1<i<m.
e S T *

Le thanspornt paraflfiéle s'exprime par la formule

(35) Uy) = 2 ( w .

e W (n facteurs w )
n>o J

pour tout chemin Yy (généralisation du n° 1.6). Autrement dit, l'application
Y+ Uy) = (Uij(Y)) de PX dans GIn(T) est donnée par Ul] I(Qij) ot
Q.=(Q.. ,0

15 3,0 94,17 ...) est 1l'élément de TI'° décrit comme suit :
’ I

(36) Qij,n = i1..z.:in_1 1 x wiil x wiliz X .. X win—lj x 1.

La condition d'intégrabilité du systéme (34) s'écrit classiquement sous la
forme dw - w A w=0, ouexplicitement

m

(37 dogy = T O A Yy
Pour que la matrice U(Y) , pour des chemins d'extrémités fixées a et b , ne
dépende que de la classe d'hamotopie [y] de Y , il faut et il suffit que les
formes Qij,n satisfassent a la condition (32). Un calcul facile montre que cecd
Gquivaut a La helation d'intégrnabilité (37). S'il en est ainsi, apr@s choix d'un
point-base a , fa représentation de monodromie M : T4 (X;a) — GLp(T) est
donnge par M([Y]) = U(y)

2.8. On introduit 1'algébre Ap =C <Tl,. . .,Tp> des polyndmes en des variables
non commutatives Tl' e ,Tp . Le plus petit sous-espace vectoriel de A _ con-
tenant les variables Tl""’Tp et stable par le crochet [u,v] =uv - vu est
1l'algébre de Lie libre £p . I1 existe un homomorphisme d'algébres

c: Ap——»Ap ®Ap caractérisé par c(Tj) =T.®8®1+1 ®Tj et 'Ep se compose
des éléments u de Ap tels que c(u) =u® 1+ 1®u . On considére aussi
1'algébre Ap = (I:<<Tl,.. .,Tp>> des séries formelles en Tl" ..,Tp et 1'adhé-

rence £p de £p dans Ap ; caractérisation de £p analogue a celle de £p
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(pour tout ceci, lire Bourbaki [A 2], chap. 2).
Soient al,...,ap des 1-formes différentielles sur X , et soit
w=Toa + ...+ Tpap . Reprenant la formule de transport paralléle (35), on est

171
conduit 3 introduire les séries formelles

38 U = X z <J a. ...a.\.T. e T, .
9 (Y) n>o iq...in Y 14 ln} 14 in

Soient ul,...,um,uml,...,u des 1-formes sur X . Pour tout chemin Yy , on

mn
a la relation "des shuffles"

(39) ' {Y W ...umJ[Y W ...umm=cE,JrY

Yo(1) = Youn)

ol o parcourt l'ensemble de toutes les permutations dans S S croissantes sur
les intervalles [1,m] et [m+1,m+n] . Géométriquement, cela revient & décom-
poser A" x A" en simplexes. Il n'en faut pas plus pour établir la relation
c(U(y)) = U(y) ®U(y) , qui signifie que £a sénie log U(y) appartient a L'algebre
de Lie I’p (pour ceci, voir Ree dans [C 4]).

3. INTERLUDE : LA THEORIE DE HODGE

3.1. Quelques notations pour commencer. On note X une variété algébrique com-
plexe lisse (sans point singulier), d sa dimension complexe, et 1l'on introduit
divers espaces de formes différentielles

an (X) formes différentielles de degré n et de classe ¢ ;

Q1 (X) formes différentielles de degré n holomorphes ;

FPa" (X) formes qui sont localement décomposables en somme finie de formes a A B
avec o holomorphe de degré p et B de degré n-p et de classe C ;

®9(x) formes localement décomposables en samme de termes f o A B avec une
fonction f de classe C. , a holamorphe de degré p et B holomor-
phe de degré gq (M,

On peut naturellement remplacer X par n'importe quel ouvert de X , d'ou
la définition des faisceaux an , @0 , FPa” , @’ , si F est 1'un de ces fais-
ceaux, a £'exception de Q" , on a H]‘(X,F) = (0 pour tout entier i > 0 .

3.2. Pour un espace tel que X , il y a identité entre cohamologies singuliére,
de Yech et de de Rham. On peut donc considérer que HE = H*(X,C) est le n-iéme
groupe de cohomologie du complexe de de Rham a'(X) . On a une suite décroissante

de sous—complexes

M Si u est un nombre (ou une fonction, une forme,...) complexe, on note u
le complexe conjugué de u .
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a" (¥ =75 a"(x DFl A" (X) D ... DFP a°(X) :f‘p"l a’(X) D ee. .

On note Fpﬂg 1'image dans H?: du n-iéme groupe de cohomologie du sous-complexe
P a (X de a (X) ; on a donc une suite décroissante de sous-espaces
_ 0 1. n 1 1 _

H;— H?:DF Ha:3...:>E‘pl-l‘g;:Fp+ HED...DEanDFm HE—-O,
qu'on appelle la filtration de Hodge de la cohomologie de X .

I1 résulte aussitdt du lemme de Dolbeault que le g-ime groupe de cohomologie
du camplexe F a’(x) /F'! a'(x) s'identifie 3 HI(X,P) (cohamologie du fais-
ceau € ). De la filtration du complexe a®(X) par les sous-complexes P a’ (%) '
on déduit une suite spectrale

9 = 1x,00) = 0 .

3.3. Supposons que X 404t une varlété projfective, donc campacte. Il résulte de
la théorie de Hodge des formes harmoniques que £a suite spectrale précédente dé-
génere au niveau E. . Autrement dit, notons gPrd (X,L) (ou simplement ubrd )

le sous-espace de ng formé des classes de cohamologie ayant un représentant

dans a®'9(x) . on peut identifier H'? 3 Hq(X,QP) . De plus, on a

(40) HE = ® pPd
ptg=n
(41) P HE = @ gt
rzp
(42) HI'P = gPrd

pour p+g=n .
Deligne exprime ces propriétés en disant que la filtration de Hodge définit une
structune de Hodge de poilds n sur Ha:" . Des formules précédentes, on déduit

(43) gPrP - P H; n P H‘;

et la décamposition en les sous-espaces 9 ge HE est donc déterminée de
maniére univoque par la filtration de Hodge.

3.4. La grande innovation de Deligne [E 2] concerne le cas des variétés algébri-
ques non compactes.

Supposons donc que X soit le complémentaire dans une variété projective
lisse X d'un diviseur D & croisements normaux. Dans un certain nonbre d'exem-
ples intéressants, X est naturellement donnée ; son existence pour X arbitraire
est un corollaire du théoréme de Hironaka sur la désingularisation.

Explicitons 1l'hypothése de crodsements noamaux : il existe une suite décrois-
sante )_(O =) }_(1 S...D )_(d de sous-variétés algébriques de X avec Xo = X ,

)_(1 =13 ' Xj de dimension complexe d-3j , et de plus en tout point x de
XRSNX )= Xr , on peut trouver un systéme de coordonnées locales holomorphes
Zyreees2q SUC X telles que D soit décrit au voisinage de x par 1l'équation

2y .- zr=0.
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Pour calculer la cohamologie de X , on utilise la suite spectrale de Leray
pour l'inclusion j de X dans X . Ceci nécessite la considération des fais-
ceaux qu* C sur X : la fibre en un point x de X de qu*ﬂi est la limite
inductive des groupes Hx n U,f) ol U parcourt les voisinages ouverts de x
dans X . Ces faisceaux sont déterminés au moyen de 1'hypothdse de croisements
normaux qui assure qu'en un point de Xr la paire X,X se comporte camme la
paire CEd ’ o*t « (Bd_r a 1'origine de CI:d .

Deligne introduit la filtration des formes différentielles par le poids.

Pour tout entier s tel que 0 < s < n , on définit le sous-espace W +nan (X) de
an(X) comme suit : les formes différentielles de degré n sur X qui localement
en un point x de Xr s'écrivent

dz4 dz,

1
(44) w= z a, 2 S 1
Iij<ooigr 1ottt Py Zig

avec des formes a.; de degré n-s et de classe ¢ au voisinage de x

(P §
- 1 S
dans X , et un systéme de coordonnées Zyreeer2q cOmme plus haut.

On note ensuite W_,  H' le sous-espace de H formé des classes de coho-

stn C C
mologie qui ont un représentant dans W +nal’l(x) . La flthation parn Le podds de Hg
est la suite croissante de sous-espaces
(45) OCwnHECWmlHEC"'Cw2n—1HECW2nHE=HE'
On convient de poser th3=0 si t<n et th8=Hg:‘ si t > 2n . Le point

capital est que ces espaces W H{E de HE ne dépendent que de X et non du
plongement de X dans une variété X compacte et Lisse.

3.5. Résumons la situation. On écrit H% pour H'(X,Z) et l'on définit de méme
Ha .

a) Hz est un groupe commutatif de type gini ;

b) on peut identifien Ha; a CD(X)zH% et HE a C® Hy .
Par ailleurs, sur p + on dispose d'une Ltration de Hodge, c'est-a-dire une
suite décroissante de sous-espaces Y I% (pour p dans Z) et d'une §ltra-
tion par Le poids, c'est-d-dire une suite crodissante de sous-espaces W, HE (pour
r dans Z). Les propriétés suivantes sont valables :

c) AL existe des sous-espaces W H; de £'espace vectoried HB sun Q@ ,
tels que W_ HE =C ®(D W HB (la filtration par le poids est définie sur le
corps (@ des nambres rationnels) ;

d) on pose Gr‘]’:‘7 H(Il:1 =W, Hg/wr—l H; et on Le munit de La giltration définie
par Les images des sous-espaces FP H{El nw, H{DI ; avec cette fltrnation, Gr‘g H;
est une structure de Hodge de podids r au sens du n® 3.3.

Ce sont ces propriétés que Deligne prend pour axiomes des structures de Hodge

mixtes .
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3.6. D'aprés la propriété d) précédente, 1'espace Grv; Hg se décompose en samme
directe de sous-espaces H;,q (pour p+qg =r ). La dimension h" de H& est
donc égale a p?q h;,q , ot h;,q est la dimension de H;,q . Dans le cas qui
nous intéresse ici, on a hg,q =0 , sauf éventuellement si p<n, g<n et
p+g2n . Si le groupe Gr‘l*l H&‘ n'est pas nul, on dira que le poids r inter-
vient dans le groupe de cohomologie H&‘ = HR(X;C) ; seuls les poids
n,n+1,...,2n peuvent intervenir. ILe poids n correspond i 1'image Wn I-%
de 1'homomorphisme de restriction de H™(X,C) dans H*(X,C) .

Supposons qu'on ait X =P'(C) et D= {0,0} , d'odl X =CT* . On note Z(-1)
la structure de Hodge mixte sur H'(C*,T) . On identifie cet espace 3 T en
prenant pour base la classe de cohomologie de dz/z , d'olu Z(_l)ﬂ: =C . Les
classes de cohomologie entidres sont les multiples entiers de dz/2niz , d'ol
Z(’-l)Z = (2ni)~'Z . Enfin seul le poids 2 intervient, WlZZ(-l)m =0,
W,Z(-1), =T, et 1'ona Hlll = @ . Autrement dit, Z(-1) est pur de poids 2,
de type (1,1) .

4. JACOBIENNES GENERALISEES

4.1. soit X une surface de Riemann compacte, de genre g . Choisissons un point-

base a de X et une base al,...,o.g de 1l'espace Q'(X) des 1l-formes holo-

morphes sur X . Enfin, soit X le revétement universel de X basé en a . On

z z
définit 1'application ¢. de X dans @3 par o_(z) = (r [« TF a )
a a Ja 1 g
soit A 1l'ensenble des vecteurs de €2 de la forme (JY Qyrenes J cxg) ol Y
Y

.
’

est un lacet au point a . Il est bien connu que A est un sous-groupe discret
de @ isamorphe & z%9 . La jacoblienne J(X) est le tore complexe ad/n , et
1l'on peut construire un diagramme commutatif

?

p p

(0]
X—2 LI

analogue a celui du n° 1.8.

4.2. On peut procéder de maniére plus générale et plus invariante pour définir la
variete d'Albanese Alb(X) d'une variété algébrique projective et lisse X .
Tout d'abord, si un espace vectoriel V est muni d'une filtration par une
suite décroissante de sous-espaces P v , on note P v le sous—-espace du
dual V¥ de Vv orthogonal & Fl-p V ; on obtient ainsi une filtration décrois-
sante sur V¥ et 1'espace Ger v =P V"‘/F‘p"'l v* est le dual de 1'espace
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Gr;,p v=rFPv/FP" v . on utilise des conventions analogues pour une filtration
croissante (wn V) nez * On peut ainsi définir le dual d'une structure de Hodge
mixte.
Sur l'espace H'(X,L) la filtration de Hodge se décrit ainsi
F° H'(X,L) = H'(X,C) , F' H'(X,T) = Q1 (X) , F2 H' (X,C) =0 .

Sur le groupe d'homologie Hs = H4(X,L) dual de H'(X,T) , on a donc la filtra-
tion de Hodge
Hi =F"1H, D> F° Hy o F1 H, =0 .
La variété d'Albanese est alors définie par
Alb(X) = Hq (XIZ)\H1 (le) /FO Hq (Xlﬂ:) H

l'espace H,(X,L) /F° Hq(X,C) s'identifie au dual Q'(X)* de Q1(X) . Choisis-
sons un point-base a dans X , et notons X le revétement universel de X .

z
On définit une application 'tb'a de X dans Q' (X)* par <'<B'a(z) o> =J" ® pour
a

dans Q'(X) ; cette intégrale est bien définie car on a dw = 0 . Par passage au
Hq (X,Z) \ Q1 (X)* .

quotient, on définit l'application @, de X dans Alb(X)

4.3. Nous rappelons maintenant quelques points de la théoiie de Maleev des groupes
nilpotents (1, Pour 1l'instant, X est une variété différentielle ; on choisit un
point-base a et l'on pose T = mq(X;a) . On supposera que T est engendré par
un nombre fini d'éléments, ce qui est le cas si X est une variété algébrique
camplexe.

Soit €n 1l'algébre du groupe m & coefficients complexes, formée des som-
mes g4inies éagg . On identifie le dual de @n & l'espace vectoriel F(m) des
fonctions complexes sur 1 . On note J 1'id8al bilatére de Cn défini par la
relation gag=0 ,d'od Tn/ T =C,et JO=Cn, J'=J , J2=3J.J,... les
puissances de J . On désigne, pour tout entier s > 0 , par Fs (m) 1l'orthogonal
de 5% dans F(n) ; c'est donc 1l'ensemble des applications f de m dans C
telles que

<E,(1-g)) ... (1-g)>=0

pour g ,...,9. dans T . On a défini une suite croissante Fs () de sous-espa-
ces de F(m) , et 1'on note F_(n) leur réunion.

Si m est le groupe Zn , Fs (t) se campose des fonctions qui sont res-
triction & Z" d'une fonction polynamiale de degré < s sur RD , et F_(m) est
l'espace des fonctions polynomiales sur T .

Dans le cas général, disons qu'une représentation linaire o : mw — GL(V) ,

(M Voir Quillen dans [D 3].
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ol V est un espace vectoriel de dimension finie sur @ , est widipotente (M si
1'opérateur - o(g) est nilpotent pour tout g €mn . Alors F_(m) se compose
des coefficients des représentations unipotentes de 1 . Comme d'habitude, on
identifie F(m) ® F(m) & un sous-espace de F(n x m) , de sorte que f, ® f, soit
la fonction (g4,92) > £4(g4) f2(g2) . On vérifie alors que F (M) est une
sous-algébre de F(n) (pour la multiplication (£4f2)(g) = £4(g) f2(g)) et qu'il
existe un homomorphisme d'algébres ¢ de F_(n) dans F m & F (M) tel que
(cf) (91,92) = f(g192) pour £E€F (1) et g;,9a dans m.

Autrement dit, F_(n) est une bigebre au sens de Bourbaki (d'aucuns disent
algébre de Hopf). Notons G_(C) 1'ensemble des homamorphismes d'algébres de F (M
dans € ; grdce au coproduit c¢ , on définit sur G,(T) wune multiplication qui
en fait un groupe. Il s'agit de l'ensemble des points complexes d'un schéma affine
en groupes G_ = défini sur @ ; on peut donc aussi considérer le sous-groupe G (@
des points rationnels.

Pour tout entier s> 0 , FS () est un espace vectoriel de dimension finie
formé de fonctions sur G , et son dual s'identifie 3 Crt/Js+l . S1i g estun
point de G_(T) , 1l'application £ — £(g) de F (n) dans € définit donc un
élément Yq (g) de tl:n/.Jsﬁ"1 . L'application g l—> Yg (g) est un hamomorphisme
de G_(T) dans le groupe multiplicatif (]:n/Js+l d une algébre de dimension
finie sur € ; 1l'image de Yg est un groupe algébrique affine unipotent G c) .
Camme tout élément de G (C) est de la forme 1+u avec u dans J/Js +1 (donc
nilpotent), 1°' exponentlelle et le logarithme fonctionnent bien. Il existe donc
une sous-algébre de Lie 3 de (I.‘rL/Js +1 (pour le crochet [u,v] =uv - vu)
telle que l'exponentielle soit une bijection de g, sur Gs (T) ; il est clair
que g est 1l'algébre de Lie du groupe de Lie complexe Gy (C) . En fait, on peut
considérer Gy comme un schéma en groupes sur @ , d'ol une forme rationnelle gg
de 1l'algébre de Lie g, avec g =T ®(D g(n

Le groupe G_(T) est la lim.1te projective des groupes Gs (C) et son algébre
de Lie g celle des g - Notons I'm o> I?nt > ... la suite centrale descendante
du groupe m , et TI''G_>TI2G_ > ... celle dugroupe G_= G _(T) ; notons aussi
r“gm = Fzgm > ... la suite centrale descendante de l'algébre de Lie g -Ona
alors des isamorphismes

1
@ =¢ /e, g =g /g,
rPe /r* g = o/t R, C=r°g /g

On pose GS(Z) = n/l"s+1n . On a un homomorphisme naturel de GS(Z) dans Gs(u:) ’

(M Voici 1'apparition de la "monodromie unipotente" du titre de 1'exposé
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dont le noyau est un sous—groupe fini de Gs (Z) et l'image un sous-groupe discret
de GS(GJ) . En particulier, on a G1(Z) = H1(X;Z) et G:(L) = Hq (X;C) .

4.4, Explicitons le lien entre ces groupes Gy et les intégrales itérées, en dé-
crivant un résultat da & Chen et Stallfings.

On a fixé un point-base a dans X . On définit comme suit une variante du
camplexe de Chen I'* . Pour tout entier n 2 0 , on note M‘; (X) la sous-variété
ax X xa de M(X =x*2, d'olunevariété cosimpliciale M;(X) . Le complexe
l"; est un quotient de I'" ; pour tout entier p = 0 , un élément de ]"z est une
suite (un) >0 ol un est une forme différentielle de degré n+p sur
ax X xa.ladifférentielle d+4 de I® dans rg*l est encore décrite par
la formule (31) du n°® 2.2.

Pour tout entier s > 0 , on note Bs l"g le sous-espace de l"g formé des

suites aveC Un =0 pour n > s . On obtient ainsi un sous-complexe

) >0
By F‘; de 1"6'1 . L'espace H° (I"a'l) est ainsi filtré par les images BS H°(l";;) des
groupes de cohomologie HC (Bs l"a“) .

L'intégrale itenée deéginit alors, pour tout s 2 0 , un Lsomorphisme de
B, H° (1"‘_:‘1) sun Fs (1)
4.5. On revient maintenant au cas d'une variété algébrique lisse X ; on la sup-
pose donnée sous la forme X\D come au n° 3.4, avec un diviseur D & croise-
ments normaux. On dit qu'une forme différentielle de degré n est d singularnitis
Logarnithmiques si elle appartient & Wen aP(X) . Avec les notations précédentes,
on dit qu'un élément u = (Wo,MU1,...) de I‘g est & singularités logarithmiques
si chaque un est samme finie de formes du type 1 x wy x...x wn x 1 , ol
W1,...,0n sont a singularités logarithmiques. On obtient ainsi un sous-camplexe

I"; 1 de F‘; . On peut encore filtrer ce complexe par les sous-complexes
’
9. _ . = : . '
Bs rJ n Fa, 1 Bs Fa, log - En passant a la cohamologie, on obtient 1'espace

o (e P . . ° . _
H (Fa,log) filtré par les images des cohomologies H (Bs ra, log) , notées
B_ HO(I ) .
s a,log

La démonstration de Chen et Stallings s'adapte : £'{intégrale (ténée déginit

) . 0 (e
un Lsomorphisme de B, H (Fa,log) sun Fs(n) .

4.6. Le résultat précédent est la clé pour la définition d'une structure de Hodge
mixte sur T = T4 (X,a) . Celle-ci a d'abord &té construite par Morgan [D 2] par
utilisation des méthodes d'homotopie rationnelle développées par lui-méme et
Sullivan ; la méthode des intégrales itérées est due 3 Hain [F 3].

Pour tout entier n > 0 , la variété X" est le complémentaire d'un divi-
seur & croisements normaux dans X . Pour les formes différentielles de classe C
sur X , on peut donc définir la filtration de Hodge et la filtration par le

poids. On en déduit successivement des filtrations F et W sur I

a,log ’ sur
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By F:;,log ,sur H° (rz;,log) et sur Bs Ho (Fé,log) . Campte tenu de 1'isomorphisme
dun® précédent, onaboutit & la définition d'une structure de Hodge mixte sur Fs () .

On transfére ensuite par dualité, comme au n° 4.2, ces filtrations F et W
au dual WJS +1 de FS () , puis on induit sur le sous-espace L de Crt/JS +l .
La conclusion est qu'on a construdit une sthucture de Hodge mixte sun L'algébre de
Lie 8 du groupe de Lie complexe nilpotent Gy (@ .

4.7. Les filtrations F et W sur 8y sont campatibles avec le crochet de Lie
en un sens évident. On peut donc repasser des algdbres de Lie aux groupes. Résu-
mons la situation acquise :

a) pour tout entier s 20 , on a constult un schéma en groupes Gy » afgine,
de conps de base @ ;

b) on a constrult une suite croissante (Wn Gs)nSO de sous-schémas en
groupes de G i

c) Le groupe G (T) des points complexes de Gy est un ghoupe de Lie com-
plexe simplement connexe et nilpotent, donc L'application exponentielle est un
Lsomonphisme de varniétes analytiques complexes de g, sur G (T) ;

d) Le quotient G (z) de mq(X;a) par Le sous-groupe rstl m, (X;a)  est un
ghoupe nilpotent a un nombre find de générateurs ; (L 8'envode dans G (@) par
un homomorphisme a noyau §ind, et dont L'image est un sous-groupe dischet ;

e) on a comstwit we suite décroissante (FP Ge) oo de sous-groupes de Lie
complexes de Gy (c) .

C'est en ce sens qu'on a muni T4 (X;a) d'une structure de Hodge mixte. On
peut aussi le faire pour les groupes d'homotopie supérieurs ni(x;a) avec la
simplification que ce sont des groupes commutatifs de type fini, et qu'on peut
se rapporter aux définitions de Deligne données en 3.5 ; Morgan [D 2] et Hain
[F 2] 1'ont fait, chacun par ses méthodes.

Signalons aussi que Hain et Zucker [F 5] ont donné une caractérisation de
la structure de Hodge mixte sur m4(X;a) en termes des "variations de structure
de Hodge mixte", un sujet important pour 1l'étude des "modules".

4.8. La déginition générale de La variété d'Albanese a été donnée par Hain et
Zucker dans [F 5]. On pose

Alb_(X) = G_(Z) \ G,(@ / F° G (T) .

On remarquera que la variété analytique complexe Gg (T) / F° Gy (C) est simplement
connexe, et que le quotient de GS(Z) = n/I“S+ln par son groupe (fini) de torsion
opére librement et proprement sur GS () / F° GS (C) . Lorsque X est projective
et lisse, on retrouve la variété Alb(X) définie au n° 4.2 comme le cas parti-
culier s =1 .

La situation se simplifie beaucoup lorsque toute 1-forme diff3rentielle holamorphe
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sur X est nulle (R'(X) = 0) ; ceci se produit en particulier si X est le
ccxnplémentalre d'une hypersurface & croisements normaux dans 1'espace projectif
P (T) (cas étudié abondamment par Aamoto et Kohno [G 1, G 4, G 6]).

Supposons donc qu'on ait Q'(X) = 0 . On a alors F° G, =0, d'on

Alb_ (X) = G, (zZ) \ G, (@ .

Il s'agit de décrire l'algdbre de Lie 5 . Notons QP (X log D) 1l'espace
P n W, 2p aP(X) des formes dlfferentn.elles holamorphes de degré p sur X, a
singularités logarithmiques le long de D . Ces formes différentielles sont fer-
mées, d'oll un homomorphisme

c, P (X log D) — HP(X;T)

qui est bijectif pour p =1, injectif pour p = 2 . Le produit extérieur des
formes définit une application linfaire &, de A2 Q'(X log D) dans 02(X log D) ;
identifiant le dual de Q'(X log D) & H4 = Hq(X;T) , la transposée de &, est
une application linéaire de Q2(X log D)* dans A2 H, , dont on note R2 1'image.
Introduisons l'algébre de Lie libre f(H,) construite sur l'espace vectoriel Hy ,
et gradue de mani€re naturelle par des sous-espaces £p (H4) : on a

Lo(H4) =0, £L4(H4) =Hq , L2(H4) = A2 Hy .

Alors g_ s'ddentifie au quotient de L(Hy) par L'idéal engendré par
R, + ‘Cs+l (Hl) .

Comme Hs et Q7(X log D) sont en dualité, on dispose d'une forme Qiffé-
rentielle canonique Wy dans Q'(X log D) ® Hy . On l'interpréte comme une forme
différentielle holamorphe & coefficients dans 1'algébre de Lie 8 » et 1'on plonge
gs dans l'algébre associative CI'I'./JS +1 . Alors W satisfait a la condition
d'intégrabilité dm + Wy A g =0 en vertu de la définition de R, . On peut
alors jouer le jeu habltuel :

a) Antroduire Le nevitement univernsel X de X basé en a ;

b) 44 v es% un chemin dans X , d'ornigine a et d'extrnémité b, calewlen
Le transpornt parallile par La sérnie U (y) = n§o -I[Y Wy e ee

c) La condition d'intéghabilite dm to, Aw, =0 asswe que Ug (Y) ne
dépend que du point de X comeApandaM d'ou. une application hoﬁomo&phe U de
X dans (I}rL/JS+l ;

d) L'application U prend ses valeurs dans G (C) et définit par passage
aux quotients une application holomorphe u de X dans sa varnieté d'Albanese.
AlbS (X) = GS () \ GS ) .

On renvoie 3 Hain et Zucker [F 5] pour les constructions i faire dans le

cas général oi Q'(X) n'est pas nul.
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4.9. A titre d'illustration, le lecteur est invité 3 étudier le cas X =P'(I) et
3 retrouver par spécialisation les constructions du n° 1.8.

Kohno a beaucoup étudié le cas oi X est le complémentaire d'une famille
finie d'hyperplans dans ]Pd(cc) . En particulier, supposons que X soit 1l'ensemble
des vecteurs dans G:d 3 coordonnées toutes distinctes ; par définition m,(X) est
le groupe de tresses. L'étude des représentations linéaires liées & la monodromie
de X permet de retrouver et généraliser certains des résultats de Jones (voir

[G 4], [G 5] et [G 7]). Faute de place, nous abandonnons le lecteur & sa curio-
sité ...
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