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Séminaire BOURBAKI Juin 1991
43éme année, 1990-91, n°742

POLYTOPES SECONDAIRES ET DISCRIMINANTS

par Francois LOESER

INTRODUCTION

Le but de cet exposé est d’expliquer pourquoi dans 4p® + 27¢% on a
4 = 22 et 27 = 3%. A la suite de leurs travaux sur les fonctions hy-
pergéométriques associées a des variétés toriques [G-K-Z 1], Gelfand,
Kapranov et Zelevinsky ont introduit un nouvel objet combinatoire as-
socié & un ensemble fini de n points A dans R* : le polytope secondaire
QQ(A), décrit a l’aide des triangulations * de A et plongé dans R™. Un
de leur résultat principal [G-K-Z 2], que nous allons décrire dans cet
exposé, est que QQ(A) est le polyedre de Newton d’un discriminant as-
socié a A. De plus ils donnent une formule explicite pour les coefficients
des mondmes extrémaux de ce discriminant. En particulier ce sont tou-
jours, au signe pres, des produits d’entiers de la forme NV. Récemment,
Kapranov, Sturmfels et Zelevinsky [K-S-Z] ont donné une présentation
plus conceptuelle de ces résultats en terme de dégénérescences toriques

et de formes de Chow.

Le plan est le suivant. La section 1 est consacrée a la description
du polytope secondaire, de ses sommets et de ses arétes. Dans la sec-
tion 2 on énonce les principaux résultats sur les polyédres de Newton

des discriminants. On donne quelques exemples classiques (pour lesquels

* de telles triangulations avaient été considérées antérieurement par
O. Viro, en géométrie algébrique réelle (cf. [V]).
S.M.F.
Astérisque 201-202 - 203 (1991)
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F. LOESER

les résultats sont cependant nouveaux) en 3. Dans la section suivante,
plus technique, on donne une interprétation géométrique du discriminant,
qui permet dans la section 5 de présenter la démonstration de Gelfand,
Kapranov et Zelevinsky. On expose briévement (section 6) le lien avec
les fonctions hypergéométriques. Les sections suivantes sont consacrées 3
I’approche récente de Kapranov, Sturmfels et Zelevinsky. Dans la section
7, on expose des généralités concernant les dégénérescences toriques et les
polytopes de Chow, et dans la suivante les résultats de Sturmfels sur les
idéaux toriques et les éventails de Grobner. Ceci nous permet de présenter
dans la section 9 les résultats de Kapranov, Sturmfels et Zelevinsky con-
cernant le polytope de Chow d’une variété torique, desquels on déduit,

dans la section 10, une autre démonstration des résultats principaux.

N.B. La théorie de 1’élimination, des résultants et des formes de Chow
a une longue histoire. Faute de compétence nous ne tenterons pas de
la retracer ici. C’est donc par choix délibéré que les références données
sont exclusivement modernes. Signalons cependant que 'interprétation
du résultant comme déterminant d’un complexe de Koszul (cf.7.5) semble
remonter, au moins en partie, a Cayley, et qu’elle a été développée dans un
cadre général par E.Fischer (I"Jber die Cayley’sche Eliminations-methode,
Math. Z. 26 (1927), 497-550).

0. CONVENTIONS ET NOTATIONS

Pour k > 1, on note [k] = {1,2,---,k}. Si X C R, on note Q(X)
I’enveloppe convexe de X.

Si M est un réseau de rang r dans R", la forme volume associée &
M sur M ®z R est la mesure de Lebesgue normalisée de telle sorte que
le volume d’une maille du réseau soit r !, c’est-a-dire que le volume d’un

simplexe standard soit 1.
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(742) POLYTOPES SECONDAIRES ET DISCRIMINANTS

1. POLYTOPES SECONDAIRES

1.1 Rappelons qu’un éventail dans R™ est une famille finie (Cy)qaer de
cones
polyédraux telle que :

(i) Si C est une face de Cy, on a C = Cj pour un 3 € I.

(ii) Quels que soient o et B dans I, C, N Cjy est une face de Cy et Cp.

Un éventail (Cq)aer est complet si (J,c; Co = R™. A un polytope
K dans R™ on associe un éventail complet F(K) de la maniére suivante.

Pour tout point p de K, soit
C(K,p)={veR"; Vye K (v,p) < (v,9)},

(( , ) désignant le produit scalaire euclidien usuel). Si 7 est une face
de K, on définit C(K,7) comme étant égal & C(K,p), pour p un point
de l'intérieur relatif de 7. L’éventail F((K) est la famille des C(K, 1), T

décrivant I’ensemble des faces de K.

1.2 Soit A = {aj,---,a,} un ensemble de n points distincts de R* et
Q(A) l'enveloppe convexe de A, que I'on suppose de dimension k — 1.
Une triangulation de A est par définition une triangulation simpliciale T
de Q(A), telle que les sommets des simplexes de T appartiennent & A.
On notera: 7(A) ’ensemble des triangulations de A. Plus précisément
on voit un élément T' de 7(A) comme une famille (¢),¢7 d’applications
strictement croissantes, o : [k] — [n]. On associe & ¢ le simplexe &
enveloppe convexe des a,(;. Que T soit une triangulation de Q(A) est
équivalent aux deux conditions suivantes :
() Usera =Q(A).
(ii) Si o et o’ appartiennent & T, I'intersection & N &' est soit vide, soit
une face de 7 et '.
Plus loin on sera parfois amené, par abus de langage, & appeler les

G (et les o) des simplexes de dimension maximale et les faces des & (et

des o) des simplexes.
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1.3 A une triangulation T' € 7(A) on va associer, suivant [G-K-Z 2], un
cone polyédral dans R™ de la fagon suivante. On identifie tout d’abord
R™ a RA (si ¥ = (¥1,++,%n) € R", on écrit donc ¥(a;) = ;). Tout
vecteur ¥ de R" détermine une fonction continue g7, : Q(A) — R,
affine sur chacun des simplexes &, 0 € T, et telle que si a; est sommet
d’un simplexe &, gry(a;) = ¥(a;). On définit le cone C(A,T) comme
I’ensemble des 3 tels que :

(i) La fonction gr,4 soit convexe.

(ii) Pour tout a; € A, gry(a:) < ¥(a;).
(Un point de A n’est pas nécessairement un sommet de 7T'.) On vérifie
que F(A) = (C(A,T))reT(4) est un éventail complet.

1.4 On définit les subdivisions polyédrales de Q(A), ayant leurs som-
mets dans A de fagon similaire aux triangulations; ce sont des complexes
polyédraux au lieu d’étre des complexes simpliciaux. A tout vecteur 3 de
R™ associons une subdivision polyédrale Q, de Q(A), ayant ses sommets
dans A, comme suit. Soit Py, I’enveloppe convexe des points (a;, 3;) dans
R*+! ; on obtient Qy en projetant ’ensemble des faces compactes du
convexe Py + {0} x Ry sur R*. Une telle subdivision polyédrale est
dite réguliere. Pour 9 général, Q) est une triangulation. Si T est une
triangulation réguliere, il est clair que ’ensemble des v tels que Q =T
est égal & l'intérieur du céne C(A,T). On vérifie que, réciproquement,
si C(A,T) est d’intérieur non vide, T est réguliere. En général une sub-
division polyédrale est réguliére si et seulement si il existe une fonction
continue sur Q(A), affine sur chacun des polytopes de la subdivision et

strictement convexe (en un sens évident).
On notera 7°(A) ’ensemble des triangulations régulieres de A.

1.5 Tous les éventails complets ne sont pas nécessairement de la forme
F(K), avec K un polytope. Nous allons voir que c’est cependant le cas
de I’éventail F(A). Notons (ej,---,e,) la base canonique de R*. On
va définir, suivant [G-K-Z 2], un nouvel objet associé a A : le polytope
secondaire QQ(A).
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(742) POLYTOPES SECONDAIRES ET DISCRIMINANTS

DEFINITION 1.5.1 [G-K-Z 2].—
(i) SiT € T(A), on note ¢ le vecteur

o = Z VOl(a)(ea(l) 4+ -4 e,,(k)).
oc€T

(ii) On définit QQ(A) comme 'enveloppe convexe des ¢1, T € T(A).

THEOREME 1.5.2 [G-K-Z 2].—
Les deux éventails F(QQ(A)) et F(A) sont égaux. Plus précisément,
siT €T(A), on a
C(QR(A),¢1) =C(A,T) .
Démonstration. Comme les deux éventails sont complets, il suffit de

montrer que pour tout T € 7T (A),

(Remarquons en passant que cette inclusion donne directement que F(A)
est un éventail.) Il faut montrer que si ¢ € C(A,T), (¥, ¢é1) < (¥, d1)
pour tout 7" € T(A). Pour cela on remarque que, par définition méme
de C(A,T), on a gry(z) < gry(z) si T' € T(A) et z € Q(A). On a

donc
/ gT,¢($)d$ S/ ng,w(.I?)d.’L' .
Q(A) Q(A)

D’autre part on a

/Q(A) ora(eide =3 (

o€T

k
1
-]; Z gT’d,(aa(,-))) vol &

i=1
1
= E(d’ ’ ¢T> )

la méme égalité valant pour 7. Ceci donne bien (1) , ¢r) < (Y, ¢1). O
On déduit de 1.5.2 le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.5.3.— Les sommets de QQ(A) sont les ¢r ,
T e T°(A).
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Remarque 1.5.4. On peut étendre 1.5.3 aux faces de dimension quel-
conque de QQ(A) : les faces de QQ(A) sont en bijection (en fait on a un
isomorphisme d’ensembles partiellement ordonnés) avec les subdivisions
polyédrales régulieres de A. Si P est une subdivision polyédrale de A
on lui associe une céne C(A, P) défini comme pour les triangulations, et,
quand P est réguliere, C(A, P) coincide avec le cone normal de la face de
QQ(A) correspondant a P ([G-K-Z-2], [B-F-S]).

1.6 Nous donnons ici une construction de QQ(A) due a Billera, Filliman
et Sturmfels ([B-F-S]).

A Densemble A on associe la matrice (n, k) dont la i-eme ligne est
composée des coordonnées de a;. Soit n € A¥R™ le produit extérieur
des colonnes. Si o : [k] — [n] est strictement croissante on pose e, =
es1) N+  Negry € AFR"™. On étend {, ) & A*R", et on pose e(0) =
signe (1 , e,). Si T € T(A) on pose

or = Z e(o)es -

oc€T

On note U(A) l’enveloppe convexe des o1, T € T(A). Si T et T' sont

deux triangulations distinctes, on a

{pr, or) =|TNT'| <|T| = {pr , 1),

ce qui prouve que les sommets de U(A) sont exactement les @7 |,
T € T(A).

Considérons 7 :

A*R™ - R

<P—*Z((€i'|$0)/\ei, n e,

i=1

le produit intérieur - étant défini par (a A b,c) = (a,b - c). Le lien entre
U(A) et QQ(A) est donné par :
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PROPOSITION 1.6.1 [B-F-S] .—
On a légalité QQ(A) = n(U(A4)) .

1.7 Description des arétes de QQ(A)

Les parties de A minimales parmi celles qui sont linéairement dépen-
dantes sont appelées des circuits. Si Z est un circuit, 7(Z) a exactement
deux éléments notés, non canoniquement, Ty (Z) et T_(Z). En effet, soit
Zpe 7z app = 0 une relation linéaire non triviale entre les points de Z,
Zy={p€Z;ap>0}et Z_={p€ Z; a, <0}. On définit T, (Z),
resp. T_(Z), comme formée des simplexes Q(Z \ {p}) , p € Z,, resp.
Z_ .

DEFINITION 1.7.1.—
Soient T € T(A), Z un circuit. On dit que T s’appuie sur.Z si
(i) Les sommets de T appartenant & Q(Z) appartiennent & Z.

(ii) Le polytope Q(Z) est union de faces de simplexes de T.

(iii) Soit Q(I) un simplexe de dimension maximale de I'une des deux
triangulations de Q(Z). Si il existe J C A\ Z tel que Q(I U J) soit un
simplexe de dimension maximale de T, alors pour tout autre simplexe de
dimension maximale I' de la méme triangulation de Q(Z) , Q(I' U J) est

un simplexe de T'.

Si T s’appuie sur Z, T induit une triangulation de Z, disons T4.(Z).
On obtient une nouvelle triangulation de A4, sz(T), de la facon suivante :
on remplace les simplexes de la forme Q(IUJ) avec I € T4 (Z), J C A\Z
par les simplexes Q(I' U J) avec I’ € T_(Z). On a sz(sz(T)) = T. Les

dessins suivants fournissent des exemples.
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—_
. €« —

=P

Le résultat suivant décrit les arétes de QQ(A) :

THEOREME 1.7.2 [G-K-Z 2].— Soient T et T' deux triangulations
réguliéres de A. Les sommets ¢ et ¢ de QQ(A) sont reliés par une

aréte si et seulement si il existe un circuit Z C A sur lequel s’appuient T
et T' tel que T' = sz(T).

On aura besoin en 2.5 de la définition suivante.

DEFINITION 1.7.3.— Si T' = 5z(T), on note S(T,T') I'ensemble
des parties J de A\ Z telles qu’il existe I C Z, avec Q(I) simplexe de
dimension maximale d’une triangulation de Z et Q(I U J) simplexe de

dimension maximale de T'.

2. POLYEDRES DE NEWTON DE DISCRIMINANTS

2.1. Dans cette section et dans les suivantes on suppose A = {a,---,an}
C ZF. Les hypotheses suivantes seront de plus supposées satisfaites par
défaut.

(1) 11 existe une forme linéaire h : 7k — Z A coefficients entiers
telle que A C h~1(1).

(*2) Le groupe additif M(A) engendré par A est égal & Z*.

On notera S(A) le semi-groupe engendré par A, et M le réseau Z*.
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(742) POLYTOPES SECONDAIRES ET DISCRIMINANTS

2.2. Le discriminant A 4

On note V D’espace vectoriel C™ muni de coordonnées (cy,---,cp).
On identifiera V' a I’espace vectoriel des polynémes f =, .; ., ciz® €
Clzy,- -, zk]. Soit V4 ’adhérence de Zariski du lieu des f € V tels qu’il

existe g € (C*)* vérifiant :

0 0
f(z0) = %(xo) —m 5:{;(%) 0.

Par définition le discriminant A 4 € Z[cy, - - -, ¢,] est le polyndme irréduc-
tible, défini au signe pres, dont le lieu des zéros est égal & la réunion des
composantes irréductibles de codimension 1 de V 4. Cette définition sera

inchangée si les conditions (*) ne sont pas vérifiées.

2.3. Interprétation projective de Ay

L’interprétation d’un discriminant comme équation de variété duale
est tout a fait classique. Nous allons la détailler dans le cas présent.

Nous noterons V'V le dual de V et (y1, - - -, y» ) les coordonnées duales.

On a un morphisme :
iga 2 (CH S VY

(xl,"”xk) —_ (z‘al’...,xa")_

Les hypotheses () garantissent que i4 est une immersion. On note X9
le tore i 4((C*)¥) et X4 ’adhérence de Zariski de X9 dans VV. C’est une
variété torique (non normale en général). En effet 'action de (C*)* sur
X 4 définie par (y1,---,yn) — (2% y1,--,2%y,) si x € (C*)* prolonge
'action naturelle de (C*)* sur X$ par multiplication. Algébriquement
on peut voir X4 comme étant égale & Spec C[S(A)], le plongement de
X4 dans VV étant donné par :

la C[yl, ) yn] - C[S(A)]

yi — .
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La normalisée X/, de X4 est donnée par X/, = Spec C[R+S(4) N M].
On notera I4 le noyau de ¢4. C’est ’idéal définissant X 4 dans V'V.

Comme X 4 est conique d’apres (1), elle posséde une variété duale

XX C V. L’énoncé suivant est essentiellement tautologique :

PROPOSITION 2.2.1.— On a I’égalité X = V 4.

2.4. Le discriminant F 4

Dans la situation générale, les résultats de [G-K-Z 2] concernent les
discriminants F4 que nous allons définir et non les A 4. Nous donnons
ici une définition combinatoire des E4. Une description géométrique en

sera donnée dans la section 4. En 2.6 on expliquera comment passer de
Es a Ay

2.4.1. Soit 7 une face de Q(A). Dans ’espace vectoriel Rt il y a deux
réseaux naturels contenus I'un dans I’autre : le réseau M (S(7)) engendré
par le semi-groupe S(4) NR7 et M NR7. On note i(7, S(A)) I'indice du
premier dans le second.

Si S C M est un semi-groupe de type fini contenant ’origine, tel que
RS soit strictement convexe, engendrant un réseau M(S), et tel que
S — M(S) soit injectif, on note K_(S) = R4+S\ Q(S \ {0}). On définit
Pentier u(S) comme le volume de K _(S) relativement au réseau M (S).

Si 7 est une face de Q(A), on note S(A)/T I'image de S(A) dans
R*/Rr, et M(S(A)/7) le réseau engendré. On définit u(r, S(A)) comme
étant égal & u(S(A)/7).

2.4.2 DEFINITION.—
(i) Si T est une face de Q(A) on pose
m(r,S(A)) = i(7,S(A)) - u(r,S(A)) .
(ii) Le discriminant E 4 est le produit, défini au signe preés,
E4 =TAGSA)

T parcourant l’ensemble des faces non-vides de Q(A) (parmi
lesquelles figure Q(A)).
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2.5. Le résultat principal

On rappelle que si F' € C|cy,---,cp] est un polyndéme, F = ZpeN"
apcP, le polyedre de Newton de F, noté Nw(F'), est par définition I’enve-
loppe convexe dans R"™ des p tels que o, # 0. Le résultat principal de
[G-K-Z 2] est le suivant.

THEOREME 2.5.1 [G-K-Z 2].—
1) Le polyédre de Newton du discriminant E4, Nw(E,), est égal au
polytope
secondaire QQ(A).
2) SiT € T°(A), le coefficient du monéme c?* dans E4 est égal &
+[1,er(vola)™.

Ce résultat a le corollaire suivant, a priori assez surprenant : les
coefficients des mondémes extrémaux de E4 sont des produits d’entiers de
la forme NV avec N entier. Ceci généralise le fait que dans 4p® + 27¢2,
4=22 et 27 = 33 (cf. §3).

En fait Gelfand, Kapranov et Zelevinsky ont méme déterminé les
changements de signe des coefficients des monémes extrémaux reliés par

une aréte. Avec les notations de 1.7, on a :

THEOREME 2.5.2 [G-K-Z 2]).— Si on choisit un signe pour E4, on

peut écrire dans le 2) du théoréme précédent

(=P I (vola)*',

o€T

avec p(T) € Z/2Z vérifiant la propriété suivante : siT et T’ appartiennent
aTO%(A), et si ¢7 et ¢+ sont reliés par une aréte de QQ(A), alors

pT)-pT)= Y  k(JUZ)(vol QUJUZ)+1) mod?2,
JeS(T,T")

avec Z le circuit sur lequel s’appuient T et T' et k(J U Z) I'indice dans
Z"™ du réseau engendré par JU Z.
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Remarque : Dans [G-K-Z 2] la formule pour p(T") — p(T) n’est pas
correcte telle qu’elle est donnée ; en suivant la démonstration de [G-K-Z

2] on obtient la formule ci-dessus.
2.6. Passer de F4 a4 A4

Si S est un semi-groupe comme en 2.4.1, on définit, suivant [K],
Pentier v(S) = T(-1)°4™ 74(S N 1), 7 décrivant les faces du cone
R, S. D’aprés [K], on a toujours v(S) > 0, et v(S) = 0 si et seulement si
le semi-groupe S est isomorphe & N",r > 1. Rappelons (cf. [D]) qu’une
variété torique affine de la forme X = Spec C[C N Z"], avec C un céne
polyédral de dimension r, ayant l’origine comme unique sommet, est lisse
si et seulement si C' est de la forme Ryv; +--- + Ry v, avec (v1,+-+,vp)

une base de Z". On déduit de cela immédiatement 1’énoncé suivant :
PROPOSITION 2.6.1 [G-K-Z 2].— Si la variété torique X4 C V'V
est un cone sur une variété lisse (i.e. P(X4) C P(VV) est lisse), alors les
m(7, S(A)) définis en 2.4 sont tous égaux & 1. Autrement dit :

Ex = £lIA pn, )

T parcourant I’ensemble des faces non-vides de Q(A).

Ce résultat va permettre, quand P(X 4) est lisse, de déterminer ex-

plicitement Nw(A 4) & partir de 2.5.

Si 7 est une face de Q(A), on note vol, la forme volume sur I’espace

affine engendré par 7, normalisée par la trace du réseau Z*.

SiT € T(A), on note F;j(T) I’ensemble des simplexes o de dimension
J de T tels que & soit contenu dans une face de dimension j de Q(A),
notée (o).
On pose
$ri= Y Voli)7 (eaqry+  +ea(s) -
o€F;(T)
Ainsi ¢ coincide avec ¢ défini précédemment. On pose

k

Sr = Z(-—l)k—jd){r’j.

=0

.
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DEFINITION 2.6.2.— On note T(A) le quotient de T(A) par la
relation d’équivalence T ~ T' si et seulement si ®7 = ®7, et on note
T°(A) C T(A) ’ensemble des classes d’équivalence de triangulation régu-
liéres.

On déduit de la proposition précédente et du théoreme 2.5.2, le

résultat suivant :

THEOREME 2.6.3 [G-K-Z 2].— Si P(X,) est lisse alors
1) Nw(A4) est I’enveloppe convexe des @1 , T € T(A) et les som-
mets de Nw(A 4) sont les 7 , T € T°(A).

2) Si T € T°(A), le coefficient du monéme c®T dans A 4 est égal &

[T I [woraye o)™

J=00€F;(T)

3. EXEMPLES

Dans tous ces exemples P(X 4) est lisse.

3.1 Discriminant d’un polynéme i une variable

Soit P = c,x" 4+ c,_12""! 4 - .- 4 ¢p un polynéme d’une variable. Le

discriminant D(P) est défini classiquement comme
D(P) = c™*Iicj(Xi = X))?

A1, +, Ar étant les racines de P dans une cloture algébrique. C’est un
polyndme a coefficients entiers en les c;.

Soit A = {ao,---,a,} aveca; = (i,1) € R2. Il est clair (exercice) que
D(P) = £A 4. On voit que toutes les triangulations de A sont régulieres
et qu’elles sont décrites par les parties de {1,---,7 — 1}. Si T est décrite
par Q = {iy,---,4,} C {1,---,7 — 1} avec i; < --- < i, , ¢ est le point
de coordonnées dans R™+! :

To=11, Tr=T—1s, Tj =1lgt1 — k-1, &; =0 sinon

avec la convention que ¢g =0 et 1,41 = 7.
D’apres la proposition 2.6.1, E4 = +cyoc,A 4. Les théorémes 2.5.1 et

2.5.2 donnent maintenant directement le résultat suivant :
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THEOREME 3.1.1 [G-K-Z 3].— Les sommets du polyédre de New-

ton de D(P) sont les points de coordonnées ty = iy — 1, z, = r —

ts—1, %, = k41 — tk—1 , ; = 0 sinon, avec i; < --- < iy décrivant
Pensemble des parties de {1,---,r —1}. Le coefficient du monéme associé
ai; < -+ < ig est H0<k<s(—1)e"(e"_1)/2€ﬁ’°, avec { = igqyq1 — i, €n

convenant que by = 11 et £y =1 — 1.

Le lecteur trouvera dans larticle [G-K-Z 3] une description plus
détaillée de
Nw(D(P)). Le cas de polynémes “creux” est tout & fait similaire : nous
laissons le lecteur s’amuser & retrouver que le discriminant de z° + pz + ¢
est —(4p® + 27¢%). Remarquons qu’une formule générale simple pour les
coefficients des monémes non extrémaux de D(P) ne semble pas connue.

3.2. Résultant de deux polynémes & une variable

Soient met n > 1, et P(z) = apz™+:++am , Q(x) = boz™+- - -+b,
deux polynémes & une variable. Le résultant R(P,Q) est par définition
égal a agbg*Il(a; — B;), les a; (resp. f3;) étant les racines de P (resp. Q)
dans une cloture algébrique. C’est un polynéme & coefficients entiers en

les a;, b;.

On pose A = {(4,0) , (j,1) ; ¢ € {0,---,m}, j € {0,---,n}}.
On vérifie aisément que R(P,Q) = +A 4. La relation d’équivalence ~
introduite en 2.6.2 sur les triangulations admet la description suivante
dans le cas présent : c’est la relation d’équivalence engendrée par T ~ T
si T' est obtenue & partir de T en subdivisant un triangle en deux tri-
angles. De plus on vérifie que toutes les triangulations sont réguliéres.
Une triangulation est dite basique si la réunion de deux triangles n’est
pas un triangle. Chaque classe d’équivalence dans 7°(A) a donc un
unique représentant basique. Notons B(A) ’ensemble des triangulations
basiques. Si T € B(A), on vérifie que le vecteur @7 est égal & (p(T'), ¢(T))
avec p(T) € Z™+1,¢(T) € Z™*! définis comme suit : p;(T) = |b — ¢| il
existe un triangle de T' de sommets (4,0) , (b,1) et (c,1) ; sinon p;(T) = 0.
De méme g;(T') = |b—c| s’il y a un triangle de T’ de sommets (j,1) , (b,0)
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et (c,0) ; sinon ¢;(T) = 0. On déduit du théoréme 2.6.3 le résultat suiv-

ant :

THEOREME 3.2.1 [G-K-Z 3].—
L’application T — (p(T),q(T)) est une bijection entre B(A) et
I’ensemble des sommets de Nw(R(P,Q)). Les coefficients des monémes

correspondants sont égaux a £1.

On peut voir 1’ensemble des (p(T"),q(T)) , T € B(A) comme I’en-
semble des “chemins monotones” sur le réseau Z? reliant (0,0) & (m,n)
(cf [G-Z-K 3]). On peut calculer les signes des coefficients des monémes
extrémaux de R(P,Q) : d’apres ([G-K-Z 3] prop. 15) le coefficient du
mondme associé & T est (—1)P1+2P2t-+mPm i n(T) = (po,- -+, pm). On
peut déduire ce résulat du théoréeme 2.5.2, mais la preuve dans [G-K-Z 3]
est directe. En fait dans [G-K-Z 3] est donnée une formule pour tous les
coeflicients des mondmes de R(p, q) en terme de fonctions combinatoires

associées au groupe symétrique.

A titre d’illustration traitons explicitement le cas m =n = 2. On a

apg a; Qs 0

_ 0 apg ai; a9
R(Pa Q) - bO bl b2 0
0 b() b1 b2

= a%bg + aoagbf — agai1biby + afbobz + a%bg
—0102b0b1 - 2a0a2b0b2 .

Excepté le dernier, tous les mondmes sont des sommets de Nw(R(P, Q)).
Il y a exactement six triangulations basiques de A qui correspondent re-
spectivement aux mondmes a2b2, apa1b1ba, a2byby ,

a3b3 ,a1a2bob; et apaqzb? (voir la figure).
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=
] ﬁ

3.3. Déterminants

Notons (ey,---,en) la base canonique de R™, (fy,---, f,) celle de
R™. Soit A = {(ei, f;);1 € [m],j € [n]}. On vérifie facilement que le
polynéme E,4(f) est égal au signe prés au produit des mineurs de tout
ordre de la matrice (c;;) si f = Zcijziyi € Cley, -+, Tm,¥1,- -+, ¥n]. Si
m = n , Au(f) est égal (au signe prés) au déterminant de la matrice
carrée (c;j). Cette remarque permet de définir, & la suite de Cayley,
“I'hyperdéterminant d’une matrice de dimension d” [G-K-Z 5] : si A
est la famille des (e1;,, --,eq:,) € R4 41 € [n] (k,ix )i elni]
étant la base canonique de R, et C = (ci, ....i)ire[ns]> O0 pose Det
C =+A4(fc), fc étant la forme multilinéaire associée & C. On montre
(cf [G-K-Z 5]) que Aa(fc) # £1 si et seulement si nj < Yz —d,
pour tout k.
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4. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE E,

4.1. Rappels sur det et Div [Kn-M]

Dans cette section on rappelle brievement des constructions déve-
loppées dans ’article [Kn-M], dans un cadre moins général que celui de

I’article, mais plus que suffisant pour le présent exposé.

DEFINITION 4.1.1.— Un complexe parfait sur un schéma X est un
complexe de Ox-modules qui est, localement sur X, quasi-isomorphe a
un complexe borné de O x-modules libres de type fini. On note Parf x
la sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée de la catégorie des Ox-

modules dont les objets sont les complexes parfaits.

D’apres Grothendieck, Ferrand et Knudsen-Mumford [Kn-M], il ex-
iste un foncteur “déterminant” naturel qui & un objet F° de Parfx associe

un Ox-module libre de rang 1 noté det (F").

On suppose dans ce qui suit que X est irréductible et régulier.

Soit A : £; — &, un morphisme de complexes bornés de O x-modules
libres de type fini. On suppose que A est un quasi-isomorphisme au
point générique de X et on note U(A) 'ouvert sur lequel A est un quasi-
isomorphisme. En choisissant des bases des 85 on obtient des isomor-
phismes

Ox — det(€;) et det(&;) — Ox.

En composant avec det()) : det(&;) — det(&,) on obtient un morphisme
Ox — Ox qui est un isomorphisme sur U()). Il détermine donc une
section s de ['(U()), O%) et s = 0 définit un diviseur de Cartier sur X,
noté Div (), indépendant des choix.

Cette construction s’étend aux morphismes A : F° — G dans Parfy
qui sont des quasi-isomorphismes au point générique de X. En particulier
si F* € Parfx est exact au point générique de X, en appliquant ce qui
précede a ’application nulle 0 — F°, on obtient un diviseur Div F’ =
Div(0 — F"). Les propriétés de Div sont détaillées dans [Kn-M)]. Une des

plus importantes est la suivante :
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PROPOSITION 4.1.2 [Kn-M].—

Soit F* un complexe parfait de Ox-modules, exact au point géné-
rique de X. Pour tout diviseur irréductible D dans X notons Ox p
Panneau localisé de X en D et ip : Spec Ox p — X. L’anneau Ox.p
est un anneau de valuation discréte de rang 1, et les i',(H*(F")) sont des

Ox,p-modules de torsion ; notons m',(F") leur longueur et mp(F') =
E(~1)'m%(F"). On a Div(F') = & mp(F')D.

4.2. On assouplit ici les hypothéses () de 2.1. On se donne un sous-
ensemble fini A de Z*, A = (aj,---,a,). On suppose qu'il existe une
forme Q-linéaire b : QF — Q telle que A C h~1(1). On se donne un
semi-groupe S C ZF, de type fini contenant I’origine tel que :

(i) Si s € S est non nul h(s) > 1.

(ii) A est contenu dans SNA~!(1) et Ry A =R,S.
(iii) Le réseau M (S) engendré par S est tel que Z* /M (S) soit libre.

On notera S; = SN h™1(3) et M le réseau Z*. Pour i entier positif et
p € Z on note

Ni(p) = (AFFR(CH)Sives,

Sia € A, on a une différentielle d, : A*(p) — A*+!(p) définie par
(da7)(u) = aAvy(u - a)

avec la convention y(u —a) = 0 si u —a & Siyrtp. Si f =3 ¢, cia%

appartient a V, on pose df = j€ln] cjdq;. Pour chaque p, on a ainsi

un complexe borné de Oy-modules libres de type fini A'(p)y sur V. En

fait, comme on a une structure entiere sur A*(p) en posant Af(p)z =

(A**(M))Si+k+r on définit de méme un complexe borné de Oy, -modules

libres de type fini, A'(p)v, sur Vz = Spec Z[c;]. Ces complexes dépendant
de A, S, M, on les notera A'(p)(A, S, M)y, ..., si besoin est.

4.3 Dans cette section on interpréte géométriquement E4 comme 1’é-
quation d’un Div associé a A'(p) :
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THEOREME 4.3.1 [G-K-Z 2].—

Supposons que A vérifie les conditions (). Alors, pour p grand,
A (p)(A,S(A), M)Vz est exact au point générique de Vg, et Div(A'(p)
(A,S(A), M)yv,) est le diviseur d’équation E4 = 0.

Démonstration :

1) On montre que pour p grand, A'(p)(A,S(A), M)y est exact au
point générique de V et que son Div a pour équation E4 = 0. (Cette
partie de la démonstration est valide méme si A ne vérifie pas (x), en
remplagant M par le réseau engendré M(A).) On peut voir A* = HA*(p)
comme un module sur ’anneau C[S(A4)]. Il lui est donc associé un
faisceau F(A?) sur X4 = Spec C[S(4)]. Soit 7 : X, — X4 la nor-
malisation de X4 (X/ = Spec C[R+S(A) N M]). Notons Z le fermé
X4\ X% (c’est la réunion des (C*)*-orbites de codimension > 1) et
Z' = n~Y(Z). Sur la variété torique normale X/, on dispose du fais-
ceau des i-formes différentielles (algébriques) a poles logarithmiques le
long de Z' (défini par exemple dans [D]) noté Q2 ;‘(log Z"). On pose

%,(ogZ) = w*Qg(;‘ (log Z'). D’apres la description de €’  (log Z")
donnée dans [D] on trouve que Q% (log Z) est canoniquement isomor-
phe & F(A?) sur X4 \ {0} et que la graduation sur les sections de F(A?)
correspond & celle sur Q}A (log Z) provenant de la structure conique de
X 4. De plus la différentielle ds correspond au produit extérieur par df.
Comme on voit directement que si E4(f) # 0, (Qx, (log Z),dfA) est acy-
clique sur X \ {0}, on obtient que pour p grand, A’(p)(4, S(A), M)y est
exact au point générique de V' et que le Div associé est indépendant de p.
De plus ceci donne que les composantes irréductibles du Div sont de la
forme A gn avec T une face de Q(A). On peut donc écrire pour p grand :

Div (A'(p)(4, S(A), M)y) = TIAKT) .

Il reste & montrer que u(7) = m(7, S(A)). Pour cela on voit (Qy (log Z),
dfA) comme un complexe de faisceaux sur VV x V, que l’on note . A
toute face 7 de Q(A) est associée une sous-variété torique X (7) dans

X4 C VV définie par les équations y; = 0 si a; € 7. On note T}
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son espace conormal contenu dans le cotangent T*VV (par définition
T7 est I'adhérence du conormal aux points lisses de X(7)). On voit
T} comme contenu dans VV x V en identifiant VYV x V & T*VV. Des
considérations standard de multiplicités, jointes a la proposition 4.1.2,
permettent de montrer que p(7) est égal a la somme alternée des mul-
tiplicités des H'(Q2') au point générique de T}. L’étape finale consiste &
utiliser les D-modules. Notons Dyv ’anneau des opérateurs différentiels
algébriques sur VV et F la filtration par 1’ordre des opérateurs. On peut
munir Oy, (log Z) ®o,,, Dyv d’une différentielle naturelle d qui prolonge
la différentielle extérieure d : Qx (logZ) — Q3f!(logZ). On munit
Qx,(log Z) ®o,,, Dyv de la filtration

Fn(Q, (log Z) ®o,,, Dyv) = % (108 Z) ® FiymDyv.

La remarque cruciale est que grf'(Qy (log Z) ®o,, Dyv) s’identifie na-
turellement au complexe 2. Ceci donne que p(7) est égale & la multi-
plicité de T} dans le cycle caractéristique du complexe de Dy v-modules
a droite Uy (log Z) ®0,,v Dvv, que 'on notera M. D’autre part le
complexe de De Rham analytique DRM" s’identifie naturellement au
complexe 0 (logZ) ®oy, OF, qui est quasi-isomorphe au faisceau
pervers R;,.C X0 - On vérifie que le complexe M" est a cohomologie
holonome réguliere. On en déduit que le cycle caractéristique de M"
est égal a celui de R;,.C X0 - Pour calculer le cycle caractéristique de
R;,.C X0 on emploie la méthode des cycles évanescents (cf J.-L. Brylin-
ski, Séminaire Bourbaki, exposé n°585, th.4.2.8 ou V. Ginsburg, Invent.
math. 84, 327-402 (1986)). La multiplicité u(7) s’obtient comme suit :
on prend g : VV — C linéaire qui s’annule sur X(7) (la restriction
de g & X4 est de la forme Xc;2% avec ¢; = 0 si a; € 7) ; alors u(r)
est égale a la caractéristique d’Euler de la fibre du faisceau des cy-
cles évanescents ®4(R;,.C X0 ) au point général de X (7). Le fait que
u(t) = m(7,S(A)) est alors essentiellement conséquence du théoréme
de D.Bernstein, Kouchnirenko et Hovansky (cf [K]) exprimant la car-
actéristique d’Euler d’une hypersurface en position générale dans une

variété torique en fonction de volumes de polytopes.
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2) Pour passer du résultat sur C au résultat sur Z, il reste & montrer
que Div (A'(p)(A, S(A), M)y, ) n’a pas de composante au-dessus d’une
place finie pour p > 0. Pour cela il suffit de montrer que, avec des nota-
tions évidentes, pour tout corps fini F', A’'(p)(A, S(A), M)y, est acyclique
pour p > 0 au point générique de Vp. La démonstration est la méme
que celle sur C donnée au début de 1) (on utilise cependant ici de fagon

essentielle que A vérifie les conditions (x)). o

4.4 Nous aurons besoin dans la section 5 des propriétés suivantes de

Div (A'(p)(A, S, M)y, ) quand on change S ou M.

PROPOSITION 4.4.1.— Pourp>0,0na:
1) Si M(S) est de rang r < k , Div(A'(p)(4,S,M)y,) = 0.
2) Si M(S) est de rang k, Div(A'(p)(A, S(A), M)y,)
= [M : M(A)]*°!9M) 4 Div(A'(p)(4, S(A), M(A))v,).
3) Si M(S) est de rang k, Div(A'(p)(A, S, M)v,)
= [M : M(A)|Div(A (p)(4,S(4), M)v,).
Démonstration :
1) Si on filtre A*M par F,,,(A*M) = Ai=™(M(S)) AA™M on trouve
que
k—7r
grn A ()(4, S, M) = A (p)(A, S, M(8)) (=) m]
ol [m] désigne un décalage du complexe de m a droite, et le résultat

découle de
1- 1)’“"" =0.

2) 11 suffit de calculer directement l'influence du changement de

réseau.
3) est plus délicat (voir [G-K-Z 2] Prop. 2B11). o

COROLLAIRE 4.4.2.— Si A = (ay,---,ay) est I’ensemble des som-
mets d’un simplexe de volume v, et si S engendre M, alors I’équation de
Div(A'(p)(4, S, M)v,), pour p > 0, est +v°c?---c} .
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5 PREMIERE DEMONSTRATION DU THEOREME 2.5.1
Dans cette section on expose la preuve du théoréme 2.5.1. donnée
dans [G-K-Z 2]. Le point essentiel est la proposition suivante :
PROPOSITION 5.1.— SoientT € T°(A) et ¢ : A — Z appartenant
a lintérieur du céne C(A,T). Soient f = 3, c;c ciz® €V, et f; =

Y i<i<n c;it=¥(@)z%  On note E 4, I’équation, définie au signe prés, de
Div(A'(p)(ANo,S(A)NR45 , M)y,) pour p>> 0. Alors

lim Ea(f)
t—0 HUGT Ea(fijan0)

==1.

Expliquons comment on déduit le théoréme de la proposition. D’apres le
corollaire 4.4.2, on a

H Ea(fijanc) = % H (vola )17 ( H Coiyt~HL@))velo

€T oc€T 1<i<k

=+ [] (volz)**'? (c(t))*~
c€T

avec c(t) = (c;t~¥(e9)),

On a donc

. Ea(f) _
M T, ep(volo)voio (c(@)er — L1

quels que soient les c¢; et quel que soit ¥ appartenant a l'intérieur de
C(A,T). On en déduit que si U(T) = {(c1," -, c¢n) ;(loglei],- - -,log|ecal)
€ C(A,T)}, quand (¢, - -, ¢y) tend vers I'infini dans le domaine U(T), le
Ea(f1)

(vola)velo céT

quotient I a pour limite 1. Ceci entraine directement

o€T
que ¢ est un sommet de Nw(E,), de coefficient :{:HUGT(VOIFI)W](’, et
que C(A,T) est contenu dans C(Nw(E4), ¢r). Mais comme la réunion
des cones C(A,T) , T € T, est égale & R™, nécessairement Nw(E4) =
QQ(A).
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Démonstration de la proposition 5.1 : On considére ’anneau des
séries de Laurent formelles Z((t)) = U, ez F™Z((t)) avec F™Z((t)) I'en-
semble des séries 31 a;t?
a; € Z. On a grpZ((t)) = Z[t,t71]. Soit A'(p)(4,S(A), M)((t)) =
A (p)(A,S(A), M) ®Z((t)) muni de la différentielle tordue 3, <., c;jda;
®t~%(4), Le Div du complexe de faisceau correspondant sur Va((t)) est
égal & £E4(fy). On note Gty : RyA — R la fonction homogene de
degré 1 qui coincide avec g7,y sur Q(A). On filtre A*(p)(4, S(A), M)((t))
par

Fm= @ Fm=OreMg((t) @ AY(ZF).

u€Sitp

Cette filtration est compatible avec la différentielle.

D’apres (une variante d’) un théoréme de Kouchnirenko ([K]), le com-
plexe de Z[t,t~']-modules gri(A’(p)(4,S(A), M)((t))) a une résolution
dont le d-iéme terme est la somme sur tous les simplexes o de codimen-
sion d de T', non contenus dans une face de Q(A) de la méme dimension,
des A'(p)(ANG,R45NS, M)[t,t~'] munis de la différentielle dy,  4ns. On
en déduit, en utilisant 4.4.1. 1) et I’additivité de Div, que le Div associé a
grp(A(p)(A, S(A, M)((t))) est égala y- . Div(A'(p)(ANG, R4 6NS, M)
pour p grand, les A’ étant munis des différentielles df;/4n5. Avec un peu

de réflexion on en tire I’énoncé de la proposition. o

6. RELATION AVEC LES FONCTIONS
HYPERGEOMETRIQUES

6.1 Il semble que la découverte du polytope QQ(A) et de son lien
avec les discriminants trouve son origine dans larticle [G-K-Z 1], ou
a une triangulation réguliere de Q(A) est associée une base de fonc-
tions hypergéométriques, plus précisément une base de ’espace des so-
lutions Homp(H3" , Ov) pour v général, H, 4 étant le D-module hy-

pergéométrique défini en 6.2.
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6.2 Soit A vérifiant les conditions (x). On note L(A) C Z" le réseau
des relations linéaires entiéres entre les éléments de A. Si o € L(A) est

une relation non triviale, ), ..., @a; = 0, on lui associe 'opérateur
différentiel

Fo= [T - T o)™

a; >0 a;<0

sur V.

Pour i € [k], on définit

a} étant la i-eme coordonnée de a 3o

DEFINITION 6.2.1.— Pour vy = (71,--+,7) € CF, le systéme hy-
pergéométrique associé & A et a y est le D-module H, 4 = Dy /I, ou I
est I'idéal engendré par les Ty, , o € L(A), et les Z; — v; , i € [k].

6.3 Au vecteur v on associe un systeme local £_. sur le tore (C*)*
de monodromie —v; autour de z; = 0, pour ¢ € [k]. Un des résultats
principaux de I’article [G-K-Z 4] est que pour v générique, le complexe des
solutions holomorphes de H, 4 , RHomp(H3" , Oy) coincide avec les
solutions usuelles Homp(HS" , Ov) et est égal au transformé de Fourier-
Sato de 1 41£_. On en déduit (cf [G-K-Z 4]) que le cycle caractéristique

de H, 4, pour v générique, coincide avec celui calculé en 4.3.
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7. DEGENERESCENCES TORIQUES ET POLYTOPES DE
CHOW

(d’apres [K-S-Z])

7.1. Soit H le tore (C*)*. On considére une représentation linéaire
rationnelle p : H — GL(V), avec V un espace vectoriel de dimension
finie. On suppose que p(H) contient les homothéties. Si v € V est
un vecteur non nul, on note v son image dans la projectif P(V), Hv
'adhérence de I'orbite de v et Hy I'image de Hv dans P(v). On identifie
Z" au groupe des caractéres de H de telle sorte que a = (a1,---,ay,)
corresponde & (ti,---,t,) — IIt{*. L’espace V est somme directe des
Vo ={v € V;Vt € H, p(tjy = t°}. Pour v € V, on note A(v)
I’ensemble des poids a tels que v ait une composante non nulle sur V.

Comme A(v) ne dépend que de v on peut écrire A(v).

7.2. Un point w de P(V) est une dégénérescence torique de v s’il existe
un sous-groupe a un parametre A : C* — H tel que, avec des abus
de notation évidents, w = lim;_,o p(A(¢))v. Identifions A au vecteur
(1,775, An) € Z™, avec A(t) = (tM1,---,t*»), et notons \ : Q(A(v)) — R
la forme linéaire ), .;<,, Aiz;. On peut alors décrire les dégénérescences
toriques de v de la fanB suivante. Si o est une face de Q(A(v)), on releve
venv = zaeA(g) v et on définit v, comme 'image de EaGA(g)no‘ Vg
dans P(V'). On a alors v, = limy—,o p(A(t))v si et seulement si la forme
linéaire X atteint son maximum sur la face o. De plus I’ensemble des v,
o décrivant I’ensemble des faces de Q(A(v)), est exactement I’ensemble
des dégénérescences toriques de v. On dit qu'une dégénérescence torique

est maximale si elle correspond & un sommet de Q(A(v)).

Exemple 7.2.1 Le groupe GL,(C) agit naturellement sur I’espace V =
S4(C") des polynémes homogenes de degré d en n variables. On en
déduit une action de (C*)™ sur V pour laquelle Q(A( f)) n’est autre que
le polyedre de Newton de f.
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7.3 Soit G(k,d,n) I’ensemble des cycles effectifs (purement) de dimen-
sion k — 1 et de degré d dans Pg™". On munit G(k,d,n) d’une structure
de variété algébrique projective (variété de Chow). On note G(n — k,n)
la grassmannienne des sous espaces linéaires de dimension n — k — 1 dans
P11 =P Si X C P! est irréductible de dimension k — 1, on note
Z(X) C G(n — k,n) la variété des sous espaces linéaires qui intersectent
X. C’est une hypersurface irréductible dans G(n — k,n). Considérons
le plongement de Plicker G(n — k,n) — P(V) avec V = A¥((C")Y),
qui & un plan de codimension k associe le produit extérieur de k formes
linéaires le définissant. Soit B I’anneau des coordonnées homogenes de
G(n — k,n) plongé dans P(V). L’application C[V] — B est surjective,
autrement dit, B est engendrée comme algebre graduée par les crochets
de Pliicker [i135---ik] avec 1 < 4] < i3 < -+ < i < n. La forme de
Cayley de X est ’équation Rx € B de Z(X), définie & une constante
non nulle prés. Si X = ¥n;X; est un cycle, les X; étant irréductibles, on
définit Rx par Rx = IIRY .

On va définir maintenant le polytope de Chow de X € G(k,d,n).
De ’action naturelle de GL,(C) sur P"~! on déduit une action de H =
(C*)" sur G(k,d,n). D’autre part GL,(C), et donc H, agit également
sur B. Le morphisme X — Ryx étant H-équivariant, on peut définir
A(Rx) comme en 7.2. Le polytope de Chow de X est par définition le
polytope Ch(X) = Q(A(Rx)).

Exemples 7.3.1.

1) Si X est une hypersurface définie par une équation f = 0 de degré
minimal, Ch(X) coincide (& translation pres) avec Nw(f).

2) Si X est le point de coordonnées homogenes [z1, -+, z,], Ch(X)

est I’enveloppe convexe des vecteurs de base e; tels que z; # 0.
On déduit directement de 7.2 1’énoncé suivant :

PROPOSITION 7.3.2.— L’ensemble partiellement ordonné des faces

de Ch(X) est isomorphe & celui des dégénérescences toriques de X dans
G(k,d,n).
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7.4 Pour o = (i1, --,1¢) avec 1 < 4; < --- < 1y < n, on note L, le plan
engendré par les vecteurs de base e;; dans C" et L, = P(L,). On vérifie

facilement I’énoncé suivant (cf. [K-S-Z]).

LEMME 7.4.1.— Une sous-variété irréductible X C P""! vérifie
dim Ch(X) = 0 si et seulement si X est de la forme X = L.

Compte-tenu de 7.3.2 on en déduit directement la proposition suiv-

ante.

PROPOSITION 7.4.2.— Soit X € G(k,d,n). Les sommets du poly-
tope de Chow Ch(X) sont en bijection avec les dégénérescences toriques

de X de la forme 3, |_,

myL,. Le sommet de Ch(X) correspondant 4 un tel cycle est égal a

a= 3 m, (z ) .
De plus, la composante de Rx associée a a , Rx 4, est de la forme

RX,a = CX,a H [U]mdv
lo|=k

CXx,a étant une constante non nulle, et [o] le crochet de Pliicker [61-- -2k,
sio = (i1, - +,1k)-

Remarque 7.4.3. On peut voir (cf. [K-S-Z] Th.2.8) que les variétés
irréductibles X de dimension k — 1 avec dim Ch(X) = 1 sont de la forme
suivante : il existe ¢ = (i1,--+,ik41), des entiers ay, - “+,Qk+1 premiers
entre eux dans leur ensemble, vérifiant

Zf:ll a; = 0, tels que X soit une hypersurface dans L, d’équation

[Ixg-cI[xr=o0

ai;>0 a;<0

avec C une constante non nulle.
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7.5. Formes de Chow et résultants

7.5.1. Notons M, les matrices complexes (n,k) et Mg’k celles de
rang k. On a une application naturelle p : P(M) ) — G(n — k,k)
qui a une matrice associe le sous-espace linéaire défini par les équations
associées aux colonnes. Notons (c;;) les coordonnées sur Mg,k. On a
alors p*[iy ---ix) = det(c;,;). On note Rx = p*Rx. Les auteurs de [K-
S-Z] appellent Rx le X-résultant ; nous P’appellerons forme de Chow.
Il est facile de voir que Rx = 0 est 1’équation de la variété duale de
X x P*¥~1 (via le plongement de Segre). Dans [K-S-Z] Rx est exprimé
comme définissant le Div d’un certain complexe de Koszul. Nous allons
faire le lien avec une construction de Knudsen-Mumford [Kn-M].

7.5.2. SiY est un schéma noethérien régulier, E un Oy-module locale-
ment libre de rang n, P le fibré projectif associé, # : P — Y la pro-
jection, PV le fibré dual, Op(1) (resp Opv(1)) le fibré tautologique sur
P (resp PY), H C P xy PV ’hyperplan universel défini par ’annulation
debou b6 eI(Y,E®QEY)=T(P xy PV, ptOp(1) ® p4Opv(1)) corre-
spond a 1 € I'(Oy) via le morphisme Oy — E ® EY Sur P xy PV, le
complexe K (1)

0 - pIOp(—-l) ®p;(,)pv(—1) @i OPxPV — 0

normalisé par K ?1) = Opxpv, est une résolution de Op.

Sur P xy (PV)* on considére le complexe

k
Ky = ® P1i(K(1)
i=1

avec pp; la i-éme projection sur P xy PV. Soit X un sous-schéma
irréductible de dimension k — 1 de P et plat sur Y. Le faisceau d’idéaux
définissant X, Ix, est un complexe parfait. On pose F'(r) = Lp;} Ix(r)
QL K- On voit facilement que pour tout r les Div(Rpz.F (r)) sont

définis et sont égaux. Ils définissent un diviseur sur (PY)* noté Chow
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(X). Quand Y = Spec C, limage inverse d’une équation de Chow
(X) par le morphisme P(MJ,) — (PY)* coincide (& constante pres)
avec Rx. On retrouve ainsi la description donnée dans [K-S-Z] : Notons
C[X], = H°(X,0x(r)) et posons K*(r) = C[X]iyr4r ® At*C*. Etant
donnés ¢y, -- -, € (C*)¥ = C[X];, on munit K'(r) de la différentielle

k
(f@v)=)> £f®(ejAv).

i=1

On associe & ce complexe un complexe de faisceaux sur P(MJ) ;) (resp.

(PVY)*) dont le Div a pour équation Rx (resp. est égal & Chow (X)).

8. IDEAUX TORIQUES ET EVENTAILS DE GROBNER
(d’aprés Sturmfels [S])

8.1 Soit A vérifiant les conditions (%) de 2.1. Rappelons que I’on note

I4 'idéal définissant la variété torique X 4 dans VV. C’est le noyau de

Cly1,- -+, ya] = C[S(4)]

yi — .

Rappelons également que L(A) désigne le réseau des relations linéaires
entieres entre les a;. Il est important d’observer que si o et 3 appartien-
nent & N™, y® — y# € I, si et seulement si « — 3 € L(A).

Si @ € R” on écrit @ = a4 — a_ avec oy et a_ des vecteurs a
coefficients positifs et a supports disjoints. Le lemme suivant est classique
(cf [S] lemme 2.5)

LEMME 8.1.1.— L’idéal I, est engendré par les y*+ — y*- | a €
L(A).
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8.2 A tout vecteur non nul ¢ € R™ est associé un préordre <, sur
Cly1,---,yn] : si P € C[y], on note 9)(P) la borne supérieure des produits
scalaires (¢ , m), m décrivant I’ensemble des exposants des mondmes
de P. On convient que P <y @ si et seulement si P(P) < 9(Q).
D’autre part si P € C[y], inity,P est la somme des mondémes de P dont
I’exposant m vérifie () , m) = ¢(P). On note I, ,, I'idéal engendré par
les inity, P, P € I4. Enfin on note C(I4,y) = {¢' € R" ; T4y = T4y}

A partir de ces cones ouverts on obtient un éventail complet, I’éven-
tail de Grobner, noté F(I4). Le résultat suivant, di & B.Sturmfels, mon-
tre que I’éventail F(I4) est plus fin que F(A).

THEOREME 8.2.1 [S].— Soit T € T°(A) une triangulation ré-
guliére, et It I'idéal monomial (de Stanley-Reisner) associé & T : par
définition It est engendré par les monémes y,, - - - y-, tels que (71, -, Ty)
ne soit pas une face d’un simplexe de T, 7, < --- < T¢. Alors, pour tout

vecteur 1 appartenant a 'intérieur du céne C(A,T), It est égal au radical
de l’idéal IA,1/,.

Démonstration : Montrons que I7 est contenu dans le radical de I4 4.
Considérons 7 = (71,---,7¢) qui n’est pas face d’un simplexe de T'. 1l

existe alors une face d’un simplexe de T, o0 = (0y,---,0,) telle que

o o

G NT # 0, ou les o désignent les intérieurs relatifs. Par conséquent il
existe des entiers strictement positifs, Ay,---, A, et py,---, pe, tels que
ElSiSp AiGo, = Zlgige piar,. Le bindme y* — y) appartient donc & I4.
Comme o est face d’un simplexe de T', et non 7, on a

Z wai)‘i S Z wnﬂi )

1<i<p 1<i<e
car 1 appartient a l'intérieur de C(A,T), et donc y* = init, f, ce qui
prouve que y, appartient au radical de I4 .

De méme, pour tout binéme y* — y) dans I, si y) <y, y¥, T ne peut
étre face d’un simplexe de T. On obtient ainsi, en utilisant le lemme

8.1.1, inclusion réciproque. o
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Remarque 8.2.2. En général F(I,) est strictement plus fin que F(A).
Ceci est lié & ce que en général les mondmes engendrant 14 4, sont de la

forme y71 - - -yt avec des m; > 1.

9. FORMES DE CHOW DES VARIETES TORIQUES

Soit A C Z* vérifiant les conditions (*) de 2.1. On note X 4 la variété
torique associée & A dans V' = Spec C[y,- -+, y»n]. En remplacant C par
Z, on définit X 4 sur Z de la méme fagon dans V) = Spec Z[y;,- - -, yn].
On rappelle que X4 est un céne sur P(X4) C P32~'. On note Y4 =
P(X,4). La forme de Cayley Ry, et la forme de Chow RYA sont main-

tenant définies au signe pres.
Le résultat suivant décrit le polytope de Chow de Y :

THEOREME 9.1 [K-S-Z].—
1) Ch(Ya) = QQ(4)

2) Les dégénérescences toriques maximales (sur C) de Y4 sont les

Y, cr VoloL, , T € T°(A).

3) La composante de Ry, associée & T € T°(A) est le mondme
+[T,erlo] .

Démonstration : 1) est conséquence directe de 2). Quant & 2) c’est
une conséquence directe de 7.4.2 et 8.2.1, compte-tenu du lemme (facile)

suivant.

LEMME 9.2.— Soit I un idéal monomial (engendré par des monémes)
de Clyi, -+, Yn]- Les composantes irréductibles de dimension
p — 1 de Spec Clyy,---,y,]/I sont les L, avec |o| = p. Soit T =
{1,---,n} — o, et v : Cly1,--,yn] = Clyilicr obtenu en envoyant
Yi,t € 0, sur 1. La multiplicité de L, dans Spec Cly,,---,y,]/I est

égale au nombre de monémes en les y; , i € T, qui n’appartiennent pas a
7(I).

D’aprés 2), la composante de Ry, associée & T € T°(A) est de la

forme
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Cll,erle]™®?. On obtient C = +1 en remarquant que 2) reste valide
sur Z/pZ pour p premier. o

10. DEUXIEME DEMONSTRATION DU THEOREME 2.5.1.

Dans cette section on explique, suivant [K-S-Z], comment retrouver
les résultats de la section 2 en utilisant ceux de la section précédente sur
la forme de Chow.

En comparant les complexes de Koszul des sections 4 et 7, on trouve

que

of of

Exs=+R B
A iRY"(xlaxl’ ’“”’“axk)

(en fait, on peut retrouver cette relation directement). Maintenant re-
marquons que la matrice (n, k) des coefficients de (z; 8%%’ cee Tk a—ax-e) a
pour lignes les vecteurs c;a;. A un crochet de Pliicker [¢y - - - ix] dans Ry,
correspond via p* le mineur det (c;,;) dans RYA et donc le terme det
(@iy, -+, a4,) Ci, -+ ¢, dans E4. Comme det (a;,,---,a;,) est le volume
du simplexe &, avec ¢ = (i1,---,%k), on obtient (volg)c,. On a ainsi
une explication du coefficient (vol5)¥*'? dans E4 : I’exposant intervient
comme multiplicité, 'autre volume provenant d’un crochet de Pliicker !
On obtient comme ceci le théoréme 2.5.1 comme corollaire du théoréme
9.1. Avec un peu plus de travail on peut obtenir le théoréme 2.5.2 de

facon similaire en utilisant la remarque 7.4.3.
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