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Séminaire BOURBAKI Juin 1993
45éme année, 1992-93, n® 773

INEGALITES ISOPERIMETRIQUES
EN ANALYSE ET PROBABILITES

par Michel LEDOUX

Les développements modernes de 1'utilisation des inégalités isopérimétriques
en analyse et probabilités trouvent leur origine en théorie locale des espaces de Ba-
nach, avec la démonstration de V. D. Milman [Mil] (voir aussi [F-L-M]), au début
des années soixante-dix, du fameux théoréme de A. Dvoretzky [Dv] sur les sections
presque sphériques des corps convexes (cf. [Mi3]) Cette démonstration (présentée
dans l’exposé de B. Maurey [Ma2]) s’appuie en effet sur 'inégalité isopérimétrique
sur les sphéres due & P. Lévy [Lé] et E. Schmidt [Sc], généralisée aux variétés rie-
manniennes a courbure de Ricci positive par M. Gromov [Grl]. Outre son apport
fonctionnel, V. D. Milman en dégage le principe général de concentration de la
mesure qui a permis le développement et ’extension des idées isopérimétriques
au dela de leur cadre géométrique propre habituel. Ce principe a éclairé de
fagon décisive plusieurs aspects géométriques en théorie locale des espaces de
Banach (woir [M-S], [Mi2], [Pi3]...) et s’est révélé comme un outil majeur du
calcul des probabilités dans les espaces de Banach [L-T2]. En particulier, M. Ta-
lagrand a tiré au cours des derniéres années, dans de multiples applications prob-
abilistes (mesures gaussiennes de dimension infinie, processus gaussiens, mesure
de Wiener), toute la force de la version gaussienne de ’inégalité de Lévy-Gromov.
Simultanément, et dans une remarquable série de travaux, il établit de nouvelles
inégalités isopérimétriques et de concentration dans des produits d’espaces prob-
abilisés par une analyse, trés novatrice, de la notion isopérimétrique tradition-
nelle de grossissement. Ces inégalités, répondant a l'origine & des questions sur
les évaluations et les propriétés limites des sommes de variables aléatoires vec-
torielles indépendantes, ouvrent aujourd’hui I'isopérimétrie sur un vaste champ
d’applications. Outre le calcul des probabilités dans les espaces de Banach, celles-
ci concernent & ce jour de nombreux domaines des probabilités, vectorielles,
géométriques et combinatoires. La majeure partie de cet exposé est consacrée
aux résultats de M. Talagrand sur les inégalités isopérimétriques et de concen-
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tration des mesures gaussiennes et produits.

Dans une seconde partie, nous esquissons plus briévement quelques idées
sur des approches fonctionnelles du phénomene de concentration de la mesure et
de l'isopérimétrie des opérateurs différentiels du second ordre de ’analyse et des
probabilités (chaines de Markov, laplacien des variétés riemanniennes, générateur
d’Ornstein-Uhlenbeck sur ’espace de Wiener, liens avec ’hypercontractivité).
L’étude du théoreme de Dvoretzky a en effet motivé parallelement la recherche
de démonstrations simplifiées de la concentration sphérique ou gaussienne. B.
Maurey et G. Pisier [Pil], [Pi3] ont ainsi découvert un argument simple suffisant
au principe de démonstration proposé par V. D. Milman. Dans un cadre rie-
mannien par exemple, cette méthode se traduit directement sur la courbure et le
semigroupe de la chaleur, rejoignant les travaux de N. Varopoulos [Va3], [Va4], [V-
SC-C] sur I'isopérimétrie et les estimations du noyau de la chaleur sur les variétés
riemanniennes et les groupes de Lie. Par ces développements isopérimétriques, on
voit ainsi interagir inégalités fonctionnelles, théorie des semigroupes, probabilités
et géométrie.

L’inégalité isopérimétrique de Lévy-Gromov a joué, dans les développements
qui nous occupent, un réle important au carrefour de la géométrie riemannienne
et euclidienne (par son application au théoréme de Dvoretzky), de 'analyse, et
des probabilités (par 'intermédiaire de sa version limite gaussienne). Soit V une
variété riemannienne compacte connexe de dimension N > 2, d sa métrique
riemannienne et u sa mesure riemannienne normalisée. La mesure de surface
correspondante sera notée abusivement de la méme fagon. Désignons par R(V)
l'infimum du tenseur de Ricci Ric(:,-) de V sur tous les vecteurs tangents de
longueur un. Rappelons que si SV est la sphére de rayon r > 0 dans RN+
R(SN) = (N —1)/r%. On désigne ci-dessous par o la mesure invariante par
rotation normalisée sur SY.

THEOREME 1. Supposons que R(V) = R > 0 et associons & V la variété S¥
de courbure constante égale & R (i.e. r vérifie R(SN) = (N —1)/r? = R). Soit A
une partie mesurable de V & bord 0A suffisamment régulier et soit B une calotte
sphérique ou boule géodésique de SN de méme mesure oY (B) = u(A). Alors,

(1) u(94) > ¥(9B).

La démonstration de E. Schmidt [Sc] (qui ne concerne que les spheres) fait
appel aux délicates techniques de symétrisation au sens de Steiner (pour des
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démonstrations plus accessibles, voir [F-L-M], [Ben]). La démonstration de P.
Lévy [Lé] (pour les surfaces & courbure positive) et M. Gromov [Grl], [M-§], [G-
H-L] (pour les variétés riemanniennes a courbure positive) s’appuie sur ’existence
d’hypersurfaces minimales et sur les outils plus modernes de courants intégraux.
L’égalité dans (1) ne peut avoir lieu que si V est une spheére elle-méme et A une
boule géodésique sur cette sphere, élément extrémal du probléme isopérimétrique.
Notons par ailleurs que le théoreme 1, appliqué a des ensembles dont le diameétre
tend vers 0, inclut ’inégalité isopérimétrique euclidienne classique indiquant, qu’a
volume donné, les boules réalisent le minimum de surface.

Il est une formulation équivalente, mais peut-étre moins connue, du théoréme

1 a Iaide de voisinages qui présente l’avantage d’éviter les considérations de bord

et de mesure de surface. Si A est une partie de V, on désigne par A, son voisi-

nage (ou grossissement isopérimétrique) pour la métrique d d’ordre u > 0, soit

« = {z € V; d(z,A) < u}. Une version du théoréme 1 ([F-L-M]) indique alors
que pour tout u >0,

(2) #(Au) 2 o7 (Bu).

Le lien entre (1) et (2) est fourni par une formule de contenu de Minkowski [B-Z],
[Os]. Cest de cette formulation de l'isopérimétrie que V. D. Milman a dégagé
le principe de concentration en s’intéressant a l'inégalité (2) pour des grandes
valeurs de u plutoét que des valeurs infinitésimales. Dans le cadre du théoréme de
Lévy-Gromov, si A est de mesure suffisamment grande, par exemple u(A) > :1,—,
alors, en vertu du calcul explicite du voisinage d’une calotte de volume moitié,
on voit que, pour tout u > 0,

2
(3) wA) > 1-exp(-R %),
soit un contrdle gaussien du complémentaire du voisinage d’ordre u de A uni-
formément en les ensembles A tels que u(A) > 1, pour donc des valeurs de u
relativement grandes. Autrement dit, A, recouvre rapidement tout l’espace (au
sens de la mesure). De facon essentiellement équivalente, si f est une fonction
lipschitzienne sur V et si m est une médiane de f pour u (i.e. u({f > m}) > 4
et u({f <m}) > 1), pour tout u >0,

(4) p({If =ml <u}) >1 - 2exp(—Ru?/2||f|1};,)-

Ainsi, f se concentre autour d’une valeur (moyenne) avec forte probabilité suivant

le rapport R/||f ||an Ce phénomene, dont nous verrons qu’il a un caractére tres
général, a été rassemblé dans la littérature (cf. [M-S]) sous le nom de phénoméne
de concentration de la mesure.
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Les estimées précédentes sont particulierement intéressantes pour des familles
de mesures comme par exemple les mesures oV sur les sphéres unités SY lorsque
N devient grand pour lesquelles (4) par exemple s’écrit

of ({If —=ml <u}) 21— 2exp(—(N = Du?/|IfI};,)-

C’est de ce jeu entre N grand, v de lordre de 1/V/N, et les tailles respec-
tives de m et || f ”Lip pour f la jauge du convexe que V. D. Milman tire alors
l'information nécessaire pour choisir au hasard des sections euclidiennes du con-
vexe et démontrer de la sorte le théoréme de Dvoretzky (wvoir [Ma2] et les références
qui y sont citées).

Une fois formulé abstraitement sur un espace métrique (polonais) (X,d)
muni d’une mesure de probabilité u (ou d’une famille de mesures de probabilités),
le phénomeéne de concentration de la mesure se traduit sur la fonction de concen-
tration

o(u) = a((X,d; u);u) = inf{pu(A.); A C X,u(A) > 3, u>o.

Il est remarquable que cette fonction de concentration puisse étre contrélée dans
un treés grand nombre de situations, le plus souvent par une décroissance gaussi-
enne, comme plus haut. Si les arguments isopérimétriques font partie des outils
privilégiés utilisés pour évaluer une fonction de concentration, le fait de s’intéresser
ici aux grossissements A, pour les grandes valeurs de u plutét les valeurs in-
finitésimales (ce qui constitue réellement le probléme isopérimétrique) rend ’étude
du phénomeéne de concentration bien souvent assez différente de celle de 1'isopéri-
métrie. En particulier, les techniques de réarrangement n’y sont pas souveraines
et la structure plus large y offre plus de possibilités. Cette distinction se retrouve
également dans le champ des applications. Divers outils nouveaux se sont ainsi
développés. M. Gromov et V. D. Milman [G-M] ont par exempie démontré que
si X est une variété riemannienne compacte, pour tout u > 0,

a(u) > 1— Cexp (—C\/X;'U.)

(avec C = 2 et ¢ = log(2)) ol \; est la premiére valeur propre non triviale du
laplacien sur X. Ils développent également diverses applications topologiques de
la concentration dont certains théorémes de points fixes. Du c6té probabiliste,
des inégalités de martingales mises en évidence par B. Maurey [Mal] sont mises
a profit en théorie locale des espaces de Banach (construction de sous-suites
symétriques [Mal], extensions du théoréme de Dvoretzky, woir [Ma2], [M-S],
[Pi1]). L’idée principale consiste ici & représenter, pour une bonne fonction 7,
la différence f — IE(f) sous la forme d’une somme de différences de martingale
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d; = E(f|F;) — IE(f|Fi-1) pour une certaine filtration (finie) (F;);. Les raison-
nements classiques sur les sommes de variables aléatoires indépendantes montrent
de la méme fagon que si Y; ||di[|%, < 1, pour tout u > 0,

(5) P({If —B() Su}) 2 1-2e7*/2

(voir [Az], [Mal]). Un corollaire en est la concentration de la mesure de Haar p
sur {0,1}" muni de la distance de Hamming de la forme

a(u) >1- Cexp(—%;)

pour une certaine constante numérique C > 0. Ce résultat peut étre établi a
partir de la connaissance des éléments extrémaux de l'isopérimétrie ([Ha], [W-
W]), mais V. D. Milman et G. Schechtman [M-§] le déduisent de l'inégalité (5).
Ce méme outil est utilisé pour étudier la concentration du groupe symétrique
[Mal].

Par ailleurs, la traduction gaussienne de l'inégalité de Lévy-Gromov et
de son phénomeéne de concentration associé s’est révélée comme 1'un des ou-
tils les plus puissants du calcul des probabilités dans les espaces de Banach.
M. Talagrand en développe ainsi, lors de ces derniéres années, de nombreuses
conséquences 3 ’étude des mesures gaussiennes de dimension finie ou infinie
dont nous présentons les aspects principaux ci-dessous. Mais, face aux questions
laissées en suspens, notamment dans 1’étude des sommes de variables aléatoires
vectorielles indépendantes et de leurs propriétés limites, M. Talagrand invente
alors de nouvelles inégalités isopérimétriques et de concentration dans des pro-
duits d’espaces de probabilités. Il analyse la propriété de concentration en étudiant
des notions de voisinages et de grossissements dans ces structures, sortant en par-
ticulier du cadre métrique et géométrique classique. Ces inégalités abstraites sont
démontrées par un principe simple, mais puissant, de récurrence sur le nombre de
coordonnées. Il y a quelques mois, par un examen systématique de la méthode,
M. Talagrand a enrichi encore ses résultats et ses applications qui touchent au-
jourd’hui a de nombreux thémes probabilistes. Nous présentons, dans la premiére
partie, les inégalités de M. Talagrand et quelques unes de leurs importantes ap-
plications.

Dans la deuxiéme partie de cet exposé, nous examinons quelques idées fonc-
tionnelles permettant d’établir des propriétés isopérimétriques et de concentra-
tion. Ces idées ont aussi pour source ’étude du théoréme de Dvoretzky. B. Mau-
rey et G. Pisier [Pil] (voir aussi [Pi2] sur les transformées de Riesz gaussiennes)
ont en effet remarqué comment 1’invariance par rotation sphérique ou gaussienne
pouvait étre mise a profit pour démontrer de fagon simple la propriété de concen-
tration nécessaire au théoréme de Dvoretzky. Formulée dans le cadre de 'inégalité
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de Lévy-Gromov, cette remarque fait appel & des outils de semigroupes et des
inégalités fonctionnelles. A titre d’ introduction, nous présentons briévement cette
démonstration sous la forme de la proposition suivante — cette proposition nous
servira également pour une approche élémentaire de la concentration gaussienne
—. La traduction fonctionnelle de la courbure & ’aide de la formule de Bochner
et du semigroupe de la chaleur qui y est utilisée est & rapprocher des travaux
de P. Li et S.-T. Yau [L-Y] et N. Varopoulos [Va5] sur les inégalités de Harnack
paraboliques et, plus généralement, les estimations du noyau de la chaleur sur les
variétés et les groupes de Lie dont nous développerons les aspects isopérimétriques

dis a N. Varopoulos [Vad], [Va5], [V-SC-C].

ProposiTION 2. Soit V' comme dans le théoréme 1 avec R(V) = R > 0;
soit f une fonction lipschitzienne sur V telle que | 1l ip < 1 et de moyenne nu]]e
Alors, pour tout réel ),

/exp()\f)du < exp()\2/2R).

Il est aisé de se convaincre avec I'inégalité de Tchebitcheff que le contenu de

cette proposition est essentiellement équivalent a (4) (avec moyenne au lieu de
médiane) et (3).

Démonstration. (cf. [Led2]) Soit V le gradient sur V et A 'opérateur de
Laplace-Beltrami. D’aprés la formule de Bochner [B-G-M], pour toute fonction
suffisamment réguliére f sur V,

= A(IVS?) = V- V(Af) = Ric(VS, VF) + |[Hess ()|
En particulier,
(©) 5 A(VP) ~V/ - V(8f) > RIVIP + 1 (A"

De cette inégalité ol interviennent courbure et dimension, nous userons seulement
de la version sans terme dimensionnel

™) S A(VSP) - V5 - V(A 2 RIVSP.

Considérons alors le semigroupe de la chaleur P; = e'®, ¢ > 0, sur V et fixons f
suffisamment réguliére. Pour tout s > 0 fixé, soit F(t) = Py(|V(Ps—¢f)|?), t < s.
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En vertu de l'inégalité (7) appliquée & P,_.f, F'(t) > 2RF(t), t < s. Ainsi, la
fonction e 2Rt F(t) est croissante sur 'intervalle [0, s]. Donc, pour tout s > 0,

(8) |V(P,f)|* < e 2P, (IVFI?).

Cette relation, en fait équivalente & (7), exprime une propriété de commutation
entre les actions respectives du semigroupe et du gradient. C’est d’elle uniquement
dont nous nous servons pour établir la proposition. Soit en effet une fonction
réguliere f sur V telle que [|f|l;;, <1 et J fdu = 0. Pour tout X fixé, posons
G(s) = [exp(AP,f)dp, s > 0. Comme ||f||;, <1, notons que, en vertu de (8),
|V(P,f)|?> < e~2R2 pour tout s. Il vient, pour tout ¢ > 0,

Gt)=1— /too G'(s)ds = 1— ,\/too (/ A(Psf)exp(APsf)du)ds
=1+ ,\2/t°°(/|V(Psf)|2exp(AP,f)dp)ds
<1+ AZ/too e 2R G(s)ds

ou nous avons utilisé une intégration par parties en la variable spatiale. Par
itération, G(0) < exp(A?/2R), ce qui fournit le résultat pour toute f réguliére,
mais en général aussi par une approximation simple. La proposition est établie.

I. Concentration de la mesure et inégalités isopérimétriques dans
les espaces produits d’aprés M. Talagrand

1. La concentration gaussienne

L’inégalité isopérimétrique gaussienne peut étre considérée comme la ver-
sion & linfini de I'inégalité isopérimétrique sur les sphéres S lorsque la dimen-
sion N et le rayon r tendent tous deux vers l'infini dans le rapport géométrique
(R(SN) = (N —1)/r?) et probabiliste r> = N. C’est en effet une propriété
ancienne attribuée (mais de fagon erronée semble-t-il [D-F]) & H. Poincaré sui-
vant laquelle la mesure gaussienne standard peut étre obtenue comme limite des

. N \ N . ’
mesures uniformes o /& sur les sphéres S N (convenablement projetées). Plus

précisément, soit v, la mesure gaussienne canonique sur IR" de densité par rap-
port & la mesure de Lebesgue (27)~"/2 exp(—|z|?/2), z € R™. Alors, pour tout
borélien A de IR™, v,(A) est la limite de a%(ﬂﬁ{i_l,n(A)) quand N tend vers

Vinfini, ott I x41 5 est la projection de RV*! sur R™ (N > n). Cette propriété
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a fait dire & H. P. McKean [MK] que la mesure de Wiener s’interprétait comme
la mesure uniforme sur une sphére de dimension infinie et de rayon racine carrée
de l'infini.

A Taide de cette observation, C. Borell [Bol] et V. N. Sudakov et B. S.
Tsirel’son [S-T] déduisent indépendamment en 1974 la version gaussienne de
Iisopérimétrie sur les spheres. Les grossissements isopérimétriques s’entendent
ici simplement par rapport & la métrique euclidienne. Autrement dit, et pour des
comparaisons futures, si ACIR" et u >0, A, = 4 + B,(0,u) out By(0,u) est la
boule euclidienne de centre 1'origine et de rayon w.

THEOREME 3. Soit A un borélien de R™ et soit H un demi-espace {z €
R™;(z,h) < a}, |h| =1, a € R, de méme mesure gaussienne que A : y,(H) =
Yn(A) ; alors, pour tout u > 0,

Les demi-espaces sont ainsi les éléments extrémaux de I’isopérimétrie gaussi-
enne; ils apparaissent en effet simplement comme la limite de Poincaré des
calottes sphériques extrémales sur les sphéres. Une démonstration plus intrinséque,
mais qui reste néanmoins délicate, du théoréme 3 a été donnée par A. Ehrhard
(Eh1], [Eh3] & partir d'une technique de symétrisation de Steiner adaptée 3 la
mesure gaussienne.

En vertu de I'invariance par rotation gaussienne et du caractére produit de
Yn, la mesure gaussienne d’un demi-espace se calcule en fait en dimension 1, de
sorte que l'isopérimétrie gaussienne est indépendante de la dimension, un trait
souvent caractéristique du cadre gaussien. De fait, si ® désigne la fonction de
répartition de 7,

M =m(-eot)= [ TP tem,

le théoréme 3 s’exprime de fagon équivalente par I’implication suivante : si Tm(A4) =
®(a) (ou seulement >) pour un a € IR, pour tout u > 0,

(9) Ta(Au) 2 (a +u).

Sous cette forme se déduit immédiatement le phénomeéne de concentration pour
Yn : si Tn(A) > 3, on peut choisir a = 0 et, pour tout u > 0,

Tn(Ay) > B(u) > 11— e v /2,
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Pour les fonctions, si f est lipschitzienne sur R™ avec ||f||1;, < 1 et si m est une
médiane de f pour v,, pour tout v > 0,

(10) Ya({|f =m| < u}) >1-—2"%/2,

Cette concentration gaussienne peut étre utilisée avec avantage en lieu et place
de celle des sphéres dans la démonstration du théoréme de Dvoretzky [Pil], [Pi3].

Si nous avons déduit la concentration (10) de I'isopérimétrie elle-méme, elle
peut aussi, bien entendu, s’établir directement par le schéma de la proposition
2. 11 suffit d’y remplacer le semigroupe de la chaleur par le semigroupe gaussien
(Ut),>9, dit d’Hermite ou d’Ornstein-Uhlenbeck, de représentation intégrale (for-
mule de Mehler)

Uefe) = [ e+ - e ) drty), s €RT, 120

Son générateur L est donné par Lf(z) = Af(z)— (z,Vf(z)) pour toute fonction
réguliere f sur IR". Il vérifie trivialement la relation de commutation VU f =
e 'U;(V f) nécessaire a la démonstration de la proposition 2. Cette commutation
exprime de facon équivalente une formule de Bochner pour le générateur du
second ordre L de dimension infinie (N = c0) et de courbure constante égale a 1

(limite de R(S\I;N) quand N tend vers l'infini) par I'inégalité (cf. (6) ou (7))

%L(|Vf|2) —Vf-V(Lf) > (Lf)?

pour toute bonne fonction f. La géométrie du générateur de Markov L est
donc purement de dimension infinie, méme sur un espace de dimension finie.
Les conséquences abstraites de ces observations sont & l'origine de 1’étude par
D. Bakry et M. Emery des diffusions hypercontractives sous des hypothéses de
courbure et dimension (inégalité (6)) de générateurs de Markov [B-E], [Ba.

D’un point de vue probabiliste, la démonstration de la proposition 2 pour
Tn revient & écrire une formule d’It6 ainsi que I’a noté B. Maurey [Pil]. Pour
toute fonction f suffisamment réguliére sur IR",

f(By) —Ef(By) = /0 VPi_if(B:)-dB,

ot (Bt),>q est un mouvement brownien usuel sur R" et (P;),5, son semigroupe
associé (le semigroupe de la chaleur). Il ne reste plus qu’a noter que l’intégrale
stochastique a méme loi que A7 ou (B;),5, est un mouvement brownien linéaire
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et T = fol |VPy_¢f(B:)|? dt. Ainsi, pour toute fonction lipschitzienne f telle que
||f||Lip <1, T <1 presque sirement et, si u > 0,

P({f(B1) — Ef(B1) > u}) < IP({011<1§2<1 B> u}) <e v/

Bien que présentée ci-dessus pour la mesure gaussienne canonique de di-
mension finie, la forme méme de (9) autorise, par des procédés tout & fait stan-
dard, ’extension de I'isopérimétrie et de sa concentration aux mesures gaussiennes
(quelconques) de dimension infinie. C’est en effet en dimension finie qu’est con-
centrée toute la quintessence de 1'isopérimétrie (et de bien d’autres propriétés)
gaussiennes, son adaptation en dimension infinie reposant simplement sur une
approximation finie-dimensionnelle convenable. Soit par exemple (E,H,u) un
espace de Wiener abstrait, c’est-a-dire un espace de Banach réel séparable F
muni d’une mesure gaussienne (centrée) u d’espace de Hilbert autoreproduisant

t .
H C E. De fagon plus précise, la factorisation E' —— L2(u) —> E ol i est
'injection canonique définit un sous-espace hilbertien H = *7(L2(u)) appelé es-
pace autoreproduisant de x. Alors (voir [Bol]), si u(4) > &(a), pour tout u > 0,

(11) pa(Au) 2 B(a + u),

ou le grossissement A, est entendu ici au sens de ’espace autoreproduisant comme
la somme de Minkowski A, = A+B#(0,u), Bx(0,u) étant la boule de H de centre
0 et de rayon u. L’utilisation de la mesure intérieure p, est rendue nécessaire par
le possible manque de mesurabilité de A + By(0,u). Il est & noter que si le
support de u est de dimension infinie, u(H) = 0, rendant ainsi 1’énoncé (11) plus
surprenant peut-étre que son analogue de dimension finie.

L’inégalité isopérimétrique gaussienne — et plus particulierement la con-
centration associée — apparait & ce jour comme la clef dans la compréhension
de nombreuses questions touchant aux mesures et processus gaussiens. Men-
tionnons quelques unes de ses applications les plus frappantes. Historiquement,
I'étude de 'intégrabilité des normes de vecteurs gaussiens a été un théme im-
portant d’investigation. Apres la découverte de I’intégrabilité exponentielle par
H. S. Landau et L. A. Shepp [L-S] (avec une démonstration déja d’inspiration
isopérimétrique) et X. Fernique [Ferl] (que l'on peut faire remonter en fait aux
travaux de J.-P. Kahane sur les séries de Rademacher aléatoires [Ka]), I’outil
isopérimétrique a jeté un éclairage décisif. Soit comme précédemment p une
mesure gaussienne centrée sur un espace de Banach réel séparable (E,|| - |);
soit m tel que u({z; ||z|| < m}) > 7 et appliquons (11) & A = {z; ||z < m}
pour lequel on peut alors choisir a = 0. Or, A, C {z; ||z|]| < m + ou} ou

1/2
o= sup |z| (: sup (/ﬁ(x)Zdu(x)> )
z€B» (0,1) EEE €l
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de sorte que, pour tout u > 0,
(12) s({zs llzll S m+ou}) > 1-ev/2,

Le méme argument appliqué & A = {z; ||z|| = m} pour m une médiane fournit
une formule de concentration de la norme autour de m.

Une inégalité similaire s’obtient bien entendu de la méme fagon & partir de la
version gaussienne de dimension infinie de la proposition 2. Il suffit d’y remplacer
médiane par moyenne. Le raisonnement s’applique de la méme fagon aux fonctions
f sur E lipschitziennes au sens de H, c’est-a-dire telle que |f(z + k) — f(z)| < |h|
pour tout z € E et tout h € H.

Comme conséquence de (12), [exp(a||z||?)du(z) < oo si et seulement si
a < 1/202, ou, autrement dit,

. 1 1
(13) Jim = logu({z; llzl| 2 u}) = —5

Mais (12) nous apprend en fait beaucoup plus par le jeu entre les deux parametres
m et o, le premier étant en général beaucoup plus grand que le second. (Comme
sur les spheres, c’est de ce jeu dont sont issues les démonstrations gaussiennnes
du théoréme de Dvoretzky [Pil].)

Cette application simple cache en fait quelque peu toute la puissance de
Poutil isopérimétrique. M. Talagrand [Tal] a ainsi démontré, par un choix plus
judicieux de ’ensemble A doublé d’un argument d’approximation en dimension
finie, que pour tout € > 0 et tout u assez grand,

(14) p({z; ||z < e +ou}) > 1—exp(—%2-+eu).

Un remarquable résultat d’A. Ehrhard [Eh1] indique que la fonction sur [0, oo,
F(u) = & '(u(=;||z]] < u)) est concave. Alors que (13) exprime que l'on a
limy—oo F(u)/u = 1/0, (14) s’interpréte par le fait que lim,_o0[F(u) — (u/0)] =
0. Autrement dit, la droite u/o est asymptote & I'infini de F.

L’inégalité isopérimétrique et la concentration gaussiennes peuvent également
étre mises a profit dans le contexte des grandes déviations [Ch], [BA-L], [Led2].
Si A C E, soit I(A) = inf{2|h|};h € AN H} la fonctionnelle de grandes
déviations associée a la mesure gaussienne y sur (E, || - ||; H). Considérons alors
une partie fermée A de E et r tel que 0 < r < I(A); par définition de I(A),
ANBx(0, \/2_7') = 0. Comme A est fermée et les boules de H sont compactes dans
(£, - 1), il existe 6 > 0 tel que P'on ait encore 4 N [By(0,/2r) + Bg(0,6)] =0
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(ot Bg(0,6) est la boule de centre 1'origine et de rayon & pour la norme || - || sur
E). 1l est immédiat alors par (11) que pour tout £ > 0 assez petit,

u(e 1 A) < u([Bu(0,67'V2r) + Bg(0,6716)]°) < e~"/e”,
soit la borne supérieure des grandes déviations (qui généralise (13))

limsup e? log u(e ™' A) < —I(A).
€—0

Outre son caractére élémentaire, cette approche permet de préciser le role de la
topologie dans les grandes déviations gaussiennes et de s’en affranchir dans des
extensions purement mesurables [BA-L].

Récemment, M. Talagrand a approfondit divers aspects de la concentra-
tion gaussienne. Qutre [Ta4] et [Tall], c’est ainsi qu’il analyse, de deux fagons
distinctes, la géométrie des ensembles A pour lesquels le principe général de con-
centration peut étre précisé, et parfois considérablement amélioré. En effet, s’il y
a extrémalité sur les demi-espaces, ce n’est plus le cas pour des ensembles, par
exemple, convexes et symétriques. Pour ceux-ci, M. Talagrand [Tal2] démontre
le théoréme suivant.

THEOREME 4. Soit A un ensemble convexe et symétrique (par rapport 4
I'origine) de IR™ ; supposons que le polaire A° de A puisse étre recouvert par N
ensembles (T;)1<i<n tels que fsupyeTi(z,y) dyn(z) < % ; alors, pour tout u > 0,

Yu(Ay) > 1 — 4N log(eu)e /2.

Cet énoncé admet, comme précédemment, une version analogue pour des
mesures gaussiennes quelconques de dimension infinie. Mettre & profit ce résultat
revient a estimer les nombres (d’entropie) N. M. Talagrand fournit plusieurs
exemples de calcul. Une de ses applications concerne la mesure de Wiener y sur
C([0,1]) pour laquelle il démontre & partir du théoréme 4 (en fait directement
dans [Tal0] pour l’application & la vitesse de convergence dans la loi du logarithme
itéré de Strassen) que si U est la boule unité de C([0, 1]) pour la norme uniforme,
pour tous € > 0 et u > 0 et une certaine constante numérique C > 0,

C eu u?
p(eU +BH(0,u)) >1 —exp(e—2 5 ?)

Des estimations similaires ont lieu pour d’autres normes sur ’espace de Wiener,
comme par exemple les normes holderiennes. Par rapport & la concentration,
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’ensemble €U a ici une mesure trés petite. Ce résultat est étroitement lié aux
comportements des mesures gaussiennes pour les petites boules et a la récente
importante découverte de J. Kuelbs et W. Li [K-L] liant ces comportements (une
nouvelle fois & travers 1'isopérimétrie) aux nombres d’entropie apparaissant dans
le théoréme 4, qui peuvent alors étre contrélés par la fonction v,(eA4), 0 <e <1
(voir [Tal2]).

Dans une autre direction, M. Talagrand [Ta7] observe qu'’il y a parfois intérét
A sortir tout & fait du cadre gaussien (parallélement & ses travaux sur les mesures
produits). Il remplace ainsi la loi gaussienne standard sur IR par la loi y; de
densité %e"" et examine les propriétés isopérimétriques des lois produits y, sur
IR™ (wvoir aussi [Tal5], [Ma3]). Il met en évidence pour ces mesures une inégalité
isopérimétrique pour un grossissement qui n’est plus euclidien, mais un mélange
approprié entre la distance euclidienne et la distance de la norme £;. Ce résultat
a constitué une phase importante de I’évolution abstraite de son approche.

THEOREME 5. Il existe une constante numérique ¢ > 0 ayant la propriété
suivante : si A est un ensemble mesurable de R™, et si pn(A) = p1(] — 00,a]),
a € R, alors, pour tout u > 0,

pa(A+ VuBs +uBy) > pi(] — 00,a + cul)

oli By et By sont respectivement les boules unités de IR™ pour les normes ¢, et

¢y. En particulier, si p,(A) > 3,

pn(A-l—\/EBg +uBl) >1—e "

La géométrie (complexe !) du grossissement \/u B, +u B; a plusieurs consé-
quences importantes, méme donc au cadre gaussien. En effet, par un principe de
contraction (cf. [Pil]), le théoréme 5 peut préciser dans certains cas le phénomene
de concentration gaussien. Par exemple, on peut déduire du théoréme 5 que si A
est un cube de IR” de la forme A = {z; |z;| < logn, i =1,...,n}, et si y/logn
est beaucoup plus grand que u,

2 /]
'Yn(Au)Zl—exp(_uE. Ogn)’
u

ce qui se vérifie bien sir directement.

Parmi les autres applications de 'isopérimétrie et de la concentration gaussi-
ennes développées au cours de la décennie passée, mentionnons les remarquables
travaux de C. Borell [Bo2|, [Bo3] sur l'intégrabilité et les comportements des

355



M. LEDOUX

queues des éléments des chaos de Wiener ainsi que les liens étroits avec les pro-
priétés hypercontractives qu’il met de cette fagon en évidence (voir aussi [Eh4],
[Led3]), I’étude de la géométrie de la mesure gaussienne [Eh2], [Eh3], [Bo4], les
applications & ’analyse sur ’espace de Wiener [Fal], [Fa2]. Citons également
I’application a la caractérisation de M. Talagrand de la bornitude et la continuité
des processus gaussiens par les mesures majorantes [Ta2] (voir I’exposé [Fer2]).
M. Talagrand en fournit lui-méme [Ta8] une nouvelle démonstration simplifiée
grace a 'outil isopérimétrique, qui ouvre la possibilité de minorations hors du

cadre gaussien [Ta6], [Tal4].

2. Mesures produits

Motivé par le cadre produit gaussien et des problémes ouverts sur les sommes
de variables aléatoires vectorielles indépendantes, M. Talagrand s’interroge, deés
1986, sur les propriétés isopérimétriques dans des produits d’espaces de prob-
abilités. Une mesure gaussienne sur un espace de Banach séparable E est en
effet la loi d’une série convergente ). giz; ou (g;) est une suite orthogaussi-
enne et les z; sont éléments de E. Il est naturel d’examiner alors d’autres suites
que la suite gaussienne, en particulier une suite de variables de Rademacher,
ou plus généralement des séries convergentes »; X; ou les X; sont des variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans E. L’un des premiers exemples examinés
par M. Talagrand est celui de la mesure uniforme sur {—1,+1}N pour lequel
il améliore la concentration avec un énoncé indépendant de la dimension, et il
invente surtout une méthode de démonstration par récurrence sur la dimension
[Ta3]. C’est cette méthode entierement nouvelle qui lui permet de dégager des
inégalités isopérimétriques et de concentration dans une structure produit ab-
straite.

Soit (2, %, ) un espace probabilisé et soit P la mesure produit u®" sur
Q". Un point z de Q™ a pour coordonnées z = (z1,...,Z5). (Il est aisé de
se convaincre que l’on ne gagne pas en généralité, dans les résultats qui vont
suivre, a considérer des produits (H?zlﬂi, R, ,u,-) ou les facteurs ne sont pas
nécessairement identiques.)

La distance de Hamming sur Q" est donnée par d(z,y) = Card{l < ¢ <
n; z; # yi}. La fonction de concentration a de Q™ pour la distance d vérifie, pour
toute mesure produit P,

(15) a(u)>1- Cexp(—-g—:-l-)

ou C > 0 est numérique. Ce résultat s’interpréte en disant que si P(A) > %,
pour la plupart des éléments z de Q7" il existe y € A a distance de l'ordre de
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/. Dans le cas de ’espace & deux points, le résultat précédent se déduit d’une
inégalité isopérimétrique [Ha], [W-W]. Une démonstration utilisant I'inégalité de
martingales (5) est présentée dans [M-S] (voir aussi [MD] pour une version avec
meilleure constante). M. Talagrand en donne une démonstration élémentaire par
récurrence sur n. Si A est une partie de Q" et z est un point de 2", désignons
par ) (z) la distance de Hamming de z & A définie donc par

oL(z) = inf{k >0;3yc A, Card{1 <i<nmjz; #yi} < k}.

M. Talagrand [Tal5] démontre que pour tout A > 0,

1 1 2
AP P < ni /4.
(16) /e TESP@C

En particulier, d’apres 'inégalité de Tchebitcheff, pour tout entier k,
p > p g p

P({Sof‘l < k}) 21- P(]-A) e—kz/n,’

soit la concentration (15). Le raisonnement s’applique de la méme fagon a toutes
les métriques de Hamming dq(z,y) = Y i) @iX{zi#y:)> @ = (@1,--.,a,) € R},
avec |a|? = Y., a? en lieu et place de n dans le second membre de (16). Le
résultat peut aussi se renforcer lorsque l'on s’intéresse de fagon plus générale a
d’autres fonctions de la probabilité de A dans le second membre de cette inégalité,
comme par exemple P(A)~7; aprés une optimisation en v > 0, M. Talagrand

obtient ainsi que pour k > ('3 log P(lA))l/2’

e 3 (oer) )

inégalité qui présente I’avantage de se rapprocher du meilleur exposant —2k? /n.

Notons que diverses questions de mesurabilité se posent sur ¢}, ; celles-ci ne
sont en aucun cas essentielles et seront ignorées dans ce qui suit (en supposant
par exemple {2 fini).

L’écriture précédente de o) ouvre la possibilité de mesurer de fagons tres
variées la proximité (ou l’éloignement) d’un point z d’un ensemble A. En par-
ticulier, elle permet de s’affranchir du cadre métrique. C’est ainsi, qu’outre la
fonction ¢, qui exprime en quelque sorte le contrdle d’un point z de 2* par
un seul point de A, M. Talagrand imagine deux autres contrdles, ou fonctions de
grossissements, principaux : un contrdle par plusieurs points (non métrique) et
un contréle par enveloppe convexe.
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Si g est un entier > 2 et A',..., A7 sont des parties de Q", posons, pour
tout élément r = (z;,...,z,) de Q"

pi(z) = ¢%,,.__’Aq(:1:) =inf{k >0; Jy' € A',...,3y7 € A? tels que
Card{1 <i<mn;z; ¢ {y},.. Lyl <k}

En choisissant tous les A* identiques & un méme A, ¢9(z) < k indique que les
coordonnées de z peuvent étre copiées, sauf peut-étre pour k d’entre elles, par
les coordonnées de g éléments de A. En adoptant & nouveau un raisonnement de

récurrence sur le nombre de coordonnées, M. Talagrand démontre le théoreme
suivant [Tal5).

THEOREME 6. Avec les notations précédentes,

/q¢9(z) dP(z) < E F(_IZﬁ

En particulier, pour tout entier k,

P{e?<k})>1-¢ H(—-

Dans la pratique, g est le plus souvent fixé, par exemple égal & 2, et ’on
voit ainsi comment controler par un ensemble A fixé au départ des échantillons
arbitraires avec une décroissance exponentielle de la probabilité en le nombre de
coordonnées négligées. Ce théoréme, le premier établi par M. Talagrand (avec &
lorigine une démonstration beaucoup plus délicate basée sur des arguments plus
classiques de réarrangements [Ta5]), a permis de résoudre de nombreux problémes
en probabilités dans les espaces de Banach. Il est & la genése, avec [Ta3], des
développements abstraits qui suivent (voir, pour un historique, [Tal5], [L-T2]).
Pour illustrer son emploi, soit S une somme X; +- - - + X,, de variables aléatoires
indépendantes et positives sur (§2,.4,IP). On se place donc sur [0, co[® muni du
produit P des lois des X;. Soit A = {E 1:1:, < m} avec m choisi de sorte
que, par exemple, P(A) > 1; soit ¢? = goA,_",A Siz € {7 < k}, il existe
y'so.,y9 € Atels que CardI < kou I = {1 <i < myz; & {y},...,47}}.
Considérons une partition (J;);j<q de {1,...,n}\I telle que z; = y! si ¢ € J;.

Alors,
q .
in = Z Z yl <gm

igl j=1i€J;
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ol nous avons fait usage d’une propriété cruciale de monotonie compte tenu de
la positivité des z;. Il s’ensuit que

n k
Z z; < gm+ Z-’Ef
=1 i=1

ot {z},...,z%} est le réarrangé décroissant de I’échantillon {z,,...,z,}. Alors,
en vertu du théoréme 6, pour tous k, ¢ entiers,

P({S > gm+k}) <29g~ ¢+ ¢ P({i X > k})

Joint & un argument de symétrisation pour retrouver la propriété de monotonie
(développé a l'origine dans 1’étude de la loi du logarithme itéré [L-T1]), cette
approche gouverne aujourd’hui les estimations de normes de sommes de variables
aléatoires indépendantes & valeurs dans un espace de Banach — dont les argu-
ments de martingales (par exemple (5)) ne peuvent rendre compte — et constitue
le principe général d’évaluation de ces sommes. Il étend & ce cadre diverses esti-
mations de type gaussien et précise souvent des résultats scalaires plus anciens.
Nous renvoyons a [L-T2] pour de plus amples détails.

Le controle par enveloppe convexe est assez différent des précédents. En
premiere approche, il peut étre défini par la distance ¢§(z) = SUP|4|=1 d.(z,A).
Cette écriture cache cependant les propriétés de convexité de la fonctionnelle
essentielles a son analyse. Pour une partie A C Q" et z € 2", soit

Ua(z) = {s = (si)1<i<n € {0,1}"; 3y € Atel que y; = z; si s; = 0}.

On désigne par V4(z) 'enveloppe convexe de U (z) en tant que sous-ensemble de
IR™. Il est & noter que 0 € V4(z) si et seulement si z € A. Il est alors naturel de
mesurer la distance de z & A par la distance euclidienne de 0 & V4(z). En vertu du
théoréme de Hahn-Banach, celle-ci est alors égale & ¢4 (z). La fonctionnelle ¢4 (z)
mesure donc la distance de z a A uniformément en les métriques de Hamming d,,
|a| = 1. M. Talagrand [Ta9], [Tal5] étend la concentration (15) a cette uniformité
dans un énoncé indépendant de la dimension.

THEOREME 7. Pour tout sous-ensemble A de Q™, et toute probabilité produit
P,
1, .\2 1

En particulier, pour tout u > 0,

P({pa<u})>1- P—(ll;je_"z/“-
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Pour illustrer le principe général des démonstrations par récurrence, esquis-
sons celle du théoréme 7. La difficulté réside le plus souvent dans la mise en place

de la bonne hypothése de récurrence, représentée par les formes intégrales des
diverses inégalités que nous avons énoncées.

Démonstration. Le cas n = 1 est aisé. Pour passer de n a n + 1, soit A
un sous-ensemble de Q"t! et B sa projection sur 2" ; soit en outre, pour w €
2, A(w) la coupe de A suivant w. Si z € Q" et w € Q, on pose z = (z,w).
L’observation fondamentale est la suivante : si s € Ugy(z), alors (s,0) € Ua(z),
et si t € Up(z), alors (t,1) € Ua(z). Il s’ensuit que pour s € Vy(,(z), t € VB(z)
et 0 <A <1, (As+(1—A)t,1—A) € Vu(z). Par définition de ¢ et convexité du
carré,

Pa(2)” < (1= 1) + M) (2)" + (1 = Neh(z)".

En vertu de ’inégalité de Holder et de I’hypothese de récurrence, pour tout w de

Q,

[ e (ate.))?)ap(o)
<o in( [ o3 en)?)ep) ([ e} e))ar)
< (oo )A(Pw))l_k
<r " ()

Une optimisation en A fournit alors

/nn (3 (#(e,)")4P(e) < P(B) (2 } P(;(g))).

Enfin, par une intégration par rapport & w et le théoréeme de Fubini,

..o (5 (ate0)) aP@te) < 5, (2‘ P;?(lgf )) < Ferm’

Le théoréme est établi.

Il est aisé de vérifier que si Q =[0,1], et si d4 est la distance (euclidienne)
4 Conv(A), alors d4 < 4. Soit f une fonction convexe sur [0,1]" telle que
[fllLip < 1, et soit m est une médiane de f pour P et A = {f < m}. Par
convexité de f, f < msur Conv(A). Par ailleurs, comme || f||;;, <1, f(z) < m+u
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pour tout z tel que d4(z) < u. En raisonnant de la méme fagon avec 1'ensemble
{f < m — u}, on conclut alors du théoréeme 7 que

(17) P({|f —m| <u})>1—4e /¢

pour tout u > 0 et toute probabilité sous-jacente u sur [0,1]. La constante 4
dans P’exponentielle peut étre améliorée comme précédemment pour approcher 2.
Cette concentration est similaire & la concentration gaussienne, avec toutefois f
convexe. Elle s’applique en particulier aux normes de moyennes aléatoires ), p;z;
3 coefficients z; dans un espace de Banach E ol les ¢; sont des variables réelles
indépendantes uniformément bornées (en particulier un jeu de pile ou face) pour
lesquelles I'inégalité (17) permet de préciser les théorémes pionniers d’intégrabilité
et d’équivalences de moments de Khintchine-Kahane [Ka]. De fagon précise, si
l¢illoo < 1 pour tout 7 et si S = ), p;z; converge presque sirement, pour tout
u >0,
P{|IS] —m| <u}) > 1-4e7 /107"

ot m est une médiane de ||S|| et 0 = sup¢ <1 (2;6(%‘)2)1/2- Cet énoncé est
I’analogue exact de la formule (12) pour les seéries gaussiennes et certifie ainsi la
puissance des arguments du théoréme 7 vis-a-vis des techniques de I'isopérimétrie
gaussienne. Dans I’exemple de I’espace & deux points, la méthode de démonstration
par récurrence sur le nombre de coordonnées est peut-étre a rapprocher des tech-
niques d’hypercontractivité [Gro], [Be].dont les aspects “mesure de surface” sont
considérées dans [Tal3] par analogie avec I’exemple gaussien [Led3].

Le théoréme 7 sur ’enveloppe convexe ° contient d’une certaine fagon les
deux énoncés précédents sur le controle par un ou un nombre fini de points.
Une version du théoréme 7 peut étre utilisée afin de retrouver les applications
aux sommes de variables aléatoires indépendantes déduites précédemment de
I’examen de la fonctionnelle ¢? [Ta9]. Celle-ci nécessite cependant une forme
plus abstraite de ¢° ol la distance euclidienne de 0 & V4(z) est remplacée par
une nouvelle fonction non nécessairement métrique.

Cette ligne d’étude s’inscrit dans les tous derniers développements de M.
Talagrand [Tal5] ou celui-ci analyse de fagon systématique les fonctions de prox-
imités !, p? et p° par I'introduction d’un concept de pénalité. En effet, dans un
contrdle par un point par exemple, les coordonnées qui différent sont comptées
pour 1 alors qu’un poids adapté permet de préciser ce contrdle de maniére plus

fine. Posons, pour une fonction positive h sur  x £ telle que h(w,w) = 0, et
ACQ™ e Q"

oM (e) = inf{i h(ziyi); y € A}.

=1
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Le choix de h(w,w') =1 si w # w' correspond donc a la distance de Hamming ou
contrdle par un point ¢}, la nouvelle fonction <pi{h imposant une pénalité variable
sur les coordonnées de z et y qui different. On peut alors reprendre toute 1’étude
précédente de ce point de vue et en déduire divers énoncés suivant les hypotheses
sur la fonction h. Un résultat typique est le suivant. Posons, pour tout B C (,
et tout w € Q, h(w, B) = inf{h(w,w'); w' € B}. Supposons que

e2h(«@:B) 7,,() < ° ;
/ W) < 2

Alors, pour tout 0 < A <1,

A(pl'hdp< 1 Cn)?
/e P < e

ot C > 0 est numeérique. Par rapport & (16) et la distance de Hamming ¢},
on apprécie sur cet énoncé le degré supplémentaire de liberté et de souplesse
pour les applications. Les extensions portent également sur la fonction de la
probabilité P(A) a droite de I'inégalité précédente, en lien avec les hypothéses
sur h : plus la dépendance en P(A) est générale, plus les hypotheses sur h peuvent
étre affaiblies. Certaines conséquences abstraites de cette nouvelle idée présentent
de grandes similitudes avec des inégalités probabilistes classiques, binomiales ou
de Bernstein. Qutre les preuves unifiées par récurrence, I’on voit aussi comment
une propriété de concentration sur chacun des facteurs (§2,u) se transfére en
quelque sorte a ’espace produit (27, P). En particulier, le résultat précédent
s’avere efficace lorsque 2 lui-méme est déja un produit. Ces méthodes de pénalités
permettent également de retrouver le difficile théoréme 5 (voir aussi 'approche

de B. Maurey [Ma3]).

Les fonctions de pénalité (ou fonctions d’interaction) utilisées sont variées
(sur R par exemple, h(w,w') = |w —w'| ou k(w,w') = (w,w’)t). L’un des traits
frappants des résultats de M. Talagrand est le caractére dissymétrique des hy-
potheéses faites sur w et w' dans h, autrement dit sur le point  que ’on veut
controler et le point y qui contréle; si elle ne dépend que de la premiere coor-
donnée, h doit étre bornée, si elle ne dépend que de la seconde, des propriétés
d’intégrabilité (relativement & u) assez faibles sont suffisantes.

Ces développements s’effectuent également sur les fonctionnelles 7 et ¢°,
avec le plus de profit sans doute sur cette derniére. Pour une fonction positive h
comme précédemment, soit & présent, pour A C Q" et z € €,

Ua(z) = {5 = (si)1<i<n €ERY; Jy € A tel que
s; > h(z;,y;) pour tout ¢ = 1,...,n}.
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Va(z) est 'enveloppe convexe de U4(z). Pour mesurer la “distance” de 0 & Va(z),
on considére une fonction ¢ sur IR avec ¥%(0) = 0 telle que (t) < t*sit < 1let
() >t sit > 1. (Ce choix est & rapprocher du théoréme 5.) Puis, soit

gpi’h"l’(a:) = inf{z P(si); s = (si)i<i<n € VA(z)}'

=1

La distance ¢° correspondait donc simplement & h(w,w') = 1si w # w' et () =
t2. Toujours par récurrence sur la dimension, M. Talagrand établit alors une forme
générale du théoreme 7 en montrant que, pour une certaine constante a > 0,

/exp(a cpf,;’h’d’) < CXP(G(P(A)))

sous diverses hypothéses liant les parametres y, h et ¥ a la fonction 8 de la
probabilité de A. La démonstration est bien plus délicate compte tenu du degré
de la généralité.

Cette étude abstraite systématique est justifiée par les larges applications
proposées par M. Talagrand ; elles s’étendent aujourd’hui & de multiples cadres
probabilistes et combinatoires. Le plus souvent, les résultats de M. Talagrand
proposent une propriété de concentration chaque fois qu’une valeur moyenne a
été mise auparavant en évidence (’analyse de cette valeur moyenne est un autre
sujet d’étude). Esquissons par exemple son application aux premiers temps de
passage en percolation. Soit (G, E) un graphe de sommets G et d’arétes E ;
supposons donnée, sur une espace probabilisé (2,.4,TP), une famille (X.),cp
de variables aléatoires positives indépendantes, de méme loi qu’une variable X.
X. représente le temps de passage par ’aréte e. Soit 7 une famille de parties
(finies) de E, et, pour T € T, X7 = ), cpXe. Si T est composée d’arétes
contigiies, X7 s’interpréte comme le temps de passage par ce chemin T'. Posons
Zt = infrer X7 et R = suppeq Card(T'), et désignons par m une médiane de
Z1. Comme corollaire de sa version avec pénalités du théoréme 7, M. Talagrand
[Tal5] établit le résultat suivant.

THEOREME 8. Il existe une constante numérique ¢ > 0 telle que si IE(e°X) <
2, alors, pour tout u > 0,

P({|Zr —m| <u})>1 —4exp(—c min(u—}:- u))

Lorsque G est Z* et E les cotés joignant deux points adjacents, et T = T,
est ’ensemble des chemins ne se recoupant pas joignant l’'origine au point (0,n),
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et pour 0 < X < 1 presque siirement, H. Kesten [Ke] a démontré comment se
ramener, lorsque P({X = 0}) < 1 (percolation), aux chemins de longueur plus
petite qu'un multiple de n. Joint & ce résultat, le théoréme 8 permet alors de

conclure que
2

P({|Z7, —m| <u})>1 ——5exp(—%)

pour tout u < n/C ou C est une constante indépendante de n. Cette estimation
précise le résultat de H. Kesten [Ke] comportant un exposant de la forme u/C/n
et basé sur des arguments de martingales.

Outre les sommes de variables aléatoires vectorielles indépendantes (qui
restent ’appli- cation la plus délicate de ces résultats), les autres applications
proposées par M. Talagrand portent sur des questions de sous-suites aléatoires,
graphes aléatoires, probabilités géométriques... Nous renvoyons le lecteur & son
important projet en préparation [Tal5] pour plus de détails.

II. Approches fonctionnelles de I’isopérimétrie

Les paragraphes précédents présentent diverses inégalités isopérimétriques
dont le cadre, comme les modalités d’approche, sont éloignées des techniques
géométriques habituelles, en particulier les réarrangements. Dans cette seconde
partie, nous reprenons un cadre isopérimétrique plus traditionnel, en retournant
en particulier aux inégalités infinitésimales, pour lequel des techniques fonction-
nelles, cette fois-ci, vont étre mises a profit a I'image de la démonstration de la
proposition 2. Cette proposition fournit en effet une démonstration fonctionnelle
élémentaire de la concentration sur les sphéres basée sur le semigroupe de la
chaleur, la formule de Bochner et la courbure de Ricci, en s’appuyant essentielle-
ment sur une traduction fonctionnelle de cette courbure. Ces outils, utilisés de
fagon rudimentaire, rejoignent les résultats de N. Varopoulos sur les inégalités
isopérimétriques et les estimations du noyau de la chaleur sur les variétés rie-
manniennes et les groupes de Lie qu’il a développées ces derniéres années. Dans
cette derniére partie, nous voudrions simplement aborder ce lien en illustrant le
(court) chemin qu’il reste parcourir d’un point de vue fonctionnel pour passer de
la démonstration simple de la concentration a une forme de I’isopérimétrie. Nous
présentons ainsi des résultats de N. Varopoulos [Va4], [Va5], [V-SC-C] dans le
cadre des variétés riemanniennes & courbure de Ricci positive ou nulle.

Il est maintenant bien connu ([C-L-Y], [Val]) qu’une inégalité isopérimétrique
sur une variété riemannienne, par exemple, force un contréle du noyau de la
chaleur. Plus précisément, soit par exemple V une variété riemannienne compléte
et connexe de dimension N, non compacte ; soit en outre A 'opérateur de Laplace-
Beltrami sur V et (P;),5, le semigroupe de la chaleur de noyau p;(z,y).
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THEOREME 9. Supposons qu’il existe n > 1 et C > 0 tels que pour tout
partie compacte A de V & bord OA régulier,

(18) vol(A)(*~V/™ < Cvol(0A).

Alors, pour une certaine constante C > 0,

C
(19) pz,y) < o

pour tout t > 0 et tous z,y € V. En outre, pour tout § > 0, il existe Cs > 0 telle
que

(20) pi(z,y) < tf—fg exp (—%—%t—z)

pour tout t > 0 et tous z,y € V.

Le schéma de la démonstration est particuliérement instructif. Il consiste
4 comparer chacune des propriétés (18) et (19) sur ’échelle des inégalités de
Sobolev. Par la formule de la coaire [Fe], [Os],(18) équivaut & dire que pour toute
fonction f de classe C* a support compact sur V,

(21) “f”n/n—l < CHIVfl“l

En vertu de 'inégalité de Holder (remplacer f positive par f<), cette inégalité est
la plus forte dans la famille des inégalités de Sobolev. Elle implique en particulier
(supposer n > 2) l'inégalité de Sobolev au niveau L? (pour le gradient) qui
s’exprime, aprés une intégration par parties, comme

) 1£unca < CIIVAI=C [ F(-0)de

pour toute fonction f de CS°(V). La constante C > 0 peut varier, ici et ci-
dessous, d’une ligne a 'autre. Plutét que le gradient, cette inégalité concerne
donc le laplacien A. Or, I’'un des points de départ des travaux de N. Varopoulos
[Va2] est 1’équivalence formelle, dans un cadre abstrait de semigroupes, de cette
derniére inégalité de Sobolev (22) et de la décroissance du semigroupe de la
chaleur (ou de son noyau)

(29) 1P Sl < 5 Il >0, F € CR(V).
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Ce résultat, inspiré de travaux de J. Nash [Na] et J. Moser [Mo] sur la régularité
des solutions des équations différentielles paraboliques, constitue ici le pont entre
analyse et géométrie. Diverses techniques permettent alors de passer de cette
estimation uniforme aux estimations gaussiennes (20) de pi(z,y) pour z # y
(voir [Da], [L-Y], [Va5]...). Le théoréme peut aussi étre localisé en temps petit (2
partir d’une inégalité isopérimétrique sur les ensembles de petit volume), ou en
temps grand [C-F] (ensembles de grand volume).

Réciproquement, il est possible, dans certains cas, de renverser le chemine-
ment de la démonstration précédente et de déduire d’un comportement (uniforme)
du noyau de la chaleur des propriétés isopérimétriques sur V. Plagons-nous, pour
plus de simplicité, dans le cadre d’une variété a courbure de Ricci positive ou
nulle. (Bien qu’a posteriori, ce cadre est quelque peu restrictif — les variétés a
courbure positive ou nulle vérifiant l'isopérimétrie ont un comportement, du vol-
ume des boules par exemple, assez rigide —, il s’agit simplement d’illustrer ici
l’enchainement des idées.) D’aprés l’esquisse de la démonstration du théoreme
9, il convient de comprendre ce qui doit étre ajouté a une inégalité de Sobolev
au niveau L? (22) pour atteindre le niveau L' (21) et donc l'isopérimétrie. Le
maillon manquant est fourni ici par la courbure et une inégalité fondamentale
démontrée par P. Li et S.-T. Yau [L-Y] dans leur étude des inégalités de Harnark
paraboliques. Comme la proposition 2, cette inégalité est une certaine traduc-
tion fonctionnelle sur le semigroupe de la chaleur de la formule de Bochner. Sa
démonstration repose uniquement sur l'inégalité de courbure et dimension (6).
Nous n’énongons que la forme dans les variétés a courbure de Ricci positive ou
nulle.

ProposITION 10. Soit V' une variété riemannienne de dimension N et de
courbure de Ricci > 0 et soit (P,),5, le semigroupe de la chaleur sur V ; pour
toute fonction f strictement positive de C°(V') et tout t > 0,

VP f|* APf N
24 TR

Comme 1’a montré N. Varopoulos [Vab], on déduit sans trop de peine de
’inégalité ponctuelle (24) que, pour toute f réguliere et tout ¢t > 0,

C
(25) 9Pl < 2 1l

pour une certaine constante C' ne dépendant que de la dimension N. En effet,
d’apres (24), (AP, f)~ < N(2t)"'P.f de sorte que ||APf||, < Nt!||f|,. Par
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dualité, c’est donc que ||APf|| ., < Nt7Y| f||o qui, utilisé & nouveau dans (24),
fournit immédiatement (25).

Le contrdle (25) du gradient du semigroupe en V/t est I'ingrédient crucial
qui, joint & la décroissance (23), permet d’atteindre l'isopérimétrie. Notons que
linformation dimensionnelle est uniquement contenue dans la décroissance (23)
et que (25) en est en quelque sorte indépendante. L’inégalité (25) montre, par
dualité, que, pour toute fonction f de C°(V) et tout ¢ > 0,

If = Pufll, < CVE||IVFI];-

En effet (cf. [Led4]), pour toute fonction réguliére g telle que ||g]| , < 1,

/g(f—Ptf)dz = —/0t</gAP3fdx)ds
= ~/0t(/APsgfda:>ds

t t
-/ ( / VPag-Vfdw)dSS | 1ol il ds
0

Soit alors A une partie compacte de V' & bord OA suffisamment régulier. En
appliquant I’inégalité précédente & une suite de fonctions régulieres approchant
la fonction indicatrice x4 de A, il vient, pour tout ¢ > 0,

C\/t_vol(aA) > ”XA — Pt(XA)”1

:2[vol(A)—/AP,(XA)dx] = 2[vol(A4) — ||Pt,2(XA)||§].

Cette chaine d’inégalités fournit le passage avec la théorie L? puisque si (23) a
lieu, par une interpolation évidente, ||P;f|l, < Ct~"/*||f|l;, t > 0, et donc

CVtvol (0A) > 2 [vol(A) - {;CE vol(A)2].

Il ne reste plus qu’a optimiser en ¢ pour en déduire que pour une certaine con-
stante C > 0,

(26) vol(4)("~D/" < C'vol(DA),
soit I'isopérimétrie annoncée. Nous avons ainsi établi le théoréme suivant [Va5).
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THEOREME 11. Soit V une variété riemannienne de courbure de Ricci > 0 ;
si, pour un n > 1 et une constante C > 0,

C
p(z,y) < o

uniformément ent > 0 et z,y € V, alors, pour une certaine constante C > 0 et
tout ensemble compact A de V a bord 0A suffisamment régulier

vol(A)("~D/" < Cvol(DA).

Cette démonstration élémentaire, qui présente méme quelque intérét dans
le cas euclidien, ne fournit guére de renseignements sur la meilleure constante C
dans (26), et donc par exemple sur le caractére extrémal des boules dans IR".
Dans ce cas de IR", on peut en fait démontrer qu’il existe une version de (25) avec
meilleure constante et que la perte de précision se fait-au niveau de la décroissance
(23). Pour que la démonstration précédente fournisse la meilleure constante dans
le cas euclidien, il convient de remplacer (23) par le fait que le semigroupe de la
chaleur croit en norme L? par réarrangement isopérimétrique, c’est-a-dire

(27) ”Pt(XA)”z < “P‘(XB)“z

pour tout ¢+ > 0 et tout compact A de méme volume qu’une boule B. La
propriété (27) a été établie par A. Baernstein et B. A. Taylor [B-T], [Bae]
par 'intermédiaire des outils de symétrisation isopérimétrique ; les observations
élémentaires précédentes démontrent son équivalence formelle avec l'isopérimétrie.
On peut s’interroger sur la signification de ces observations dans une variété rie-
mannienne.

Notons que cette approche fonctionnelle peut également étre développée
dans le cadre de l'isopérimétrie gaussienne (9). Il est facile de se convaincre, a
partir des arguments de la proposition 2, que le semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck
(Ut)y> vérifie une propriété de type (25). Intrinséquement de dimension in-
finie au sens de la géométrie des semigroupes de Markov, il n’est cependant
d’aucune décroissance polyndémiale n. L’analogue de cette décroissance est la pro-
priété d’hypercontractivité de (U;),>, [Ne], équivalente & I'inégalité de Sobolev
logarithmique de Gross [Gro] (version de dimension infinie des inégalités de
Sobolev usuelles), qui, utilisée dans le schéma précédent, permet d’accéder a
'isopérimétrie gaussienne (voir [Led3)).

A D’équivalence précédente s’ajoute la minoration V(z,r) 2 Cr~™ du volume
des boules de centre z et de rayon r > 0, renforgant ainsi les liens entre analyse
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et géométrie. En fait, en vertu des inégalités de Harnack, le noyau ps(z,z) est
gouverné par V(z,v?)~/? [L-Y], [Va5] (voir aussi [Da]). Cette minoration se

déduit aisément de l’isopérimétrie, un peu plus difficilement du contréle (19)

du noyau de la chaleur. La double équivalence précédente dans les variétés a

courbure de Ricci positive ou nulle ne subsiste cependant plus, sauf localement

[L-Y], en courbure seulement minorée : il existe [Va5] une variété dont les boules

ont un volume exponentiel mais pour laquelle p;(z,z) est de l'ordre de ¢t71; il

existe également [C-L] une variété dans laquelle sup, , p:(z,y) < Ct~™/? mais ou

Iisopérimétrie de dimension correspondante est en défaut (pour les ensembles de

grand volume).

Le cadre initial des travaux de N. Varopoulos [Va2], [Va3], [Va4], [V-SC-C]
est celui des groupes discrets (finiment engendré) ou de leur version continue, les
groupes de Lie. Dans ce cadre, les résultats de N. Varopoulos (voir [Va6]) con-
duisent & une classification des groupes suivant la croissance du volume des boules.
Soit par exemple G un groupe de Lie connexe unimodulaire et {X1,...,X;} un
systéme de champs de vecteurs invariants & gauche engendrant ’algebre de Lie de
G. Soit V(r) le volume des boules de rayon r pour la distance de contréle associée
aux champs Xj,..., Xk, V(r) ne dépendant pas ici du centre. Le volume a I'infini
est & croissance soit polynoémiale, soit exponentielle [Gu], et localement & crois-
sance polyndmiale [N-S-W]. La conclusion principale [Va4] est alors ’équivalence
entre une croissance du volume V(r) > Cr¢, r > 0, une inégalité isopérimétrique

k
1fllajacs < C D IXifllys  f € CX(E),
i=1

et une estimation du noyau py(e) < Ct~ %2, ¢ > 0, ou e est ’élément neutre de
G et p; la solution fondamentale de 1’équation de la chaleur % - Zf: XZ=0.
L’étape importante est & nouveau 1’équivalence formelle entre la décroissance de
pi(e) et une inégalité de Sobolev. L’isopérimétrie se déduit d’une estimation des
dérivées spatiales du noyau issue d’une inégalité de Harnack [SC1]. Par rapport
a la situation riemannienne, cette description compléte est plus de nature har-
monique que potentielle [Vad].

Pour les groupes discrets, ces résultats s’interpretent de fagon directe sur les
chaines de Markov des probabilistes et le comportement des marches aléatoires.
Soit G un groupe discret finiment engendré et soit p une mesure de probabilité
symétrique sur G de support fini et générateur. Le comportement du volume
est décrit par les travaux de M. Gromov [Gr2]. En croissance polynémiale, le
comportement des puissances de convolution u*¥(e) est alors gouverné par le
volume : si V(r) > Cr?, alors, pour tout k, u**(e) < Ck~%/2. Cette description
résout en particulier la conjecture dite de Kesten et les seuls groupes récurrents
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sont ainsi les extensions finies de {0}, Z et ZZ%. La situation est plus complexe
en croissance superpolyndémiale. Des résultats nouveaux de T. Coulhon et L.
Saloff-Coste [C-SC] utilisent, plutét que le semigroupe lui-méme, des familles
d’inégalités de Poincaré a 1'échelle sur les boules (cf. [Bu]), déja utilisées avec
profit dans [SC2]. Nous renvoyons au traité [V-SC-C] pour une discussion et des
références compleétes.
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