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TRAVAUX DE WILES (ET TAYLOR, ...), PARTIE II

par Joseph OESTERLÉ

Séminaire BOURBAKI

47ème année, 1994-95, n ° 804
Juin 1995

Cet exposé fait suite à celui de J.-P. Serre, auquel nous référerons par [S]. On
note f un nombre premier > 3 et Q une clôture algébrique de Q. Pour toute
sous-extension K de Q, on pose GK = Gal(Q/K). On note Xi : GQ - Zi le

caractère cyclotomique via lequel GQ opère sur les racines de l’unité de Q d’ordre
une puissance de f. Par abus, si A est une Z~ -algèbre, on note encore x~ l’homo-
morphisme composé GQ ~ Z" -~ A" .

Pour tout nombre premier p, on note Dp le groupe de décomposition d’une place
de Q au-dessus de p, Ip son groupe d’inertie, Frobp E Dp un élément de Frobenius
arithmétique et Qp la fermeture algébrique de Qp dans le complété de Q en la place
choisie.

Soient A l’anneau des entiers d’une extension de degré fini de m son idéal
maximal et p un homomorphisme continu de GQ dans GL2(A), non ramifié en
dehors d’un ensemble fini de nombres premiers. Choisissons un plongement de A/m
dans une clôture algébrique Fi de Fi et notons p : GQ - GL2(Fe) la représentation
déduite de p par réduction mod m. Le théorème suivant fournit des conditions
suffisantes pour que p soit modulaire (au sens de [S], 2.3) lorsque p : GQ -~ GL2(Fi)
est médullaire (au sens de [S], 2.2). Il résout en partie une conjecture de Fontaine et
Mazur ([6]).

THÉORÈME 1.- Supposons satisfaite l’une des deux conditions suivantes :
a) Le Zl -module A2 , muni de l’action de Dl définie par p, est isomorphe au

module de Tate d’un groupe l -divisible sur et det p coïncide avec xe dans h .

b) La restriction de p à D~ est conjuguée à ‘~ * , est un caractère

non ramifié de D, , p est un caractère de De dont la restriction à un sous-groupe
d ’indice fini de Il est pour un entier k > 2, et p mod mA .



Si p est modulaire et sa restriction à (où ~* - (-1)~~-1»2~) est
irréductible, p est modulaire.

Ce théorème est démontré par Wiles [16], complété par Taylor-Wiles [15], sous
l’hypothèse restrictive suivante : pour tout nombre premier p == -1 mod f tel que

03C1|Ip soit réductible, 03C1|Dp l’est aussi. Dans [4], Diamond montre comment s’affranchir
de cette hypothèse.

Nous ne traiterons ici que le cas particulier du th. 1 utilisé par Serre dans son

exposé ([S], 2.4), pour démontrer la conjecture de Taniyama-Weil pour les courbes
elliptiques semi-stables : celui où l’on a det p = x~ et où, pour tout nombre premier

p 7~, le groupe e p(Ip) est unipotent, i. e. conjugué d’un sous-groupe de ( * ) . .
On trouvera un exposé détaillé de la preuve de Wiles dans ce cas dans [2’] ; nous en
résumerons les grandes lignes.

Le principe de la démonstration est le suivant. On part d’une représentation
continue po de GQ , de degré 2 sur un corps fini F de caractéristique ~, qui est semi-
stable ( n° 1 ) et vérifie des conditions convenables d’irréductibilité. À chaque ensemble
fini E de nombres premiers est associé un type de déformations de po ( n° 2 ). Il existe
une déformation universelle de po de type E, définie sur un anneau Rs (loc. cit.). Les
représentations galoisiennes associées aux formes modulaires fournissent, lorsque po
est supposée modulaire, une déformation de po de type E à un anneau TE construit à

partir des algèbres de Hecke ( n° 3 et 4). On déduit de la propriété universelle de Rs un
homomorphisme d’anneaux 1rE : TE ( n° 5 ) ; il est surjectif. Soit El l’ensemble
formé de £ et des nombres premiers p ~ ~ en lesquels po est non ramifiée. Pour traiter
le cas particulier du th. 1 considéré ci-dessus, il suffit de prouver ~r~ est bijectif
pour tout sous-ensemble fini E de E 1. Deux critères pour qu’un homomorphisme
d’anneaux soit un isomorphisme entre anneaux d’intersection complète sont énoncés
dans l’appendice III. Le premier, appliqué au n° 6, permet de prouver d’une part que
1r0 est bijectif, d’autre part que T0 est un anneau d’intersection complète. (C’est
dans la preuve de ces énoncés que se trouvait le "trou" de la démonstration initiale de

Wiles, comblé par Taylor-Wiles.) La variation de certains invariants numériques des
anneaux locaux RE et TE en fonction de E est décrite au n° 7. Leur comparaison

permet en appliquant le second critère de conclure par récurrence que, pour tout sous-
ensemble fini E de Ei, ~r~ est bijectif et TE est un anneau d’intersection complète,
ce qui termine la démonstration.



1. REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES

Soient F un corps fini de caractéristique ~ et p une représentation continue de

GQ dans un espace vectoriel V de dimension 2 sur F. Soit p : GQ -~ GL2(F) une

représentation déduite de p par choix d’une base de V et extension des scalaires à

une clôture algébrique de F. Le triplet associé à p dans le n° 2.2 de [S] ne dépend
que de p ; nous le noterons (N(p), k(p), E(p)) . Nous dirons que p est modulaire si p
est modulaire au sens de loc. cit..

Nous dirons que p est bonne en f si le Dl-module V provient d’un schéma en

groupes fini et plat sur Z~ et que det p coïncide avec Xl dans Nous dirons que p

est semi-stable en l si elle est bonne en l ou que 03C1|Il s’écrit (~l|Il 0 *1) dans une
base convenable de V. Pour que p soit bonne (resp. semi-stable) en f, il faut et il
suffit d’après [14] que k(p) soit égal à 2 (resp. à 2 ou à ~ + 1 ).

Soit p un nombre premier distinct de f. Nous dirons que p est bonne en p si

elle est non ramifiée en p. Nous dirons que p est semi-stable en p si p(Ip) est un

sous-groupe unipotent de GL(V) ; il est alors d’ordre 1 ou f.

Nous dirons que la représentation p est semi-stable si elle est semi-stable en tout
nombre premier. Pour cela, il faut et il suffit que k(p) soit égal à 2 ou ~ + 1, que
N(p) soit sans facteurs carrés et que E(p) = 1. Si p est semi-stable, on a det p = x~ .
Notons alors N(p) le produit des nombres premiers en lesquels p n’est pas bonne :
on a N(p) = N(p) si p est bonne en ~, et N(p) = fN(p) sinon.

Remarque 1. - Si p est irréductible et de déterminant elle est absolument

irréductible ([14], 3.3). Si de plus p est semi-stable en f 5, la restriction
de p à H = (où ~* - (-1)~~-1»2.~) est absolument irréductible. Il résulte

en effet de [14] que p(Il) est contenu dans un sous-groupe de Borel de GL2(F) et

qu’un élément au moins de p(Il n H) a deux valeurs propres distinctes. On en déduit
que toute droite stable par p(Il n H) est aussi stable par Le groupe d’inertie

Il n’est pas contenu dans H ; on a donc GQ = IlH. S’il existait une droite stable par
p(H), elle serait aussi stable par p(GQ ) , ce qui est absurde.

2 et N > 1, notons S(N, k, 1)’F l’espace vectoriel des formes modulaires
paraboliques de type (N, k,1 ) à coefficients dans F, au sens de [14], 3.1.

PROPOSITION 1.- Supposons p semi-stable et irréductible. Si é = 3, supposons
de plus que la restriction de p à soit absolument irréductible. Alors,
si p est modulaire, elle est associée au sens de [S], 2.1, à une forme modulaire

f E S(N(p), 2, l)-p, fonction propre des opérateurs de Hecke Tp pour p 



C’est là un résultat difficile, qui a requis les efforts combinés de nombreux

mathématiciens. On prouve d’abord que p est associée à une forme modulaire

g E S(N(p), k(p),1)F, fonction propre des opérateurs Tp pour p ,~ (cf. [5],
cor. 1.2 du th. l.l où sont récapitulés les travaux cités dans [S], 2.2, remarque 2). La
prop. 1 en résulte si k(p) = 2. Si k(p) = f + 1 5, on utilise le fait que, pour
tout entier N > 1 premier à f, les éléments de S(N, f + 1, l)F coïncident avec ceux
de S(fN, 2, l)F possédant un relèvement en caractéristique 0 dont la trace de ro (~N)
à ro (N) est nulle (pour N = 1 , voir [13], 3.3 ; le cas général est analogue). Le cas où

k(p) = f + 1 et f = 3, plus subtil, est traité dans [5], th. 5.1 et lemme 2.1.

Remarque 2. - La forme modulaire f est en fait unique à un scalaire multiplicatif

près et est fonction propre de tous les opérateurs de Hecke Tn ( n > 1 ). Pour tout
nombre premier p, la valeur propre ap de Tp associée à f est la trace de Frobp
opérant sur le plus grand quotient de V non ramifié en p.

2. DÉFORMATIONS D’UNE REPRÉSENTATION SEMI-STABLE

Soient F un corps fini de caractéristique ~ et po une représentation continue de

GQ de degré 2 sur F, qui est semi-stable (cf. n° 1 ) et irréductible (donc absolument

irréductible, d’après la remarque 1 du n° 1 ) ; rappelons que son déterminant est x~ .

Soient A un anneau local noethérien complet de corps résiduel F et p une

déformation de po à A (i.e. une représentation continue de GQ dans un A-module

Mp libre de rang 2, dont la représentation résiduelle est isomorphe à po ; cf. App. II,

n° 2 ). Supposons son déterminant égal à Nous dirons que p est bonne en f si,

pour tout idéal a d’indice fini de A, le Démodule Mp/ aMp provient d’un schéma
en groupes fini et plat sur Ze. Nous dirons que p est ordinaire en l si 03C1|Il s’écrit

f ~~ ~ ) dans une base convenable de Mp ; il suffit pour cela qu’il existe un sous-
groupe fermé M’ de Mp, stable par tel que le opère par Xl sur M’ et par 1 sur

Nous dirons que p est semi-stable en l si elle est bonne ou ordinaire 

Remarques. - 1 ) Il arrive que p soit à la fois bonne et ordinaire Plus

précisément, supposons p ordinaire en f. Le A[Il] -module Mp est alors isomorphe
à une extension

de A (muni de l’action triviale de If) par A(1) = A Associons à p un

idéal principal ap de A la manière suivante. Si l’anneau A est fini, l’extension E est



caractérisée par sa classe de cohomologie H~ (h, A(1)) (c’est la classe commune
des cocycles a - a(x) - x , où x E 7r-1 (1) ), et H~ A(1)) s’identifie par la théorie

de Kummer à ®Z A (où est l’extension non ramifiée maximale de Q~
dans Q~ ). À multiplication près par un élément de A~ , ~E ne dépend que de p.
Par définition, ap est l’idéal de A engendré par (v 0 1p) (~E) , (Q~ r)" -; Z
est la valuation f-adique. Lorsque A n’est pas fini, on applique ce qui précède aux

quotients finis de A et on définit ap par passage à la limite projective. Pour que p
soit bonne en f, il faut et il suflit que l’on ait ap = 0.

2) Supposons p semi-stable en f. Alors p est ordinaire en f si po est ordinaire
en ~.

Soit E un ensemble fini de nombres premiers. Disons qu’une déformation p de

po est de type E si son déterminant est qu’elle est semi-stable en f et qu’elle a
le même type de propriétés que po en dehors de E , à savoir :
- si l ~ E et que po est bonne en f, p est bonne en f ;
- si p ~ E U ~~} et que po est non ramifiée en p, p est non ramifiée en p ;
- si p ~ E et que po est ramifiée en p, 03C1|Ip s’écrit 0 1 * 1 ) dans une

base convenable de Mp. (Il suffit pour cela qu’il existe un sous-groupe fermé M’ de
Mp, stable par Ip, tel que Ip opère trivialement sur M’ et 

Une déformation de po de type E est non ramifiée en dehors de l’ensemble fini

des nombres premiers qui divisent fN(po) ou appartiennent à E. Une déformation de
po , non ramifiée en dehors d’un ensemble fini S de nombres premiers, de déterminant

Xi et semi-stable en f, est de type S U ~~} .

PROPOSITION 2.- Il existe un anneau local noethérien complet RE, de corps
résiduel F, et une déf ormation 03C103A3 de type E de po à possédant la propriété
universelle suivante : pour tout anneau local noethérien complet A, de corps résiduel
F, et toute déformation p de type E de po à A, il existe un unique homomorphisme
d’anneaux u : R03A3 ~ A, induisant l’identité sur les corps résiduels, tel que p soit

isomorphe à p~ ®R~ lA .

Compte tenu des définitions précédentes et de la remarque 2, c’est un cas

particulier de la situation considérée dans la prop. 2 et la remarque 1 de l’appendice
II, n° 2 .

Le couple (Rs, ps) est unique à isomorphisme unique près. Nous dirons que RE
est l’anneau universel de déformation de type E de Po et que 03C103A3 est la déformation
universelle de type E de Po . Soit E’ Un sous-ensemble de E . Il existe d’après la



prop. 2 un unique homomorphisme d’anneaux Rs’ ? induisant l’identité
sur les corps résiduels, tel que PE’ soit isomorphe à ps 0RE RE’ ; cet homomorphisme
est surjectif (App. II, n° 1, remarque 2).

Remarque 3. - Soit V l’espace de la représentation po et soit le GQ -module
formé des endomorphismes de V de trace nulle (cf. App. II, n° 2, remarque 2). Les
classes d’isomorphisme de déformations de po à de déterminant ~~ correspon-

dent bijectivement aux éléments de H~ (loc. cit.). Celles des déformations
de type E correspondent aux éléments d’un sous-groupe H~ (GQ, (loc. cit.),
qui est en fait un groupe de Selmer (cf. App. IV), défini par une famille ,G~ _ 
où, pour chaque p, Ls,p est un sous-groupe de H~ qui reflète les exigences
locales en p imposées à une déformation de type E. (Nous ne parlons pas de la place
à l’infini, car le groupe de cohomologie local correspondant est nul. ) Pour par

exemple, est égal à Hl (Dp, si p E E et à Hnr (Dp, si p ~ E .

3. ALGÈBRES DE HECKE ET REPRÉSENTATIONS GALOISIENNES ASSOCIÉES

Soit N un entier > 1. Notons S = S(N, 2,1) l’espace vectoriel sur C des formes
modulaires paraboliques de type (N, 2,1), T = T(N) l’anneau d’endomorphismes de
S engendré par les opérateurs de Hecke Tn ( n > 1 ) et T’ = T’ (N) celui engendré

par les opérateurs Tn pour n premier à éN . L’anneau T est commutatif et libre de

rang fini sur Z ; son sous-anneau T’ est réduit. On définit une application T -linéaire

bijective de Homz(T, C) sur S par u ~ 03A3~n=1 u(T n)qn. Par cette bijection, les
formes modulaires f E S qui sont fonctions propres de tous les opérateurs de Hecke

correspondent aux homomorphismes d’anneaux de T dans C ; les formes modulaires

dont le développement à l’infini est à coefficients dans un sous-anneau R de C

correspondent aux éléments de Homz(T, R).

PROPOSITION 3.- Soit m un idéal maximal de T’, de caractéristique résiduelle ~ .

a) Il existe une représentation continue semi-simple pm de degré 2 de GQ sur
le corps non ramifiée en dehors de telle que Tr m(Frobp) = Tp et

det m(Frobp) = p pour p  lN. Une telle représentation est unique à isomorphisme

près.

b) Supposons p,n irréductible. Notons Tm le complété m -adique de T’. Il existe

une représentation continue pm de degré 2 de GQ sur l’anneau non ramifiée
en dehors de telle que Tr 03C1m(Frobp) = Tp et det 03C1m(Frobp) = p pour p  lN.
Une telle représentation est unique à isomorphisme près.



Soit F une clôture algébrique du corps fini T’/m . L’homomorphisme cano-

nique T~ 2014~ T’/m se prolonge en un homomorphisme d’anneaux u : T - F, et
f est un élément de S(N,2,I)F (avec les notations du n° 1 ) ; toute
représentation semi-simple de GQ de degré 2 sur F associée à f au sens de [S], 2.1,
possède les propriétés de a), et est réalisable sur T’/m ([3], lemme 6.13). Cela prouve
l’existence de pm . L’unicité résulte de la prop. 1 de l’appendice I.

Le groupe GQ opère continûment sur le module de Tate de la jaco-
bienne de Xo(N), et ®z Q est un T ®z Ql-module libre de rang 2,
d’où une représentation linéaire continue 03C1l de degré 2 de GQ sur T (8z Qt. Cette
représentation est non ramifiée en dehors de lN, et l’on a Tp et

det 03C1l(Frobp) = p pour p  lN, d’après les relations d’Eichler-Shimura. Notons 03C1l,m
la représentation déduite de Pt par extension des scalaires de T @z à Tm 0z Q .
L’homomorphisme canonique Tm -~ Tm (8z Q est injectif et la trace de prend
ses valeurs dans Tm d’après le théorème de Cebotarev. Supposons la représentation
Pm irréductible. Elle est alors absolument irréductible puisque son déterminant est

impair, et provient par extension des scalaires d’une représentation pm de GQ
de degré 2 sur Tm (App. I, prop. 2 et remarque). Une telle représentation pm est
nécessairement continue et satisfait aux conditions de b). Son unicité à isomorphisme
près résulte de loc. cit., prop. 1.

Remarques. - 1 ) Sous les hypothèses de b), la représentation résiduelle de pm est

isomorphe à pm (App. I, cor. de la prop. 1), et il existe un sous- Tm -module libre de
rang 2 de stable par GQ, qui fournit un modèle de pm .

2) Conservons les notations de la prop. 2. Soit Ni un multiple de N. On dispose
d’une application de restriction r : T’ (N 1) -~ T’(N) qui applique Tn sur T~ pour
n > 1 premier à Posons mi = r-1 (m) ; c’est un idéal maximal de T’(N1 ) .
La représentation pm provient (à isomorphisme près) de m1 par l’extension des
scalaires T(N)/m (App. I, cor. de la prop. 1). Si pm est irréductible, la
représentation Pm provient (à isomorphisme près) de pmi par l’extension des scalaires
r : t T(N)m (loc. cit.) ; on en déduit, en considérant les traces de ces
représentations, que r est surjectif. (On peut démontrer mieux : le conoyau de r est
un 2 -groupe fini ; il est réduit à un élément si 2 f Ni ou si 2 N . )

4. DÉFORMATIONS DE HECKE D’UNE REPRÉSENTATION SEMI-STABLE

Soient F un corps fini de caractéristique ~ et po une représentation continue
de GQ , de degré 2 sur F, semi-stable, modulaire et irréductible (cf n° i). Si l = 3 ,



on suppose que la restriction de po à est absolument irréductible. Soit

N = N(po) le produit des nombres premiers p en lesquels po n’est pas bonne(loc.cit.).

PROPOSITION 4.- Il existe un unique homomorphisme d’anneaux a : T’(N) -~ F
qui applique Tp sur ~ po pour tout nombre premier p tel que p ,~ Soit m

son noyau. C’est un idéal maximal de T’(N), et la représentation po est isomorphe
à celle déduite de pm (cf. n° 3) par l’extension des scalaires T’(N)/m --~ F .

C’est une autre formulation de la prop. 1 du n° 1. En effet, soit f E S(N, 2,1 ) F
une forme modulaire, fonction propre des opérateurs de Hecke Tp pour p f ~N ,
satisfaisant les conclusions de cette proposition. Soit a : T’(N) - F l’homomorphisme
d’anneaux tel que T( f ) = a(T) f pour T E T’(N) . On a alors a(Tp) = Trpo(Frobp)
pour tout nombre premier p tel que p f fN. Cela prouve l’existence de a ; son unicité
est claire. La dernière assertion de la prop. 4 résulte de la prop. 1 de l’appendice I.

Pour tout ensemble fini E de nombres premiers, notons ou simplement
NE, l’entier où np est l’exposant de p dans N si p ~ E, est 2 si p E E et

p i= f, et 1 Notons m03A3 l’idéal maximal de 

image réciproque de m (cf. prop. 4) par l’application de restriction T’ (N~ ) -~ T’ (N) .

PROPOSITION 5.- Soient A un anneau local noethérien complet de corps résiduel

F, p une déformation de po à A, et E un ensemble fini de nombres premiers. Les

conditions suivantes sont équivalentes:

a) La représentation p est non ramifiée en dehors de lN03A3 et il existe un homo-

morphisme d’anneaux a : T’(N03A3) ~ A tel que Tr 03C1(Frobp) = a(Tp) pour p 
b) Il existe un homomorphisme d’anneaux â : A tel que p soit

isomorphe à la représentation déduite de pm~ (cf. n° 3) par l’extension des scalaires
tx .

Lorsqu ’elles sont satisfaites, a) détermine a de façon unique, â est le prolonge-
ment continu de a, et p est une déformation de po de type E (cf. n° 2 ) .

Supposons la condition b) satisfaite. La condition a) l’est alors aussi, avec pour
a la restriction de S, et l’homomorphisme a est local, donc continu. Il résulte de la

remarque 1 du n° 3, des propriétés des modules de Tate des variétés abéliennes semi-

stables sur un corps local, et du fait que JO(NE) a bonne réduction en un nombre

premier p si p f N et réduction semi-stable en p si p2 f N , que p est une déformation
de type E de po .

Supposons la condition a) satisfaite. Elle détermine a de façon unique, et

les applications composées T’(N03A3)~A ~ F et T’(N03A3) ~ T’(N) ~ F (avec
a comme dans la prop. 4) sont égales. Il en résulte que a(mE) est contenu dans



l’idéal maximal de A, donc que a se prolonge par continuité en un homomorphisme
Q : A. Celui-ci satisfait b) (App. I, cor. de la prop. 1 ) .

Nous dirons qu’une déformation de po satisfaisant les conditions a) et b) de la
prop. 5 est une déformation modulaire de type E de po.

Soit Fo le sous-corps de F engendré par Tr po (GQ ) . Il s’identifie au corps résiduel
de mE, de sorte que T’(NE)mE est une algèbre sur l’anneau des vecteurs de Witt

W(Fo). Notons ou simplement TE, l’anneau T’(NE)mE W(F). Il
est local noethérien et complet, son corps résiduel est F, et la représentation déduite
de PmE par extension des scalaires à TE est une déformation modulaire de type
E de po. Notons-là La prop. 5 peut s’interpréter en disant que le couple
(TE, possède la propriété universelle suivante.

PROPOSITION 6.- Pour tout anneau local noethérien complet A de corps résiduel
F et toute déformation modulaire de type E de po à A, il existe un unique homo-

morphisme d’anneaux v : TE  A, induisant l’identité sur les corps résiduels, tel

que p soit isomorphe à 1 A.

Nous dirons que TE est l’anneau universel de déformation modulaire de type E
de po et que est la déformation de Hecke de type E de po . Soit E’ un sous-
ensemble de E. Il existe d’après la prop. 6 un unique homomorphisme d’anneaux

induisant l’identité sur les corps résiduels, tel que soit

isomorphe à TE’ ; cet homomorphisme est surjectif (n°3, remarque 2).

Remarque. - L’anneau est réduit et libre de rang fini sm Z. Il en résulte

que l’anneau TE est réduit et libre de rang fini sur W(F).

5. ÉNONCÉ DU THÉORÈME PRINCIPAL

Soient F un corps fini de caractéristique ~ et po une représentation continue
de GQ, de degré 2 sur F, semi-stoble, m,odulaire et irréductible (cf n° 1 ). Si .~ = 3,
on suppose que la restriction de po à est absoltunent irréductible. Soit E
un ensemble fini de nombres premiers. Rappelons que po possède une déformation
universelle /9s de type E à un anneau RE (n° 2, prop. 2) et une déformation de
Hecke de type E à un anneau TE ( n° 4, prop. 6). Les anneaux RE et

TE sont locaux ; ce sont des W(F) -algèbres, et leurs corps résiduels s’identifient
canoniquement à F. Il existe un unique homomorphisme d’anneaux RE  TE ,
induisant l’identité sur les corps résiduels, tel que se déduise (à isomorphisme
près) de ps par l’extension des scalaires ~r~ ( n° 2 , prop. 2). L’homomorphisme ~r~


