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Séminaire BOURBAKI

53e année, 2000-2001, n° 887, p. 211 à 248
Mars 2001

RÉPARTITION DES ZÉROS DES FONCTIONS L
ET MATRICES ALÉATOIRES

par Philippe MICHEL

INTRODUCTION

La fonction C de Riemann est la série ((s) == n-S = pour
Res> 1. Elle admet un prolongement méromorphe à C et vérifie une équation fonc-
tionnelle de la forme ~(1-s) _ ç(s) où ç(s) = ~(s- l)7r’~~r(5/2)~(~) est holomorphe
sur C et a tous ses zéros dans la bande critique 0  Res  1. Depuis 1995, le pro-
blème le plus fameux des mathématiques est sans doute de montrer l’hypothèse de
Riemann qui prédit que tous les zéros de ç sont sur la droite critique ~es =1/2. Pour
aborder cette question, une idée qui remonte à Polya et Hilbert consiste à donner
une réalisation non-tautologique de l’ensemble des zéros de ç comme spectre d’un
opérateur de Hilbert possédant certaines symétries dont on déduirait l’hypothèse de
Riemann (notons que cette approche fonctionne pour les fonctions L de courbes sur
les corps finis et que A. Connes a donné une telle réalisation pour les zéros critiques(l)
et plus généralement une condition équivalente à la validité de l’Hypothèse de Rie-
mann Généralisée aux fonctions L de caractères de Hecke [Co]). Dans les années
1970, Montgomery [Mo] montre une coïncidence troublante entre les valeurs propres
de matrices aléatoires de grand rang et les zéros de ç, ce qui semble confirmer leur
nature spectrale. Pour énoncer son résultat, on note {Pn := 1/2 + la
suite des zéros de ç comptés avec leur multiplicité : ceux-ci sont indexés de sorte que
p-n = pn et que la suite soit une suite croissante. Pour T > 0, on
note N(T) = 0  ~~y2 ~  T~ ( le nombre de zéros de hauteur inférieure à T. On
a log T(1 + 0(1)) (pour T - +oo), de sorte que si l’on normalise ~y2 en
posant 7i = l’espacement moyen ~2 :- ~2) vaut 1. Montgomery
montre alors le

(1)Ceux situés sur l’axe critique Res = 1/2.
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THÉORÈME 0.1 (Montgomery). - Sous l’hypothèse de Riemann (qj E pour toute

f onction ~ lisse sur R dont la transformée de Fourier est à support compact dans

] -1,1 ~ on a

Dyson a remarqué que la densité r2 (GUE)(x) coïncide avec la densité limite de
la distribution de corrélation normalisée des paires de valeurs propres de matrices
aléatoires hermitiennes de rang N (relativement à une certaine mesure gaussienne)
pour N - +00 : la famille de ces espaces ainsi probabilisés est appelée l’ensemble
« GUE »(2) (voir ci-dessous pour des définitions plus précises). Montgomery a aussi
conjecturé que l’égalité (1) est valable sans restriction sur le support de ~; cette

conjecture a des conséquence mirifiques sur des questions fines concernant la réparti-
tion des nombres premiers (ce qui n’est guère surprenant), mais aussi sur des fonctions
L autres que ( (ainsi elle implique qu’il n’y a pas de zéro de Siegel pour les fonctions L
de caractères de Dirichlet quadratiques : c’est cette impliquation qui est à l’origine des

investigations de Montgomery). En 1995, Rudnick et Sarnak [RS] ont montré que cette
coïncidence n’est pas fortuite en généralisant l’énoncé précédent aux zéros de fonc-
tions L de formes automorphes cuspidales sur (cette fois sous l’Hypothèse de
Riemann Généralisée et avec le même type de restrictions sur la fonction test ~). Plus
généralement, ils montrent que la distribution de corrélation des k-uples de ces zéros
coïncide avec celle des k-uples de valeurs propres de matrices aléatoires de l’ensemble
GUE (au moins pour une certaine classe de fonctions tests). Ainsi conjecturent-ils que
la répartition locale des écarts entre les zéros de toute fonction L de forme automorphe
cuspidale est régie par une loi universelle provenant des matrices aléatoires (ce que
nous appellerons la Conjecture G UE) . Il va sans dire qu’on est extrêmement loin de
prouver cette conjecture qui déborde largement du cadre de l’hypothèse de Riemann ;
mais au moins elle est confortée par des résultats expérimentaux, fruits des calculs

numériques intensifs sur les zéros de ( ou d’autres fonctions L [Od, Ru].
La question de la répartition locale des zéros eux-mêmes se pose alors naturel-

lement. Des travaux ultérieurs de Katz et Sarnak [KSa] montrent que la situation
est encore plus riche ; en étudiant la répartition des zéros de familles de fonctions
L sur les corps finis (pour ces fonctions on dispose de l’analogue de l’Hypothèse de
Riemann [De2]), ils montrent d’une part que la conjecture GUE est vraie dans ce

contexte, mais aussi en testant des statistiques liées à la répartition des zéros (et non
à leurs écarts), que des lois différentes (de celle provenant de GUE) apparaissent. Ces
lois qui correspondent à celles des valeurs propres de matrices aléatoires appartenant

(2) Pour « Gaussian Unitary Ensemble ».



à des groupes compacts classiques (unitaires, symplectiques, ou orthogonaux), s’ex-
pliquent naturellement en terme du groupe de monodromie géométrique attaché à
chaque famille.

Reste le cas beaucoup plus mystérieux des familles de fonctions L sur les corps
de nombres. Dans l’article [ILS], Iwaniec, Luo et Sarnak étudient la répartition des
zéros au voisinage du point critique pour des familles de fonctions L liées aux formes
modulaires holomorphes paramétrées par leur poids ou leur niveau, et montrent que
celles-ci sont distribués suivant une loi qui dépend de chaque famille mais qui pro-
vient encore d’un des groupes compacts de matrices aléatoires rencontrées pour les

corps finis. Cette fois, on ne dispose pas encore d’une interprétation permettant de
d’expliquer a priori pourquoi telle loi est associée à telle famille et on se borne plutôt
à des constatations. A leur suite d’autres familles de fonctions L ont été explorées et
l’on n’a toujours pas pu exhiber de loi de répartition différente des quatre rencontrées
précédemment.

C’est l’ensemble de ces constatations que nous allons exposer. Il peut sembler éton-
nant de consacrer un exposé à un domaine encore très expérimental, où beaucoup des
résultats obtenus dépendent de conjectures inaccessibles (les Hypothèses de Riemann
Généralisées, voire plus). Mais il faut dire que les matrices aléatoires fournissent un
modèle probabiliste remarquablement cohérent pour décrire des fonctions L et leurs
zéros : de nombreux phénomènes nouveaux et anciens rencontrés en théorie analytique
des fonctions L, ainsi que de nombreuses conjectures faites dans le passé, trouvent une
explication simple dans ce modèle (par exemple les résultats de Selberg sur la réparti-
tiontion gaussienne des valeurs de log |03B6(1/2 + it)|/ loglogt, cf. [Ti, d’autre

part, on n’a pas encore trouvé de fait qui le remette en cause (la question de trouver
les limites du modèle motive une grande partie du travail effectué dans ce domaine).
Sur le plan méthodologique le modèle met au premier plan l’étude analytique des
fonctions L en familles plutôt qu’individuellement (rappelons que la preuve par De-
ligne des conjectures de Weil, il y a trente ans, utilisait déjà de façon cruciale la notion
de famille de fonctions L [Del]) ; enfin il fournit, pour le futur, des conjectures très
fines sur les fonctions L, par exemple sur la question de leur annulation aux points
critiques.

Le modèle des matrices aléatoires a suscité un certain nombre d’applications frap-
pantes et nous terminons cette introduction par trois exemples : le premier exemple
est dans l’esprit du Théorème 0.1 et est dû à Conrey et Iwaniec [CI2].

THÉORÈME 0.2 (Conrey-Iwaniec). - Soient 0  a,A. On considère l’hypothèse
H(a, A) ci-dessous : .’

Il existe To (dépendant explicitement de a et 0) tel que, pour tout T > To, au
moins T/(logT)a paires de zéros distincts (p, p’) sont telles que



Si l’hypothèse H(a,) est vérifiée pour 0  a  5 et 0  ~  1 /2, on a l’énoncé
suivant :

pour tout caractère quadratique x de conducteur D, la fonction L(s, x) ne s’annule
pas sur le segment avec une constante b qui ne dépend (explicitement)
que de a.

Ce théorème dit que s’il existe suffisamment de paires de zéros de ç distincts et
dont l’écart est strictement inférieur à la moitié de l’écart moyen, alors les carac-
tères quadratiques n’ont (essentiellement) pas de zéro de Siegel. Il va sans dire que
la conjecture de Montgomery sur la corrélation des paires implique que l’hypothèse
principale de cet énoncé est vraie (et de loin). Notons que ce critère est analogue à
un autre critère dû à Iwaniec et Sarnak [IS1] :

THÉORÈME 0.3 (Iwaniec-Sarnak). - Supposons qu’il existe 0394 > 1 /4 et A > 0 tels
que pour tout q assez grand (dépendant explicitement de  et de A), la proportion des
formes modulaires primitives de poids 2 et de niveau q vérifiant L( f, ,1~2) > (log q)-A
est supérieure à ~.

Alors, pour tout caractère primitif x de conducteur D assez grand (dépen-
dant explicitement de A, 0) la fonction L(s, x) ne s’annule pas sur le segment
[1-1/(logD)A+2,1].

Le deuxième exemple peut-être plus frappant encore (parce qu’il touche à l’Hypo-
thèse de Riemann Généralisée) est le suivant : on considère l’hypothèse

HYPOTHÈSE S. - Il existe des constantes A > 0 et 1~2  a  3/4 telles que, pour
tous x, c ~ 1, et a entier premier avec c, on a la majoration

où la somme porte sur les nombres premiers et la constante impliquée est absolue.

THÉORÈME 0.4 (Iwaniec-Luo-Sarnak, [ILS]). - Supposons l’hypothèse S vérifiée
pour un certain A et une constante 1~2  a  3/4. Il existe alors ko qui dépend
explicitement de cà, A tel que

- si les zéros de toutes les fonctions L ( f , s) des formes modulaires holomorphes
de niveau 1 et de poids 1~ > ko sont situés sur réel ou sur la droite critique
Res = 1/2,
alors ces zéros sont tous de partie réelle inférieure à



Ces trois énoncés relient entre elles des propriétés de zéros de fonction L qui sont
de nature différentes : les deux premiers connectent l’existence d’un zéro de Landau-
Siegel pour les fonctions des caractères quadratiques à la répartition des zéros de (
ou à la non-annulation de fonctions L de formes modulaires au point critique. Pour
le troisième énoncé, on peut montrer que l’hypothèse S peut être convertie en une
conjecture sur la bonne répartition modulo 1 des parties imaginaires des zéros des
fonctions L de caractères de Dirichlet (il faut noter que malheureusement l’hypothèse
de Riemann pour ces fonctions L n’implique l’hypothèse S que pour a = 3/4) ; or
cette hypothèse implique une quasi-hypothèse de Riemann pour des fonctions L de
degré 2. La condition demandée sur localisation des zéros des fonctions L( f , s) des
formes modulaires peut paraître très (trop ?) forte, mais les auteurs ont annoncé que
cette condition peut être supprimée en remplaçant l’hypothèse S par une autre plus
élaborée mais qui ne dépend encore que des fonctions L de caractères de Dirichlet.

Notre troisième exemple est dû à Conrey et Soundararajan [CS], et est complète-
ment inconditionnel.

THÉORÈME 0.5 (Conrey-Soundararajan). - Il existe une infinité de caractères de
Dirichlet quadratiques primitifs x dont la fonction L, L(x, s) _ ne s’an-
nule pas sur le segment critique ~0,1~ . Plus précisément, si on désigne par 0D l’en-
semble des caractères de Dirichlet primitifs réels de conducteur  D, et F*D ceux dont
la fonction L ne s ’annule pas sur ~0, l~, on a

Il semble que ce soit la première fois qu’on montre l’existence d’une infinité de fonc-
tions L n’ayant aucun zéro réel (en dehors des zéros triviaux). Un point remarquable
de ce résultat est qu’il est inspiré directement par le modèle des matrices aléatoires : le
modèle explique pourquoi la méthode utilisée avait des chances de fonctionner pour la
famille des caractères quadratiques, pourquoi elle ne fonctionnera pas pour certaines
familles (par exemple pour la famille des caractères complexes) et prédit à quelles
autres familles leur méthode est susceptible de s’appliquer.

Remerciements. - Au cours de la rédaction de cet exposé, j’ai bénéficié de discussions
et d’explications de la part de B. Conrey, K. Soundararajan et surtout de P. Sarnak qui
m’a prodigué de nombreuses références et commentaires, notamment sur ses travaux
en cours. Je remercie bien amicalement toutes ces personnes, ainsi que Régis du Moulin
de la Bretèche pour sa relecture attentive et critique du manuscrit.



1. CERTAINS ENSEMBLES DE MATRICES ALÉATOIRES

La théorie des matrices aléatoires remonte aux travaux de Wigner en physique
nucléaire : il suggérait de modéliser les lignes de résonance d’un noyau lourd par les
valeurs propres d’une matrice aléatoire hermitienne (ou réelle symétrique) de grand
rang. C’est un domaine extrêmement développé de la physique mathématique dont
une référence classique est le livre de Mehta [Me]. Rappelons les principes de base de
la théorie : on se donne une suite d’espaces de matrices G(N) C GLN ((C), N > 1 , cha-
cun étant muni d’une mesure de probabilité dA, et on considère une suite A - VN (A)
de variables aléatoires (qui peuvent prendre leurs valeurs dans un espace de distri-
butions). La question principale de la théorie est l’étude du comportement limite
quand N - +00 de l’espérance E(VN) = VN (A)dA. La motivation principale
de l’introduction de ces matrices est de fournir des modèles probabilistes pour des es-
paces vectoriels de dimension infinie possédant certaines symétries (et en particulier
des systèmes physiques complexes). Les ensembles de matrices aléatoires considérés
originellement par Wigner sont les ensembles dits GUE (resp. GOE) formés par les es-
paces des matrices inversibles, N x N, hermitiennes (resp. symétriques réelles) munis
de la mesure de probabilité gaussienne dA = où dx(A) désigne
la mesure de Lebesgue sur l’espace vectoriel réel des matrices hermitiennes (resp. sy-
métriques) et {3 = 1 (resp. 2). Incidemment on peut noter que ces espaces sont les
réalisations matricielles des espaces symétriques non-compacts GL N (C) /U(N) (resp.

via les identifications A := BBt. D’autres espaces compacts de
matrices ont ensuite été introduits pour modéliser d’autres problèmes de la physique
mathématique [Zi]. Ces espaces sont les réalisations matricielles des onze espaces sy-
métriques classiques, compacts et irréductibles dans la classification de Cartan [He].
Parmi ceux-ci, les seuls espaces qui apparaissent (jusqu’à présent) dans la répartition
des zéros des fonctions L sont les quatre types d’espaces compacts de type II ([He]
Chap. X) :

- le type unitaire G = U, G(N) = U(N) le groupe des matrices unitaires;
- le type symplectique G = Sp, G(N) = USp(2N) le groupe des matrices sym-

plectiques unitaires ;
- le type (non-irréductible) orthogonal G = 0, G(N) = O(N) formé des matrices

orthogonales qui se scinde en deux sous-types correspondant aux deux composantes
irréductibles de O(N)

- le type orthogonal pair G = SO+, G(N) = SO(2N), le groupe des matrices
orthogonales de rang pair.

- le type orthogonal impair G = 6’0’, G(N) = SO(2N + 1), le groupe des
matrices orthogonales de rang impair (en particulier 1 est valeur propre triviale).

Chacun de ces groupes est équipé de sa mesure de Haar.



1.1. Distributions associées aux valeurs propres

Pour G(7V) l’un des groupes précédents, on associe à A E G(N) diverses statistiques
portant sur ses valeurs propres. On note ~e(B1), ..., l’ensemble des valeurs

propres de A à symétries évidentes près : pour G = Sp, SO+, l’ensemble des

valeurs propres est de la forme

et

et on ordonne ces valeurs propres par leur argument :

On souhaite étudier la répartition des valeurs propres des matrices de G(N) localement
dans des intervalles de longueur = 1/N, aussi on renormalise les 03B8i en posant 92 
avec a = 1 (resp. a = 1/2) si G(N) = U(N), O(N) (resp. G = USp(N), SO(2N),
SO(2N + 1 )) (de sorte que l’écart Bi+1 - Bi vaut 1 en moyenne). On associe alors à
chaque matrice A diverses statistiques construites à partir des 9z, et on forme leurs
espérances en faisant la moyenne sur le groupe tout entier, on construit ainsi :

- La distribution de répartition d’ordre k définie pour toute fonction Ç sur I~~
symétrique et à décroissance rapide :

- Pour 1~ = 1, une variante plus symétrique de cette distribution nous sera utile :
pour A E U(N’) on note ~e(Bi), ... , e(9N,)} l’ensemble des valeurs propres de A avec
ei e ] - 1,1] et on pose pour A E G(N) C U(N’) et cp symétrique :

Quand N est grand, Wk(A) et W(A) décrivent la répartition des valeurs propres de
A dans un 1/N-voisinage du point 1.

- La mesure de répartition de la k-ième valeur propre définie pour toute fonction
sur à décroissance rapide :

Quand N est grand, vk (A) décrit la répartition de la valeur propre dans un

1/N-voisinage du point 1.



- La distribution de corrélation d’ordre k définie pour toute fonction Ç sur

symétrique en toutes les variables, invariante par la translation de vecteurs

u(l, ... ,1), u E R (~ ne dépend que des différences entre les variables) et à
décroissance rapide modulo M(l,..., 1) par

Quand N est grand Rk(A) « compte » le nombre de « paquets » de k valeurs propres
concentrées dans des petits intervalles de longueur = 1 /N du cercle.

- la mesure d ’espacement d’indice k définie pour toute fonction Ç continue sur I~+
à décroissance rapide :

Quand N est grand « compte » le nombre de suites de k valeurs propres consé-
cutives concentrées dans des petits intervalles de longueur = 1/N du cercle.

Dans ~KSa~, Katz et Sarnak étudient le comportement de ces distributions lorsque
G(N) décrit l’une des familles de groupes compacts précédentes et N -t +oo :

THÉORÈME 1.1. - Pour G = U, Sp, 0, l’une des familles de groupes com-
pacts ci-dessus, quand +oo, les distributions W(G(N)), Wk(G(N)), 
Rk(G(N)), convergent faiblement vers des distributions limites W (G),
Wk(G), Vk (G), Rk(G), et les quatre dernières ont des densités continues par
rapport à la mesure de Lebesgue ( de plus ~c~ (G) et v~ (G) sont encore des mesures de
probabilité) : pour toute fonction test ~ de l’espace approprié on a

De plus on a une « loi des grands nombres » avec une estimation explicite de la vitesse
de convergence : pour tout ~ > 0

où le supremum est pris sur les fonctions continues à décroissance rapide et bornées
par 1 .



On peut calculer assez explicitement les densités de ces distributions. En particulier
on trouve que les distributions d’espacement et Rk(G) sont égales entre elles
et à celles trouvées pour les ensembles GUE et GOE ([KSa], Theorem 1.2.1 ) ; ainsi la
densité de Rk (G) en x E vaut (voir (10))

En revanche, les distributions décrivant la répartition des valeurs propres au voisinage
de 1, Wk(G), W (G) ne sont pas universelles et dépendent de G : pour 
et Wk (G), on trouve trois limites possibles :

- le cas unitaire : =: Vk, Wk (U) ==: W~,
- le cas orthogonal pair : _: v~,+, Wk (SO+) _: Wk,+ ,
- le cas symplectique et le cas orthogonal impair donnent les mêmes distributions

Cette dernière égalité signifie que les valeurs propres d’une matrice unitaire symplec-
tique générique et de grand rang et les valeurs propres non-triviales d’une matrice
orthogonale de déterminant 1, générique et de grand rang impair ont la même répar-
tition au voisinage de 1.

Enfin les distributions W(G) sont distinctes pour tous les G et on a

1.2. Formules pour les densités

Les densités limites des distributions précédentes sont calculées dans [KSa] en géné-
ralisant aux autres groupes compacts la méthode des polynômes orthogonaux de Gau-
din et les méthodes de Mehta. Le point de départ est la formule d’intégration de Weyl
qui exprime l’intégrale d’une fonction centrale de G(N) comme une intégrale explicite
sur le tore maximal de G(N).
On décrit ici certains de ces calculs pour les groupes unitaires, les autres sont assez

similaires. Soit ~(A) _ ~(91, ... , 6~v). La formule d’intégration de Weyl fournit



On reconnaît dans le produit ~e(Bi)-e(8~)~2 le carré du module d’un déterminant
de Vandermonde ; c’est aussi le déterminant det N x N KN (92 -9~ ) où est le noyau

Pour T une indéterminée et s > 0, on prend pour fonction cp(A) le polynôme
= + où est la fonction caractéristique de

l’intervalle [0, s~ . D’une part, on a

où E(k, U(N), s) = = vk(U(N), est la mesure de l’en-
semble des matrices tel que l’angle de la k-ième valeur propre est dans [0, D’autre

part, la formule d’intégration de Weyl (9) et la méthode des polynômes orthogonaux
de Gaudin ([KSa], Key Lemma 5.1.3, et Theorems 6.3.5, 6.3.6) permettent de mon-
trer que T) est le déterminant de Fredholm de l’opérateur intégral (de rang
fini égal à N) de noyau KN (8, B’ ) sur L2 ( ~0, d9) . C’est aussi par le changement
de variable x = NO, le déterminant de Fredholm de l’opérateur intégral de noyau

sur L2(~o, s~, d~). Quand N - +oo, on a

uniformément et les coefficients de Ps(U(N), T) convergent vers ceux du déterminant
de Fredholm T) = det(l + s~ , dx) ) . On en déduit la convergence des
distributions Wk (U(N)) et vk(U(N)) vers des limites Wk (U) et On voit ainsi

que la densité de Wk (U) en x E R~ vaut

Enfin, notant 1 ~ ~o (s) > ~l (s) à ... les valeurs propres de on a

permet de calculer les densités et de tracer leur graphe, par exemple

Des calculs similaires sont faits pour les autres groupes dans [KSa].


