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LA PRIMALITE EN TEMPS POLYNOMIAL
[d’aprés Adleman, Huang; Agrawal, Kayal, Saxena]

par Frangois MORAIN

1. INTRODUCTION

Le théoreme fondamental de I'arithmétique affirme que tout entier positif s’écrit
comme un produit de puissances de nombres premiers distincts de manieére unique, a
lordre pres des facteurs. On sait depuis Euclide qu’il existe une infinité de nombres
premiers, méme si la démonstration de ce résultat ne fournit pas de grands nombres
premiers de maniere constructive. Pendant des millénaires, trouver les facteurs pre-
miers d’un entier esthétique a été une motivation pour le développement de méthodes
de décomposition en facteurs premiers. Les nombres F,, = 22" + 1 (nombres de Fer-
mat) ou M, = 2™ — 1 (nombres de Mersenne) ont ainsi servi de pierres de touche.
Nul doute que la conjecture de Fermat sur la primalité de tous les F,, a stimulé bien
des recherches, a I’époque d’Euler ou bien encore aujourd’hui. On renvoie le lecteur
intéressé a [76] pour un apergu de la période précédant l'arrivée des ordinateurs. Les
calculs étant faits & la main (& Pexception de plusieurs tentatives de mécanisation),
les spécialistes de 1’époque savaient bien ce qui était faisable ou infaisable. L’exploit
réalisé par Lucas en prouvant la primalité de Mia7 (39 chiffres décimaux) est resté
inégalé jusqu’a l'arrivée des ordinateurs.

Ceux-ci ont apporté avec eux une puissance de calcul prodigieuse, et on peut imagi-
ner sans trop de difficulté la joie des pionniers de la théorie algorithmique des nombres
qui ont trouvé les premiers nombres premiers de Mersenne depuis Lucas! Au fil des
ans, la théorie de la complexité est née et a grandi, son but étant de classifier les pro-
blemes faciles et les problemes difficiles. Pour simplifier, un probleme est facile quand
on lui connait un algorithme de résolution dont le temps de calcul est polynomial en
la taille de ’entrée. Une différentiation importante s’est faite entre algorithmes dé-
terministes et algorithmes randomisés, ces derniers pouvant tirer a pile ou face pour
prendre des décisions. La théorie de la complexité s’est ramifiée au cours des ans, et
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il serait présomptueux de la résumer en quelques lignes. Nous avons toutefois rassem-
blé dans la section 2 de cet article les notions essentielles pour notre propos, ce qui
nous permettra de signaler au fil de 'article les interprétations qu’on peut donner des
théoremes dans le langage de la complexité.

S’il fallait encore une motivation pour étudier les algorithmes de primalité, nul
doute que nous ferions appel aux plus gros consommateurs de nombres premiers, &
savoir les cryptographes, qui utilisent désormais quotidiennement des nombres pre-
miers dans leurs cryptosystémes [54], & commencer par le fameux RSA [4].

L’un des buts de cet article est de présenter I'algorithme récent d’Agrawal, Kayal
et Saxena, qui montre que la primalité (ou plutdt le probleme de décision estPremier?)
est décidable en temps polynomial déterministe. Avant d’arriver a cela, il ne nous a
pas paru inutile de revenir sur les vingt derniéres années (grosso modo depuis U'article
fondateur de la primalité moderne [48]), marquées entre autres par l'utilisation des
courbes algébriques en primalité, fournissant le premier algorithme randomisé de pri-
malité fonctionnant en temps polynomial. Ces considérations expliquent le titre choisi
pour 'article.

Nous n’oublierons pas non plus les aspects pratiques des tests de primalité. Les
progres la encore ont été foudroyants dans les vingt dernieres années, en liaison avec
les avancées théoriques.

Les ouvrages traitant de nombres premiers et de factorisation sont nombreux. Outre
I'incontournable [67], nous ferons référence principalement a [24] et [29].

Notations. — Dans ce qui suit, p et ¢ dénoteront des nombres premiers, et N ’entier
dont la primalité doit étre étudiée.

2. BREVE INTRODUCTION A LA THEORIE DE LA
COMPLEXITE

Meéme si nous avons délibérement choisi de ne pas regarder la primalité a travers
le prisme de la théorie de la complexité, il convient de donner quelques pistes pour
comprendre les différentes régles du jeu (d’informatique théorique) qui interviennent.
Le livre [60] est une bonne référence pour ce qui suit. On trouvera dans [33] une
section sur la primalité et la complexité.

La facon la plus simple de mesurer la complexité d’un algorithme est par son
temps de calcul. Le parametre d’entrée est généralement la taille des données fournies
a l’algorithme. On cherche alors une fonction de cette taille, notée n, qui donne le
résultat. A titre d’exemple, I'addition de deux polynémes de degré n — 1 a coeflicients
dans K = Fy est n additions dans K, soit fx(n) = n.

Deux algorithmes différents réalisant la méme opération seront comparés a l'aide de
leur fonction de cotit respective. Une fois cet ordre de grandeur des calculs établis, la
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détermination des constantes sera primordiale dans la mesure de I'efficacité pratique
des algorithmes.

Par exemple, I’algorithme classique de multiplication de deux polynomes de degré n
prendra O(n?) multiplications d’éléments de K. Si le corps K le permet, on peut
utiliser la transformée de Fourier rapide (FFT), et on obtient alors un temps de calcul
O(nlogn) (voir [42, 33, 29]).

Le but est maintenant, pour chaque probléeme de calcul donné, de déterminer quelle
est la meilleure fonction de coiit possible pour la résolution du probléeme. Cela permet
de répartir les problemes dans différentes classes de complexité. Par exemple, la classe
T (n?) désigne la classe des problémes pour lesquels il existe un algorithme de résolu-
tion en temps au plus O(n?) pour une entrée de taille n. Les problémes de la classe
P=U1T (n*) sont ceux dont le temps de calcul est au plus polynomial en 7 : c’est
la classe des problemes faciles par excellence. Ceux de EXP = Up>1 7T (2"k) nécessitent
un temps de calcul exponentiel en n. Une autre classe permet de simplifier certains
énoncés. Si f(n) — oo, on note O(f(n)) = Uk>10(f(n)log(f(n))*). Par exemple,
les algorithmes de multiplication a base de FFT décrits ci-dessus montrent que la
multiplication est dans O(n).

Pour le moment, nous avons sous-entendu que les algorithmes que nous utilisions
étaient déterministes, comme dans le cas de 'addition ou de multiplication de poly-
nomes. Cette contrainte est trés forte. Considérons un probléme de base de la théorie
des nombres, qui est celui de la recherche d’un non résidu quadratique dans (Z/pZ)*
pour p premier. Sans ’hypothése de Riemann, on ne sait pas trouver un tel résidu
en temps polynomial déterministe, alors qu’on sait qu’un élément sur 2 n’est pas un
carré et qu’il suffit donc de tirer au sort quelques valeurs pour en trouver une bonne.
Un algorithme tirant des nombres au hasard a ainsi une probabilité de succes plus
grande que 1/2.

Les problemes considérés ci-dessus sont des problemes de calcul. Un autre type
de probleme tres important en complexité est celui des problemes de décision. Celui
qui nous intéressera dans la suite est bien str estPremier?. Quand on ne dispose
pas d’algorithmes déterministes pour répondre a la question, on peut chercher des
algorithmes randomisés, qui peuvent s’aider de tirages a pile ou face. La classe des
algorithmes randomisés qui nous intéresse au premier chef est celle dite de Monte
Carlo polynomiale, notée RP(pour random polynomial). Un tel algorithme permet de
répondre en temps polynomial a la question

« z appartient-il!) & Pensemble E? »

Si z ¢ E, alors I'algorithme répond toujours que x n’est pas dans E. Si x € E,
alors Dalgorithme le reconnait avec probabilité supérieure & 1/2. Itérant alors

M On parle d’appartenance a un langage en théorie de la complexité.
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I’algorithme en faisant k£ choix indépendants aboutit & rendre la probabilité de succes
de l'algorithme itéré aussi proche qu’on veut de 1.

Les algorithmes de primalité sont répartis en deux catégories : les tests de compo-
sition répondent & la question estComposé? (on en verra un exemple avec le test de
Solovay-Strassen). Les tests de primalité répondent quant & eux a la question estPre-
mier? (c’est le cas de Palgorithme AKS).

La classe RP fournit souvent des algorithmes raisonnables pour résoudre un pro-
bleme donné. En primalité, il se trouve que les tests de composition sont généralement
treés rapides en pratique, contrairement aux tests de primalité qui sont souvent plus
lourds a mettre en ceuvre. Ces tests peuvent souvent fournir un certificat, c’est-a-dire
des éléments qui permettent de convaincre un observateur extérieur de la justesse du
calcul. Nous verrons a la section qui suit des exemples de ces concepts.

Il existe d’autres classes de complexité, la plus intéressante étant celle appelée
ZPP(pour zero-probability polynomial). Elle contient les problémes de décision pour
lesquels existe un algorithme de type Las Vegas. Un tel algorithme répond « oui »,
«non », ou « je ne sais pas ». La probabilité qu’il réponde « je ne sais pas » peut étre
rendue aussi petite que possible. Cette classe est I'intersection de RP et de co-RP (co-
RP est la classe des probléemes pour laquelle on peut décider de la non appartenance
en temps polynomial randomisé). La classe ZPP contient les problémes qui sont « mo-
ralement résolus » par des algorithmes randomisés.

3. FERMAT, LUCAS, LEHMER

3.1. Tests de composition

Le plus simple de ces tests est fondé sur le petit théoreme de Fermat : si a est
premier avec N et a’¥ =1 # 1 mod N, alors N n’est pas premier. Cela nous fournit une
preuve de composition, qui ne consiste pas en un facteur de N. On peut fabriquer un
algorithme de composition de la fagon suivante :

fonction ESTCOMPOSEAVECFERMAT (N)
1. Choisir a # 0 au hasard dans Z/NZ.
2. Calculer g = pged(a, N); si g > 1, alors retourner (oui, g est un facteur de N).

3.sia”~! # 1 mod N, alors retourner (oui,a) sinon retourner je ne sais pas.

PROPOSITION 3.1. — La probabilité d’échec est P(N)/(N — 1) ou P(N) =
[L; pged(pi —1, N —1) si [[, i est la décomposition de N en facteurs premiers avec
pi 7 Pj-
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Démonstration. — 1l est plus facile d’estimer la probabilité de succes de I'algorithme.
La probabilité de trouver un diviseur de N a I’étape 2 est donnée par :

_p(V)
N-1
ou ¢(N) = Card((Z/NZ)*) est la fonction indicatrice d’Euler.
On laisse au lecteur le soin de démontrer que le nombre de a € (Z/NZ)* satisfaisant
™! =1mod N

est P(N). La probabilité de trouver un a prouvant la composition de N & I’étape 3

est donc :
p(N) (| PN)
N -1 ¢(N) )
En additionnant les deux termes, on trouve le résultat. O

Que conclure de cette proposition? Tout d’abord, si IV est premier, alors l'algo-
rithme échoue toujours & prouver la composition de N, ce qui est rassurant (en effet
P(N) = N —1). Ensuite, la fonction P(N) gouverne le succes de P’algorithme. Cette
quantité est non triviale, quand N est nombre pseudopremier en base a, c’est-a-dire

N=1 =1 mod N pour a fixé. Il peut méme arriver que P(N) = p(N),

qu’il satisfait a
c’est le cas quand N est un nombre de Carmichael, dont on sait qu’il existe une infinité
[7]. La probabilité d’échec de 'algorithme est donc proche de 1 pour ces nombres, ce

qui fait que cet algorithme ne suffit pas a prouver que estPremier? est dans RP.

Pour faire mieux, on fait appel au théoreme d’Euler, qui nous dit que, si N est un
nombre premier et a un entier premier avec N, alors

(1) aN-1/2 = (2) mod N,
N

ou (%) désigne le symbole de Legendre. Le nombre a étant fixé, un nombre composé
N vérifiant (1) (on (&) désigne cette fois le symbole de Jacobi) est appelé nombre
pseudopremier d’Euler en base a (noté ppE-a). On pose

ANy = {a € (Z/NZ)* aN-1/2 = <%> mod N}.

Si N est premier, alors Ay = (Z/NZ)*. Par contre, Lehmer [44] a montré que, si N
est composé, Ay est un sous-groupe strict de (Z/NZ)*.
Le test de composition de Solovay et Strassen [72] est le suivant :

fonction ESTCOMPOSEAVECSOLOVARY STRASSEN (V)
1. Choisir a au hasard dans Z/NZ\{0}.
2. Calculer g = pged(a, N); si g > 1, alors retourner (oui, g est un facteur de N).
3. Si (1) n’est pas satisfaite alors retourner (oui, Nn’est pas ppE-a) sinon retour-
ner je ne sais pas.
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Cet algorithme montre que estPremier? est dans RP, puisque la probabilité de
choisir un bon a est au moins 1/2 (quand N est composé) par le théoréme de Lehmer.
Quand il réussit, I’algorithme renvoie un témoin de composition a.

Miller est allé plus loin [57] (on consultera avec profit [47, 49]). Si I’hypothese de
Riemann pour les fonctions L de Dirichlet pour les caracteres réels est vraie, alors le
plus petit témoin est plus petit que c(log N)2. Bach [10] a montré que ¢ = 2 était
suffisant. L’algorithme de primalité correspondant est alors :
fonction ESTPREMIERAVECMILLER(N)

1. pour a = 2 & 2(log N)? faire

i) calculer g = pged(a, N);sig > 1 alors retourner (non, g est un facteur de N).
ii) si I’équation (1) n’est pas satisfaite alors retourner (non, Nn’est pas ppE-a);

2. retourner oui.

Quelle est la complexité de cet algorithme? Calculer a® dans un groupe prend
O(loge) opérations de groupe. Multiplier deux entiers de taille log N prend
O((log N)2) ou encore O(log N), la division euclidienne a le méme coit. Cela
conduit & un temps de calcul O((log N)3) ou O((log N)*).

Tant que ces hypotheses de Riemann ne sont pas prouvées, cet algorithme ne peut
étre utilisé dans la pratique et il faut se tourner vers d’autres méthodes.

D’autres tests de composition ont été proposés, comme par exemple 1'algorithme
préféré des cryptographes, celui d’Artjuhov-Miller-Rabin [8, 57, 65], dont la probabi-
lité de succes est > 3/4. Nous renvoyons a [29] pour une plus longue liste.

3.2. Preuve de primalité

Les seules méthodes connues et utilisées pour prouver la primalité des entiers jus-
qu’a la fin des années 1970 étaient basées sur le théoreme de Fermat, et des généra-
lisations obtenues par Lucas et Lehmer. Nous ne nous intéresserons pas ici au coté
pratique des algorithmes, ni aux avancées plus récentes, préférant renvoyer a la litté-
rature [19, 20, 29].

THEOREME 3.2. — N est premier si et seulement si (Z/NZ)* est cyclique d’ordre
N —1.
PROPOSITION 3.3. — Supposons connus les facteurs premiers p; de N —1. Le nombre

g € (Z/NZ)* est d’ordre N — 1 si et seulement si gV ' = 1 mod N et gtN=1/pi =
1 mod N pour tout i.

On utilise généralement ce théoreme de concert avec un résultat de Pocklington

N-1 _

THEOREME 3.4. — Soient s tel que s | N — 1 et a tel que a 1 mod N, et pour

tout q premier divisant s, pgcd(a¥ —1,N) = 1. Alors tout diviseur premier p de N
vérifie p = 1 mod s.

Le corollaire est le plus utile :
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COROLLAIRE 3.5. — Awec les hypothéses du théoréme précédent, si s > /N, alors
N est premier.

L’utilisation pratique de ces résultats nécessite la factorisation de N — 1 qui est
difficile & déterminer, le meilleur algorithme de factorisation connu a ce jour, le crible
algébrique [46, 29] ayant une complexité sous-exponentielle. Méme si cette factorisa-
tion est connue, il reste a trouver g, ce qu’on ne sait pas faire actuellement en temps
polynomial déterministe, & moins d’admettre I’hypotheése de Riemann. Pour I’anec-
dote, l'algorithme randomisé de Shor [71] qui factorise en temps polynomial dans le
modele quantique ne s’attaque qu’au probléeme de la factorisation [22].

Malgré tout, ces tests permettent de traiter les nombres tels que IV — 1 soit facile-
ment factorisable, c’est-a-dire de la forme Ny []| pf ‘. ou les p; sont de petits nombres
premiers, et N7 probablement premier au sens de la partie 2.1. On construit ainsi une
suite décroissante d’entiers (N;)1<i<k avec Ng = N, et N;y1 un facteur probablement
premier de N; — 1. La primalité de ;. étant prouvée, il ne reste plus qu’a remonter
pour prouver de proche en proche celles de tous les IV;, en terminant par Ny. Une
telle suite est appelée DOWNRUN par Selfridge.

La proposition 3.3 est utilisée en complexité. En effet, la donnée de g et des facteurs
de N —1 accompagnés de leurs certificats respectifs permet de montrer que le probleme
estPremier? appartient a la classe NP (voir [64]).

On peut généraliser cette idée de base au cas ou on chercherait & construire un corps
fini de degré plus élevé, en utilisant la factorisation de N + 1, ou celle de & (NN) pour
le k-ieme polynome cyclotomique. Cela donne par exemple 'algorithme de primalité
de Lucas-Lehmer qui est trés rapide pour les nombres de Mersenne. Ce n’est pas
un hasard si ces nombres font régulierement la une des journaux. Ainsi, le plus grand
nombre premier connu, & I'instant ot je tape ces lignes(?), est Maggggo11, qui a 6320430
chiffres décimaux(®).

Tous ces tests apparaissent maintenant comme des cas particuliers d’un théoreme
de Lenstra, énoncé pour la premiere fois dans [48] et développé dans [51].

THEOREME 3.6. — Soit s > 0. Soit A un anneau contenant Z/NZ comme sous-
anneau. Supposons qu’il existe o € A tel que :

o’ =1,

a®/1—1 € A* pour tout q premier | s,
t—1
U, (X)= H(X — o'y € Z/NZ[X], pour un certain t > 0.
i=0
Alors : Y7 | N,3i,r = N* mod s.

(2)26 mars 2004
(S)http ://www.utm.edu/research/primes/largest.html
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Le cas le plus classique d’application est celui o A est une extension d’anneau,
construite a ’aide d’un polyndme & coefficients dans Z/NZ. Si N est premier, A n’est
autre que le corps fini F :. En particulier, le cas t = 1 nous redonne le théoréeme 3.3.

4. VINGT ANS DE PRIMALITE

Par opposition a la période précédente, les vingt dernieres années ont vu 1’éclosion
et le développement de deux tests de primalité praticables pour des nombres entiers gé-
nérauz (par opposition aux nombres pour lesquels N —1 ou N+1 ont des factorisations
faciles). Le premier algorithme historiquement, celui des sommes de Gauss/Jacobi, se
décline en deux versions, déterministe ou randomisée, avec un temps de calcul quasi
polynomial, mais ne fournit pas de certificat. La recherche d’algorithmes polynomiaux
a été ainsi une motivation pour chercher de nouvelles approches.

Le second algorithme utilise les courbes elliptiques et hyperelliptiques. 11 est de
type Monte Carlo polynomial. Il en existe également une version pratique utilisant
des courbes elliptiques a multiplication complexe, fournissant un certificat, mais dont
la complexité polynomiale est heuristique.

4.1. Sommes de Gauss, Jacobi

En 1980, Adleman [1] ébauche un algorithme de primalité utilisant des lois de
réciprocité d’ordre supérieur, dans une version randomisée. Rejoint par Pomerance et
Rumely, ces travaux conduisent & Uarticle [3] dans lequel une version déterministe est
également présentée. Un temps de calcul O((log V)cloglosloe Ny st prouvé pour les
deux versions.

Décrivons brievement les idées de base. Il n’est pas dans notre propos de donner
tous les détails, contenus dans les articles déja mentionnés ou bien dans [24]. Soient p,
q des nombres premiers, p* || ¢ — 1, pged(pg, N) = 1. Soit x un caractére multiplicatif
d’ordre p* et de conducteur g :

x:F,—-C

défini par sa valeur en g, un générateur de Iy, par pk> UNE racine primitive

pPF-ieme de I'unité fixée. La somme de Gauss attachée & y est :

q—1

(x) = ) x(x)¢;

x

a valeur dans R = Z[(yx,(y]. C'est un objet bien connu en théorie de la cyclotomie
(voir par exemple [39]). On construit alors un test de pseudoprimalité en utilisant la
proposition élémentaire suivante :
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PROPOSITION 4.1. — Si N est premier, pged(N,pq) = 1, alors
)Y -N

2 =x(N),

2 TS =)

la relation s’interprétant dans Z/NZ[Cyx, Cq].

L’idée de l’algorithme est alors de tester les identités (2) pour tous les couples (p, q)
avec p¥ || ¢ — 1 olt ¢ parcourt un ensemble Q tel que s = [lyeo > V/N. Si elles sont
toutes vérifiées (ainsi que des conditions techniques négligées ici), alors tout diviseur r
de N appartient au groupe multiplicatif (N mod s), d’ordre ¢t = ppemco(q —1). I
ne reste plus qu’a vérifier qu’aucun élément de cet ensemble n’est un diviseur premier
non trivial de V.

Le cotit de l'algorithme est déterminé par cette derniere phase, avec un cott t,
qui domine le reste de lalgorithme, constitué de (nombreuses) opérations sur des
polynomes de relativement petit degré. Pour diminuer le cotit, on commence par
chercher ¢ le plus petit possible, avec le plus de diviseurs possibles, et tel que

sty =] q

q—1|t

soit plus grand que vV N. Un théoreme d’Odlyzko et Pomerance prouve le temps de
calcul intrinseque de l'algorithme.

THEOREME 4.2. — Il existe c1,co > 0 tels qu’on puisse trouver t convenable avec

(10g N)Cl log loglog N <t< (log N)cQ log log log N_

H.W. Lenstra, Jr., a amélioré ’algorithme dans une série d’articles dont le premier
est [48]. Avec H. Cohen [26], il donne une version beaucoup plus pratique de 1’algo-
rithme, remplacant I'utilisation originale des sommes de Gauss par celle des sommes
de Jacobi, qui se prétent beaucoup mieux aux calculs (elles sont naturellement dans
Z[Gyr]). Cet algorithme, implanté par H. Cohen et A.K. Lenstra [25], est le premier &
avoir prouvé efficacement la primalité de nombres quelconques de 100 a 200 chiffres
décimaux, ce qui représentait un progres remarquable. Par la suite, les pistes es-
quissées a la fin de [48] et développées dans [50, 51] ont été explorées avec succes
par W. Bosma & M.-P. van der Hulst [18], ainsi que par P. Mihailescu [55]. Elles
concernent principalement I'utilisation pratique du concept d’extension cyclotomique
d’un anneau.

4.2. Courbes elliptiques

4.2.1. Préparation théorique. — Soit E une courbe elliptique définie sur Z/pZ, p > 3.
L’ensemble des points de E est

E(Z)pZ) = {(x :y: 2) € PX(Z/pZ),y*z = x> + axz® + b2},
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sur lequel on définit la loi de groupe habituelle, notée +. La multiplication par k sur
E sera notée [k].

On sait d’aprés Hasse que le cardinal de E(Z/pZ) vérifie :

[#E(Z/pZ) — (p+1)| <2y

Inversement, d’apres Deuring (cf. aussi [74]), pour tout entier ¢ vérifiant |t| < 2,/p, il
existe une courbe E dont 'ensemble des points sur Z/pZ a cardinal p + 1 — t. Mal-
heureusement, ce théoreme ne fournit pas d’algorithme efficace pour trouver E en
fonction de t. Si c’était le cas, la primalité serait facile [62].

Pour pouvoir utiliser des courbes elliptiques en primalité, il est nécessaire de pouvoir
calculer la cardinalité d’une courbe dans Z/pZ. Les méthodes élémentaires (formule
dite de Lang et Trotter, algorithme de Shanks) pour cela ne marchent pas en temps
polynomial déterministe, et il a fallu attendre I’algorithme de Schoof [69] pour résoudre
le probleme. En quelques mots, cet algorithme consiste a calculer ¢, = t mod ¢ pour
de petits nombres premiers £ en nombre suffisant pour que [[£ > 4,/p, ce qui permet
de déterminer ¢ par application du théoréme Chinois.

Il faut également définir ce qu’est une courbe elliptique sur Z/NZ quand N est
composé, ce que Lenstra a fait dans [52]. On définit

E(Z/NZ) = {(z :y: z) € P2(Z/NZ),y’z = 2> + axz® + bz>}.

On notera A(E) = 4a®+27b? et on demande que A soit inversible modulo N. Notons
que le point O = (0 : 1 : 0) appartient & E(Z/NZ). On Iappelle point origine de
la courbe. On définit alors une loi de groupe sur F(Z/NZ) en utilisant des formules
données dans [43].

On remarque que si p premier divise N, alors on peut réduire £ modulo p et envoyer
E(Z/NZ) dans E(Z/pZ) par réduction des coordonnées modulo p; le point origine
OgF se réduit en le point a 'infini de la réduction de £ modulo p.

Il nous reste maintenant a donner un théoreme de primalité.

THEOREME 4.3. — Soient m et s deux entiers tels que s | m, E une courbe elliptique
surZ/NZ et P un point de E(Z/NZ). Si[m]P = Og et si pour tout diviseur premier q
de s, on am/qlP = (X:Y :Z) et pged(Z,N) =1, alors pour tout diviseur premier
p de N, on a #E(Z/pZ) = 0 mod s.

COROLLAIRE 4.4. — Si s> (V/N +1)2, alors N est premier.

Ces résultats généralisent les énoncés de Pocklington. On peut désormais utiliser des
facteurs premiers de cardinaux de courbes elliptiques pour fabriquer un DOWNRUN.
On en déduit également un certificat de primalité généralisé.
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fonction ESTPREMIERAVECGK (V)
1. répéter B; fois
a) choisir a, b au hasard modulo N et calculer g = pged(4a® + 2762, N);
b) si g = N alors aller a (a);
c) si g # 1 alors retourner (non, g);
d) soit E la courbe elliptique d’équation y? = 2® + ax + b définie sur Z/NZ;
e) calculer m = #FE(Z/N7) avec I'algorithme de Schoof;
f) si m = 2q, avec ¢ probablement premier alors
(a) répéter B, fois

e choisir au hasard P # Op sur E;
si [m]P # Og alors retourner non;
calculer [¢|P = (X, : Y, : Z,) et g = pged(Z,, N) ;
si g =1 alors aller & (8) ;

e si 1 < g < N alors retourner (non, g);

(6) si GK(q)==oui alors retourner oui ;

(
(
(
(
(
(

2. retourner je ne sais pas.

Ficure 1. L’algorithme GK.

4.2.2. L’algorithme de Goldwasser et Kilian. — Cet algorithme a été introduit dans
[36] (voir la version finale en [37]). Il est décrit a la figure 1. Cet algorithme est
paramétré par les deux nombres B et Bs. Le nombre By gouverne le nombre d’essais
que l'on s’autorise dans I’algorithme. Pour avoir un algorithme de type Monte-Carlo
polynomial, ce nombre doit étre polynomial en log N. Nous y revenons plus loin. Le
nombre By sert a controler le nombre d’essais nécessaires a trouver un bon point sur
E. Si N est premier, alors la probabilité de trouver un P convenable & cette étape est
plus grande que 1/2.

Que se passe-t-il quand N est composé ? L’algorithme de Schoof teste des identités
entre polynomes, a la recherche de ty. Lors des calculs, il peut rarement apparaitre un
facteur premier de N, quand une inversion modulo N échoue. Plus stirement, aucune
valeur de t; ne sera trouvée et cela fournira une preuve de composition pour N. On
pourrait imaginer de définir un nombre pseudopremier de Schoof pour (E,¢) comme
étant un nombre pour lequel on trouve une valeur de t,. A titre d’exemple, le plus
petit N pseudopremier pour E : y? =22 +x + 1 et £ =3 est N = 3481 = 592.

L’analyse de 'algorithme GK fait appel au résultat suivant, prouvé par Lenstra
[53].
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THEOREME 4.5. — Pour S C N, soit S}, = SN [p— /p,p+ /p]. Il existe c > 0 tel
que
(48, —2)
\/ﬁlogp
la probabilité se calculant en choisissant (a,b) uniformément dans Z/pZ de sorte que

4a® +270% # 0.

Prob(#E(Z/pZ) € S) >

Pour analyser GK, on s’intéresse alors & S = {m = 2¢, ¢ premier}, ce qui nous
ramene & étudier Sl’j. Pour assurer la terminaison de GK dans tous les cas, il faut
conjecturer le résultat suivant :

CONJECTURE 4.6. — [l existe c1,co > 0 tels que pour x > xq :

7(z + V) —7(2) = C2v/T

~ log® x”

Avec cette conjecture, il nous suffirait de prendre pour By une quantité polynomiale
en log N. On obtiendrait alors :

THEOREME 4.7. — Si la conjecture 4.6 est vraie, alors GK termine en temps poly-
nomzial pour tous les nombres.

La conjecture est beaucoup plus forte que ce que peut apporter 'hypothese de
Riemann classique, mais suivrait de la conjecture de Cramér.

On ne sait d’ailleurs pas prouver que S’I’j est non vide. Rappelons que le plus petit
exposant d pour lequel on puisse prouver que 7(z +z°) — 7(x) > 0 est § = 0.525 (voir
[12]). I est clair cependant que certains petits intervalles doivent contenir au moins
un nombre premier. En utilisant les résultats de Heath-Brown [38] sur la différence
entre nombres premiers consécutifs, il est possible de montrer :

THEOREME 4.8. — GK termine en temps O((log N)?) en moyenne pour les nombres
premiers < x, sauf pour ceux de l’ensemble £(x) de cardinal
z/logx
#E(r) < /107 Torz

22 Togloglog x

4.2.8. L’amélioration d’Adleman et Huang. — Superficiellement, cette amélioration
(décrite en [2, p. 136]), consiste & remplacer la condition m = 2q par m = {q avec
¢ premier petit. En utilisant les mémes travaux de Heath-Brown, et d’autres de Po-
merance [61], ils sont & méme de montrer que si £'(x) est 'ensemble des entiers plus
petits que z non prouvables par leur algorithme GK-AH, alors :

THEOREME 4.9. — Pour  suffisamment grand, #&'(x) < x5/16.
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4.3. Courbes de genre 2

Comme lalgorithme GK-AH pourrait ne pas terminer, Adleman et Huang ont
eu l'idée d’utiliser les courbes de genre 2, pour lesquelles les cardinalités des groupes
associés varient cette fois dans un intervalle beaucoup plus grand, [z — !5, 22] au
lieu de [z, 2 + 2°-3] comme en genre 1.

Soit p un nombre premier > 3. Nous nous intéresserons aux courbes C(f) définies
sur Z/pZ par une équation du type y> = f(x) ot f est un polynome de degré 6 a
coefficients dans Z/pZ et sans racines multiples. Nous noterons D(f) le cardinal de la
jacobienne de C/(f). Par Hasse-Weil, on sait que (,/p — 1)* < D(f) < (y/p + 1)*.

On peut maintenant imaginer généraliser I’algorithme de Schoof au calcul de D(f),
ce qui fournit la encore un algorithme polynomial déterministe. Comme dans le cas
du genre 1, l'algorithme ne fournit pas de résultat exploitable quand NV est composé,
ce qui permet de le repérer.

Nous avons maintenant tous les outils pour pallier le probleme de non-terminaison
(hypothétique, rappelons-le) de GK. L’idée de base consiste & construire une suite de
nombres premiers (¢;)1<i<r tels que la primalité de g, entraine celle de ¢,_1, .. ., celle
de g1 celle de N. Contrairement & ce qu’il se passe classiquement, cette fois, la suite
q; sera croissante! En effet, on commence par construire ¢; comme le cardinal D(f7)
d’une jacobienne définie sur Z/NZ. De méme ¢o est construit comme un cardinal
premier D(f2) d’une jacobienne définie sur Z/q1Z, etc. L’algorithme s’arréte quand
un des ¢; est prouvable par GK-AH. Nous utilisons ainsi dans notre algorithme un
sous-algorithme qui est de type Monte Carlo polynomial.

Le calcul de la probabilité de succes de cet algorithme n’est pas une mince affaire,
et nécessite de commencer par généraliser le théoreme 4.5. Une fois cela fait, il ne
reste plus qu’a estimer le nombre de nombres premiers dans un intervalle trés grand,
cette fois I(z) = [2% — 2%, 22]. 1 suffit d’utiliser un résultat d’Iwaniec et Jutila [40]
pour minorer le nombre de nombres premiers dans I(x) par cx'®/logx pour = assez
grand. C’est 1a 'une des clefs de I'algorithme AH.

On calcule alors le nombre de r-uplets (qi,...,q,) construits par I'algorithme a
partir d’'un nombre initial gg = p. Le calcul montre que, pour r = 3, la proportion des
bons r-uplets devient significative, et ’algorithme a une probabilité de réussite plus
grande que 1/(logp)¢ pour un certain entier ¢, ce qui achéve de démontrer :

THEOREME 4.10. — Il existe un algorithme de type Monte Carlo polynomial qui
prouve la primalité de tous les entiers.

Il existe donc finalement un algorithme de Las Vegas pour la primalité.

4.4. La primalité en pratique

4.4.1. Les sommes de Jacobi. — L’algorithme des sommes de Jacobi a été relati-
vement peu implanté. Une des raisons est qu’il s’avere difficile de convaincre de la
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véracité des calculs effectués, puisqu’aucun certificat n’est délivré. Il faut program-
mer soi-méme l'algorithme, ce qui est chose délicate et qui ne convainc que son au-
teur. C’est un cas ou on réverait que la technologie de la preuve de correction des
programmes soit opérationnelle & ce niveau (voir [21] pour une piste).

L’entier ¢ utilisé dans la description de 'algorithme est le parametre critique. On
doit calculer des sommes de Jacobi associées & des nombres premiers g tels que g—1 | ¢,
donc potentiellement de la taille de ¢t. Pour fixer les idées, un nombre de 100 chiffres
décimaux nécessite t = 8400: si N ~ 101%%0 alors t ~ 108 et N ~ 106090 pécessite
plutét ¢t ~ 6 - 10°. L’'une des caractéristiques de I’algorithme est la possibilité de
précalculer ces sommes une fois pour toutes. Notons que la taille mémoire du résultat
n’est pas un probléme, méme si le temps de calcul et la mémoire nécessaire pour
ces précalculs peuvent étre trés grands. Pour ces grandes tailles, 'utilisation de la
factorisation dans les corps cyclotomiques devient rentable [73].

Au-dela de ces premiéres remarques, il faut utiliser les améliorations présentées dans
[18, 55] pour aller plus vite. Parmi celles-ci, notons 'utilisation de facteurs de N* — 1
pour w petit. P. Mihiilescu détient le record actuel avec le nombre N = 210000 4 177
(3011 chiffres décimaux) depuis novembre 1997.

4.4.2. Les courbes. — L’algorithme de Schoof n’est pas implantable tel quel. Il a fallu
attendre les améliorations d’Elkies et Atkin pour disposer d’un algorithme de calcul
de la cardinalité de courbes elliptiques fonctionnant en temps polynomial, pratique
et efficace, mais cette fois randomisé (voir [70, 30, 58, 17] par exemple). Malgré ces
améliorations, 'algorithme SEA ne permet pas d’envisager de traiter des nombres de
plus de quelques centaines de chiffres décimaux, et 'algorithme GK, méme dopé par
ces changements, n’est pas efficace.

Des 1986, Atkin a eu I'idée d’utiliser la réduction de courbes elliptiques & multiplica-
tion complexe, dont on sait calculer la cardinalité facilement. Ces courbes remplacent
les courbes aléatoires utilisées dans GK-AH. L’algorithme, appelé ECPP, est décrit
dans [9, 24, 29] (voir également [28]), des améliorations ayant été données au cours
du temps par l'auteur (consulter sa page web par exemple). ECPP a été analysé de
fagon heuristique dans [45] : la complexité en temps est heuristiquement de l'ordre
de O((log N)5*) ou O((log N)?) avec de Parithmétique rapide (O((log N)*) avec des
précalculs, voir également [59]).

Trois implantations sont connues : celle de l'auteur, maintenue depuis bientot
15 ans, et dont une version se trouve dans le logiciel MAGMA ; la deuxiéme réali-
sée par Marcel Martin (PRIMO®). La plus récente, due & J. Franck, T. Kleinjung

(4)http ://www.ellipsa.net/
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et T. Wirth, a permis de franchir la barre des 10000 chiffres décimaux. Le record ac-
tuel, dii & auteur, est la primalité du nombre 3571648 + 6483571 qui a 10041 chiffres
décimaux (cf. [59, 32])®).

L’algorithme AH est-il pratique ? Rappelons qu’il sert essentiellement de bouée de
sauvetage théorique pour I'algorithme GK-AH. Bien siir, on pourrait imaginer y avoir
recours dans le cas ol on ne trouverait pas de bonnes courbes dans ECPP. Pour cela,
il faudrait songer a remplacer la recherche des petits facteurs de nombres de la taille
de N, par des nombres de taille N2, ou méme N, tout cela avec de multiples allers
et retours entre les différents algorithmes...

Les problemes d’implantation sont pour le moment formidables. Les meilleures
implantations d’algorithmes a la Schoof pour des courbes de genre 2 permettent
au plus de traiter le cas de p = 5 - 10%* 4+ 41 (voir le récent record de Gaudry et
Schost annoncé dans la liste NMBRTHRYGLISTSERV.NODAK.EDU allant au-dela de [34]).
Quand bien méme on mettrait au point une variante I’ECPP en genre 2, appelons-la
HECPP (et qui serait elle aussi heuristique), les calculs liés & la multiplication com-
plexe dans ce cadre sont encore loin d’étre aussi faciles et agréables que dans le cas
du genre 1 (cf. [75]).

4.5. Conclusion sur la pratique

Pour des nombres relativement petits, disons plus petits que 1019%°, les deux algo-
rithmes (sommes de Jacobi, ECPP) ont des temps de calcul raisonnables, n’excédant
pas quelques heures sur une machine normale. Le probléeme pratique de prouver la
primalité est donc résolu. Pour des nombres plus grands, les résultats dépendent de
beaucoup trop de parametres pour que 'auteur se risque a des réponses définitives.

5. LES TRAVAUX D’AGRAWAL, KAYAL, SAXENA

5.1. Premieére idée
Dans [5], les auteurs présentent un test de composition trés simple utilisant la

proposition suivante :

PROPOSITION 5.1
N est premier si et seulement si le polynome P(X) = (X + 1)V — XN — 1 est
identiquement nul modulo N.

Démonstration. — Il suffit pour cela de se rappeler que si N est premier, alors N | (]Z )
pour tout entier k, 0 < k < N. Si N est composé, soit p un de ses facteurs premiers,
et a la valuation p-adique de N. Alors (J;[ ) est divisible exactement par p®~!. o

(®)Le précédent record était détenu par Jose Luis Gomez Pardo, avec PRIMO, pour un nombre de
5878 chiffres décimaux, en février 2003 ; cf. http ://www.ellipsa.net/pages/primorecord.html.
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Cette proposition ne conduit pas a un algorithme efficace, puisque le polynéme
P(X) a un degré trop élevé. Par contre, on peut élaborer un test de composition de
la fagon suivante :
fonction ESTPREMIERAB(N)

1. Si N s’écrit M*, avec M entier et k > 1, retourner non.

2. Choisir un polynéme aléatoire Q(X) de degré O(log N) a coefficients dans Z/NZ.
Si (X +1)Y = XY +1mod (Q(X), N) alors retourner oui, sinon retourner non.

Les auteurs montrent alors que la probabilité d’échec de ’algorithme est bornée par
1—1/(4log N), 1& ol Solovay et Strassen donnent 1/2. Ils conjecturent également :

CONJECTURE 5.2. — Si N est composé, alors il existe un entier 1 < r < log N tel
que P(X) n’est pas divisible par X" — 1 modulo N.

Notons que le test généralise le test de Fermat pour r = 1, dans ce cas il est
équivalent & 2V = 2 mod N. Si N passe le test pour = 1, il le passe aussi pour r = 2
(car (X + 1)V = XV + 1mod (X + 1, N) quand N est impair).

L’auteur a testé cette conjecture sur les nombres pseudopremiers(®) en base 2 plus
petits que 10'2 & l'aide de MAPLE. Il y a 24 nombres qui passent les tests pour
1 < r < 8, 8 étant la valeur maximale atteinte. Le plus petit est 597717121, le plus
grand 880731910801 (notons que log 597717121 ~ 20.20).

5.2. Le théoréme original

C’est celui que l'on peut extraire de [6], suivant en cela [13] (remplacé depuis
par [14]) et inspiré en partie par [66]. L’idée est de réussir a combiner des tests de
pseudoprimalité pour obtenir une preuve de primalité pour N.

THEOREME 5.3. — Soient N un entier qui ne s’écrit pas M* pour M et k entiers,
k > 1. Soient s un entier positif, r un nombre premier et q le plus grand facteur
premier de v — 1. On suppose que

(i) [condition arithmétique] N"=1/4 mod r ¢ {0,1} ;
(ii) [condition combinatoire]

—1
(3) (q *5) > N2LvT,
S

(iii) [divisibilité élémentaire] N n’a pas de facteur premier p < s;
(iv) [tests de pseudoprimalité] (X — a)V = XV —amod (X" — 1,N) pour tout
1<a<s.

Alors N est premier.

(6) Grace au fichier envoyé il y a fort longtemps par S. S. Wagstaff, Jr.
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Démonstration. — Supposons que N soit composé. 1l existe un facteur premier p de
N tel que p"=1/4 mod r ¢ {0,1}, car sinon cela contredirait (i). D’apres (iii), on a
également p > s.

Par réduction modulo p, la propriété (iv) implique que pour tout a dans A4 =

{1,...,s}:
(X —a)¥ = XY —amod (X" —1,p).

Comme p est premier, on a aussi
(X —a)’ =XP —amod (X" —1,p).
L’idée est de combiner ces deux relations.

LEMME 5.4. — Soient my1 et mo deux entiers. St
(X—a)™=X"™ —amod (X" —1,p),
(X —a)™=X" —amod (X" —1,p),
alors (X —a)™™m2 = X™™2 — g mod (X" — 1,p).
Démonstration. — 1l existe g(X) € Fp[X] tel que
(X —a)™ = (X™ —a) = (X" —1)g(X).
D’ou :
(X7 — )™ — (X707 a) = (X7~ 1)g(X™).
Comme X" — 1| X™" — 1, on en déduit
(X —a)™™ =(X™ —a)™ = X"™™ —gmod (X" —1,p). O
On déduit de cela qu’en fait, pour tous les entiers positifs i, j, et tout a € A :
(X - a)piNj = X?'M _ g mod (X" —1,p).
On utilise alors I'argument combinatoire suivant. Posons L = {p*N7,0 < i,j < [/7]}.
Comme N n’est pas une puissance d’un nombre entier, il ne s’écrit a fortiori pas
comme p*. Par suite, tous les éléments de L sont distincts et #L = (|/7] +1)2 > r.
Il existe donc deux éléments qui sont congrus modulo r, ce qu’on écrit :
my = p"' N7 my = p? N7 = my + kr, (i1, j1) # (i2, j2)
avec par exemple mi < mg. On obtient alors pour tout a € A :

(X —a)™ = X"t _g=X" —g=(X—a)™ mod (X" —1,p).

Il ne nous reste plus qu’a démontrer que m; = my, ce qui impliquera N = p’, contre-
disant I’hypothese faite.

A ce stade, on choisit un facteur irréductible du r-ieme polynéme cyclotomique
modulo p, soit A(X). On sait que h(X) est de degré d, 'ordre de p modulo r (voir par
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exemple [39]). Par le choix de p, d > ¢. On considere F' =TF,[X]/(h(X)) le corps fini
a p? éléments, et & = X mod (h(X),p). Par hypothese :

Vae A, (X —a)™ =(X —a)™ mod (h(X),p).

On introduit alors le monoide S de F™* engendré par les § — a pour a € A.

LEMME 5.5. — Soit T le sous-ensemble de S formé des produits [[,_, (6 —a)** avec
(4) Yaa<qg-1, ag>0.

a=1
Alors

(i) les éléments de T' sont tous distincts ;
(ii) le cardinal de T est (1717°).

Démonstration. — (i) Tous les X — a pour a € A sont irréductibles et distincts dans
Fp[X], puisque p > s. Tous les polynomes [ _, (X — a)® avec les o, satisfaisant (4)
sont de degré strictement plus petit que d, et deux & deux distincts dans Fj,[X]. Deux
d’entre eux ne peuvent étre égaux dans F' que §'ils different d’un multiple de h(X),
ce qui est impossible car leur degré est < ¢ < d.

(ii) C’est un résultat classique de combinatoire. On met les solutions de (4) en
bijection avec les parties & s éléments de l'intervalle [1, ¢ — 1 + s] de la fagon suivante.
Si (o) est une solution, on pose Sy = a1+ 1, fo =1+ a2 +2, ..., s =a1 +az +
<o+ 4 as + s. La suite G, vérifie 1 < f1 < B2 < --- < Bs < ¢q— 1+ s. Le nombre de
suites () possibles est bien la quantité annoncée, appelée traditionnellement nombre
de combinaisons avec répétition [27]. O

Retour au théoréme. — Les éléments de S et a fortiori de T sont tous racines du po-
lynéme Y™ —Y™2 = Y™ (ym2=m 1) = Y™ P(Y). Comme mg —m; < N2V <
(qi“) < #7, le polynéme P(Y') a plus de racines que son degré, donc il est identi-
quement nul et m; = ms. O

Il est facile de déduire un algorithme du théoréme 5.3, si on se donne r et s, ce que
nous ferons dans la section qui suit.

PROPOSITION 5.6. — Le temps de calcul de AKS est O(sr?(log N)3) si on utilise des
algorithmes classiques de multiplication et O(sr(log N)?) si on utilise de la multipli-
cation rapide, aussi bien pour les polynomes que pour les entiers.

Démonstration. — Le temps de calcul est largement dominé par le temps passé a véri-
fier la condition (iv). Pour chaque valeur de a, le calcul de (X — a)" mod (X" — 1, N)
demande O(log N) multiplications A(X)B(X) mod (X" — 1) ou A(X) et B(X) ont
degré O(r). La réduction ne cofite rien car X" — 1 est creux. Notant P(N,r) le temps
nécessaire & multiplier deux polynomes de degré r a coefficients dans Z/NZ, le temps
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de calcul est donc O(s(log N)P(N,r)). En utilisant les algorithmes naifs de multipli-
cation, on obtient un temps de calcul O(sr?(log N)3). Avec des FFT partout, cela
devient O(sr(log N)?). O

5.3. Le choix de r et s

Pour achever de démontrer que la primalité est décidable en temps polynomial
déterministe, il nous faut montrer que ’on peut choisir r et s comme puissances de
log N.

q_i+s) par (g/s)®, puis on impose g > 2s.

On commence par minorer brutalement (
Si on choisit s tel que 2° > N2Lv7) alors la condition (ii) est certainement vérifiée.
Par suite, il suffit d’assurer I'existence d’un nombre premier r tel que r — 1 ait un

facteur premier g plus grand que 44/ log N/ log2.

Notant P(n) le plus grand facteur premier de n, il faut donc étre capable d’estimer
le nombre de nombres premiers r ayant une grande valeur de P(r—1). Intéressons-nous
a la quantité

Ps(x) = #{p premier < z,P(p—1)> z°}

pour 6 > 0. Nous nous intéressons ici au cas ou il y a suffisamment de nombres
premiers dans 'ensemble, c’est-a-dire au cas ott Ps(z) > csm(x) pour x assez grand.
Suite aux travaux de Fouvry [31] ainsi que de Baker et Harman [11], on sait que
la plus grande valeur de ¢ pour laquelle Ps(z) > c¢sm(z) est § = 0.676. Pour notre
propos, toute valeur de ¢ > 2/3 ou méme > 1/2 (en utilisant [35] comme suggéré par
Pomerance) suffirait.

Nous aurons également besoin de majorations effectives de m(x). Celles de [68]
donnent : z/logx < w(x) < yz/logz pour = > 114.

Nous sommes maintenant préts a montrer :

THEOREME 5.7. — Soient § €]1/2,0.676] et a« = 2/(26 — 1). Il existe deux
constantes c1 et co > ¢y telles qu’il existe un nombre premier r dans l'intervalle
I, = [c1(log N)*, ca(log N)?] tel que r—1 ait un facteur premier q = 4+/rlog N/ log2
et pour lequel l'ordre de N modulo r soit divisible par q.

Démonstration. — On commence par remarquer que si r € I,, on a r° >
4/rlog N/log?2, les exposants des log/N étant égaux, a condition de prendre
8 > 4cd/?/1og2 et aussi o > (4/1log2)¥ 1) = (4/1log2)® (puisque ¢y doit étre
plus grand que ¢1).
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Appelons convenables les nombres premiers cherchés et comptons leur nombre
R(N). Nous noterons pour alléger L = log N. Ce nombre est :

R(N) = Ps(ca L) — Ps(c1 L)
> Ps(co L) — w(c1 LY)
coL®
2 6510g02 j—alogL B
> L
~ (logco 4+ alog L)(log ¢y + alog L)
- (cscalog ey — yey loges + (csca — yer)alog L).

(e  LY)

Il suffit de trouver ¢; tel que ¢1 < ¢sca/vy. N'oublions pas que ¢; > (405/2)1/5. Ces
deux relations sont compatibles & partir du moment ou cé_l/(%) > 41/57/05, ce qui

est faisable quand 1 — 1/(24) > 0. Par suite
(log N)*
R(N) = c3————
(N) 2 cs loglog N
pour une certaine constante c3 > 0 et NV assez grand.

On cherche maintenant un r de Iintervalle tel que r — 1 ait un facteur premier ¢
vérifiant N("—1/9 % 1 mod r. Pour cela, on considére le produit :

M= (N—-1)(N?—-1)---(N" —1).

Il suffit de trouver r convenable et ¢ | r — 1 tels que (r —1)/q < v et r ne divise pas II.
Or le nombre de diviseurs premiers de IT est au plus log NU(*+1/2/10g2 < v?log N.
Si v?log N < R(N), alors on est siir de I'existence d'un r convenable ne divisant pas
I1. 1l suffit de prendre v = ¢4(log N)(*=2)/2 pour cela.

La condition (r — 1)/q < v sera satisfaite si
05_5(1ogN)(1*5)a < c;;(logN)(o‘*Q)/2
c’est-a-dire ¢4 > c;‘s. O
On a donc montré, en prenant 7 = O((log N)*), s = O((log N)*/?*1), que :

THEOREME 5.8. — Pour tout § €]1/2,0.676], il existe un algorithme de primalité dé-
terministe dont le temps de calcul est O((log N)®3+1/(20=1)) si on wtilise de Iarith-
métique naive, et O((log N)%/(20=1)Y s on utilise les FFT.

COROLLAIRE 5.9. — estPremier?c P.

Si l'on prend 6 = 2/3, on obtient les exposants 19 et 12. Remarquons que si on
pouvait faire tendre § vers 1, on obtiendrait au mieux 6((10g N)®). Notons qu’une
facon d’obtenir § = 1 serait de prouver 'existence d’un nombre suffisant de nombres
premiers de Sophie Germain, i.e. r tel que (r — 1)/2 soit également premier.
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5.4. L’apres AKS

De multiples améliorations de toutes natures ont fleuri depuis la parution de I’ar-
ticle, concernant des généralisations et améliorations de 1’algorithme de base. D. Bern-
stein maintient une page résumant les différents travaux [14]. La situation est loin
d’étre stabilisée a la date ol je tape ces lignes.

Les résultats basés sur les théorémes de Fouvry ou Baker/Harman ne sont pas
effectifs, ce qui fait qu’on ne sait pas a partir de quelle taille de N les estimations
s’appliquent. De plus, les contraintes imposées au nombre premier r auxiliaire sont
tres fortes.

H.W. Lenstra, Jr., (communication personnelle, cf. également [14]) a amélioré 1’al-
gorithme au point de prouver un temps de calcul effectif en O((log N)'2) ou bien
O((log N)®)) en utilisant de nouveau le théoréme de Fouvry. Des résultats similaires
ont été trouvés par S. David (communication personnelle). Rapidement, ’améliora-
tion essentielle tient a une relaxation des contraintes sur r, qui peut étre maintenant
un entier quelconque. Une condition combinatoire ressemblant & (3) est utilisée en ses
lieu et place.

D’autres améliorations ont été apportées par d’autres chercheurs, comme la lecture
de [14] en fait foi.

5.5. Vers un algorithme pratique

L’algorithme AKS n’est pas un algorithme efficace dans sa version de base, essen-
tiellement parce que les degrés des polynomes en jeu sont bien trop grands. En effet,
au minimum, 7 doit étre de taille O((log N)?) pour satisfaire les conditions du théo-
reme. On constate de plus que la complexité prouvée est pire que celle des sommes de
Jacobi pour les nombres de taille raisonnable, ou bien celle ’ECPP, méme heuris-
tique. Les récentes avancées semblent augurer de ’existence d’une version randomisée
d’AKS qui sera peut-étre plus rapide dans la pratique.

Signalons pour commencer que article [6] contient une conjecture intrigante, tant
elle parait simple.

CONJECTURE 5.10. — Soit r un entier tel que r{ N2> — 1. Si
(5) (X +1D)Y¥ =X £ 1mod (N, X" +1)
alors N est premier.

Si cela était vrai, alors on disposerait d’un algorithme déterministe en O((log N)3).
Cette conjecture a été testée numériquement pour des nombres plus petits que 1010
(cf. [41]). Nous extrayons de ce travail le résultat suivant. Supposons que N = 10k +3.
Alors la relation (5) est équivalente aux deux équations :
0+ 1>(N+1) /2

5(V-1/2 = _1 mod N, (—

71 = —1mod N
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ol1 2 —5 = 0. Ces deux relations demandent donc & N d’étre pseudopremier d’Euler en
base 5 et pseudopremier de Lucas pour 6. Cela n’est pas sans rappeler les combinaisons
de tests proposés dans [63] (voir aussi [29, Ex. 3.41, p. 156]) et pour lesquels aucun
contre-exemple n’est connu a ce jour.

P. Berrizbeitia [16], suivi de Q. Cheng [23], a proposé une amélioration dans le cas
ot N —1 admet un facteur premier r pour lequel r* || N—1, r > log? N. On provoque
une explosion combinatoire & 'aide des racines r-iémes de 'unité dans Z/NZ, ce qui
donne une complexité en O((log N)*) pour P'algorithme qui est randomisé.

Suivant en cela un schéma classique, passer de N — 1, puis & N + 1 (comme Ber-
rizbeitia), il ne reste plus qu’a généraliser au cas ou il existe deux entiers e et d tels
que e | N —1, ce qu’a fait Bernstein [15]. La complexité tombe encore & O((log N)*)
pour une version randomisée, cette fois pour tous les nombres. Dans la suite logique,
P. Mihéilescu (communications personnelles [56]) a annoncé trés récemment un algo-
rithme combinant AKS et cyclotomie.

6. CONCLUSIONS

Nous avons tenté de faire un tour d’horizon du probléme de la primalité, en mélant
considérations théoriques (complexité, mathématiques), et algorithmiques, voire pra-
tiques. Maintenant que estPremier? est montré étre dans P, ’histoire s’arréte-t-elle 1a 7
Sans doute pas. Tout d’abord, la chasse au meilleur exposant ne fait que commencer.
En outre, une version pratique de AKS n’est encore que frémissante. L’avenir dira
quand elle détronera les méthodes ancestrales.
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