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LES SOUS-GROUPES RADICIELS

C. CHEVALLEY,

Séminaire C. CHEVALLEY

E.N.S., 1956/57 Exposé n° 17

(Exposé de le 6.5.1957)

Notations. Nous désignerons par G un groupe linéaire algébrique semi-simple

irréductible, par T un tore maximal de G, par R l’ ensemble des racines de

G par rapport à T ; pour tout 03B1 ~ R , nous désignerons par 1:()( un isomor-

phisme de K sur un sous-groupe de G tel que l’on ait

nous poserons P = Nous désignerons par QOI la composante de l’élément

, neutre dans le noyau par le centralisateur de Q~ ~ par Z~
le groupe dérivé de par un tore maximal de Z~ contenu dans T ;

nous désignerons par wa la symétrie par rapport à la racine et par 

un élément du ,normalisateur de dans Z~ n’appartenant pas à 

appartient donc au normalisateur de T et sa classe suivant Test Pour

tout tore nous désignerons par V (T’ ) le groupe des groupes à un paramè-,
tre de T’ et par X(T’) le groupe des caractères rationnels de T’ ; nous po-

serons ( T ’ ) ~ Q ~ P(T’) ~ X É ( T ’ ) = Q ~) X(T’) , on rappelle que
les tores contenus dans T’ sont en correspondance biunivoque avec les sous-

espaces de l’espace vectoriel le tore qui correspond à un sous-espace

Y de xg (T’) étant l’ensemble des éléments t tels que ~(t) = 1 pour tout

X f Y ~X(T’) . Les espaces vectoriels r9. (TI) et sont en duali-

té l’un avec l’autre ; il y a une correspondance bi-univoque entre les sous-es-

paces Z de r9. ( T’) et les sous-tores de T’ ; si T" est le tore associé

à Z, = Z ~ F(T’) .Le groupe r(TBj..) contient un élément ’oc ’ 
°

tel que OE ( ’( 1)( ) = 2, ( ’6 of. ) = - ’6 ex .

Nous dirons qu’un ensemble S de racines est fermé si toute combinaison li-

néaire à coefficients entiers de racines de S qui est une racine appartient
à S.

Nous désignerons par S un ensemble fermé de racines et par H le groupe

engendré par les Z ~ pour tous les bt G S . Nous nous proposons de démontrer

le théorème,-suivant :
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THÉORÈME 1. - L e gro up e H est semi-simple ; 1 e groupe TH = est un tor e

maximal de H ; le s racine s de H par rapport à T~ sont les re strictions à

T des éléments de S ; il y a un groupe de Borel B de G contenant T tel
que Bx = B n H soit un groupe de Borel de H ; Bx est engendré par les P~

pour celles des racines 03B1 ~ S qui sont négatives sur la chambre de Weyl asso-

ciée à B . ...

Nous aurons besoin au cours de la démonstration d’un résultat relatif aux

formules de multiplication dans la partie unipotente Bu d’un groupe de Borel B

de G contenant T . Dé signons par R- l’ ens embl e de s racine s ex q ui sont né-

gatives sur la chambre associée à B ; nous supposerons l’ensemble R ordonné

d’une manière quelconque. On sait que l’algèbre des fonctions numériques

partout définies sur Bu est engendrée par des fonctions R- ) telles

que l’on ait

Il en résulte que l’on a

les’ P03B1(... , X03B2 , ... , Y03B2’ , ...) étant des polynômes à coefficients dans K

en 2n arguments (si n est le nombre d’éléments de R_) .

LEMME 1.- Le polynôme P()I. ( . :. , Xj3. ’ ,... , ...) est combinaison linéaire.

des monômes 03C003B2, 03B2’~R X1(03B2)03B2Yj(03B2’)03B2 pour lequels on a

On a évidemment, pour tout élément t i; T , = ~(t)v~(s) ; tenant

compte de ce que t(sB’"~)t"~ = tst"~(ts’t"~)"~ , il vient

Si donc on désigne par c le coefficient du monôme

il en résulte bien que l’on a c = 0 si 03B1 n’est pas égal à

, Y" 03B2, 03B2 1 £ - R (i(03B2)03B2+j(03B2’)03B2’) (en notation additive), se qui démontre le

lemme 1 .
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COROLLAIRE.- Soit A âne partie de R_ qui possède la propriété suivante : t si

0~ ~ ~ sont des éléments de A et si i~ + j~ est une racine (i et j

étant des entiers &#x3E;0) y alors i 03B1 + j /) est dans A . L’ensemble B’ des

éléments de la forme ~A~a ~ j2R pour tout ~ ~A , et où A

est muni de la structure d’ordre induite par celle de R_ , est un sous-groupe de
B~ . ..

 Les éléments s de B’ sont caractérises par la condition que l’on ait

= 0 pour tout o. ~ A . Ceci étant, si (X est une racine de IL. n’appar-

tenant pas à A et si on met (~ sous la forme ~" - (i(/3)y3+ j(y3’) ~3’) ~
il y a ou bien uno racine ~0 ~ A telle que i(/3) &#x3E; 0 ou bien une racine

A telle &#x3E; 0 ; dans les deux cas on a

03A003B2,03B2 ’~R_ (v03B2 (s))i(03B2)(v03B2’(s’))j(03B2’) = 0 si s , s’ t sont dans B’ ,

ce qui montre le corollaire.

LEMME 2.- Soient 03B11 , ... , 03B1r des racines linéairement indépendantes ; la
composante connexe T’ de l ’élément . neutre dans Q03B11~ ...~Q03B1r est un tore

de codimension r dans T ; le groupe T" engendré par T03B1 , ... , T03B1 est
1 r

un tore de dimension r ; est fini, et on a T = T’ T" .

Le groupe T’ est la composante de l’élément neutre dans l’intersection des

noyaux de o~. ~ ... ~0( 
r 

; il en résulte que 
, 

P(T’) est l’ensemble des

 ~ F(T) tels que   , 03B1i &#x3E; = 0 (1ir) ; comme les sont

linéairement indépendantes, ces éléments engendrent un sous-espace de codimension

r de . r~ (T) y ce qui démontre la première assertion. Munissons P~ (T )
d’une forme quadratique définie positive invariante par les opérations du groupe
de Neyl ; Q (T03B1) est alors, pour toute racine C , la droite orthogonale

à l’hyperplan de Q(T) d’équation 03B1 = 0 . L’espace engendré par les

Q( T. ) est donc le complémentaire orthogonal de l’intersection des hyper-
i

plans o~. = o et est par suite de dimension r puisque ~1 ~ ’ " ~ ~ sont

linéairement indépendantes.. Cet espace est contenu dans Q( T") ; par ailleurs

il est de la forme f~(T") ~ où T" est un tore contenant chacun des To~~
contient T" ; on en conclut que T" = T" ~ donc que T" est de dimension r . Les. élé-
ments de ~(T’) sont dans tous les hyperplans ~ = 0 ~ donc orthogonaux aux
éléments de ~(T") ~ on en conclut que t~(T’) ~ F (T") = ~ 0 ~ ~ donc qu
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T’ QT" est fini ; l’homomorphisme canonique de T’T" sur T’T"/T’ induit un

homomorphisme de noyau fini de T" , d’où dim T" = r et par suite

+ dim T’ = dimT , d’où T’T"=T .

Ceci dit, nous allons aborder la démonstration du théorème 1.

Si c est une racine de S , Wot transforme une racine /3 en

( Yo( ) a , et fi ( Yo( ~ est entier ; il en résulte que w~ trans-

forme en lui-même le sous-groupe de X(T) engendré par S , donc aussi l’ensem-

ble S et le sous-espace Y de engendré par S. Appliquant les ré-

sultats de la proposition 1, exposé 14 aux éléments de S et à l’espace vecto-

riel déduit de Y par extension du corps de base au corps des réels, on voit

que, si r = dim y a r éléments linéairement indépendants 0(1’ ... , ~
de S tels que tout élément de S puisse se mettre sous forme de combinaison

linéaire à coefficients tous  0 ou tous  0 de 0(1’... , 03B1r ;
ces coefficients sont rationnels, car ex 1 ’ r. 0 , 03B1r forment une base de Y.

Nous poserons wi = w03B1i. , Pi = P03B1. , Q. 1 = Qo( . , Z’i = Z’03B1. , T. 1 = TO( . ,
= 0- ex . . Tout élément 03B1 de S est le transformé de l’un des 03B1i par

une opération W du groupe engendré par ... ~ w (corollaire à la propo-

sition 3, exposé 14 ) ; comme Wex = si 0( = w. ex. , on voit que le

groupe Wu engendré par les wOl (c)( G S) est déjà engendré par les w..
De plus, les opérations de Mrr transforment en lui-même le groupe engendré par

Dl1 ’ ... ~ of (car O(j appartient à ce groupe si par

suite tout élément de S est combinaison linéaire à coefficients entiers des ex. 1&#x3E;

Soient T’ la composante de l’élément neutre dans ():: 1 Q. et

TH = T.... T Il résulte du lemme 2 que = T et que T’ est fini.

Les éléments de T’ commutent avec ceux de H ; en effet, si el ex est

combinaison linéaire à coefficients entiers des , d’où 
’ 

= ~ 1 ~ ;
ceci montre que t’ commute avec les éléments de et de P -0( ; il commute
évidemment avec ceux de comme l’ensemble P03B1 T03B1 P-03B1 est ouvert dans Z’03B1,
c’ en est un ensemble de générateurs, ce qui montre que t’ commute avec les

éléments de Z 6t ; ceci étant vrai pour tout t’ 1 commute avec les éléments

de H. Comme chaque Z~ est son propre groupe dérivée H est son propre groupe

dérivé ; il résulte alors du lemme 2y exposé 1 6 que H Q T’ est fini. Le tore

Tx est contenu dans H ; il est donc contenu dans un tore maximal Tj de H ;
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comme les éléments de T’ commutent avec ceux de est un tore qui,

contenant = T , lui est identique. Comme T’est fini, il en résulte

que T /T est fini, d’où TH est donc un tore maximal de H . Le

groupe H n T est un sous-groupe commutatif de H qui contient Tx et dont les

éléments sont semi-simples ; il en résulte que H n T = T H (car le centralisa-

teur de Tu dans H est le produit semi-direct de Tx par un groupe d’éléments

unipotents) ; on a m particulier c T~ pour toute racine ct ~ S . De plus,

si d.. ~ S , l’élément ~~ ~ qui est dans H et dans le normalisateur de T,

est dans le normalisateur de TH. Nous désignerons par N~ le groupe engendré

par TH et par les cr- i (1 ~ i ~r) ; est donc isomorphe au groupe WH ;
pour tout élément v de nous choisirons un élément dïw de Nx qui pro-

duise l’opération w du groupe de Weyl de G .

Il y a au moins un élément 0 de tel que l’on ait Ot. ~ ( ~ ) ¿ 0
(1 ~ i ~ r) , puisque 011" .., ~ Olr sont linéairement indépendants. Choisis-

sons d’autre part un élément ’t 1 appartenant à une chambre de l’espace 

on peut alors trouver un nombre rationnel a tel que l’on ait

P( Y + a 03B31 ) ~ 0 pour toute racine P de G et de plus

0( i ( y + a 03B31 ) 0 (1  i  r) ; l’élément % ’ = appartient

alors à une chambre sur laquelle ()( 1 ’ ... , sont négatives ; soit B le

groupe de Borel qui correspond à cette chambre. Nous désignerons par R l’en-

semble des racines de G qui sont négatives sur la chambre associée à B , en-

semble que nous supposerons ordonné d’une manière quelconque, et par S_ l’en-

semble S HR~ ; S_ se compose des éléments de S qui sont des combinaisons

linéaires à coefficients ~ 0 de OE 1 , . , . , . Si une combinaison linéaire

à coefficients entiers &#x3E; 0 d’éléments de S est une racine, cette racine est

dans S- . Nous désignerons par B~ le sous-groupe de B engendré par les P~

pour E S_ ~ ce sous-groupe se compose des éléments de la - 

avec P pour tout S- (lemme 1) ; nous poserons Bx = BH Tx ; nous
nous proposons de montrer que H est la réunion des ensembles B~ pour

tous les w ~ WH . 
Observons d’abord que H est identique au groupe H’ engendré par les Z~

(1  i ~ r). En effet, le groupe H’ contient Tx et les éléments o-~
(1 :f i  r) , donc N.j . Si 03B1 est un élément quelconque de S , il y a une

opération w e Mp et un indice i (1 ~ r) tels que w . = d’où
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03C3
v Z’ =Z’ : comme rr eH’ . on a ce qui démontre notre

assertion. Désignant par E la réunion des 
il suffira donc de mon-

trer que Z’ E C. E (l ~i ~.r). Soit l’ensemble des éléments ~~. de

S~.. Soit C. ~ le groupe engendré par les P~ pour c~ e S_ (i) ; on a

B~ == O.P.. Comme C. est un sous-groupe fermé de codimension 1 dans B~ ~il i 
..- d)

un sous-groupe distingué de BuH. a Par ailleurs, si 03B1~S(1), wi .03B1

est de la forme o(+ ; comme ~ n’est pas multiple de c~ ~ il ya au

moins un indice j ~ i tel que le coefficient de 03B1j dans l’expression de o

comme combinaison linéaire de 03B11 , ... , 03B1r il en résulte que le
coefficient de dans l’expression de est &#x3E;0 , donc que 

comme on a 

J 

0"~~ == P ~ ~ on en conclut que cr~ appartient au nor-
malisateur de C.. Ce normalisateur contient donc PiTi03C3iPi , qui est dense dans
Z’ J ; il en résulte que ZJ est contenu dans le normalisateur de On a donc

puisque et quetient au normalisateur de H . Supposons d’abord que w .03B1i ~ S ; dans ce

cas, observons que Z’ est la réunion de et de P, 1 03C3iPi , et que
P. o- = o- P , est contenu dans cr B.j . Comme O.P. T. C BH , on a dans

ce cas c E . Dans le cas où w" .03B1i n’appartient pas à S ,

posons w’ = wiw , d’où w’ .03B1i =-w .03B1i eS ; comme Z’i = Z’i
Zf cr = Z’i 0"’ contenu dans Z’ .T., puisque 03C3i03C3w ~ 03C3w’

(mod On est alors ramené au cas précédente et on voit que, dans tous les’

cas. Z’B., C E .ce qui montre bien que E =: H .

Montrons maintenant que Bp est un groupe de Borel de H . Comme c’est un

sous-groupe résoluble connexe de H , il est en tous cas contenu dans un groupe

de Borel BH de B.j . La formule H = D-r BH03C3w B.. montre alors que, pour

établir que B.j = B.j , il suffit de montrer que cr,, BH si w est une opé-
ration distincte de l’identité de Or on sait qu’il existe au moins une

racine ~ ~ S telle que w .ex (i S~ (Proposition 6~ exposé 14) ; on a alors

w . C~ == - ~3 où y3 est une racine de S_ . Le groupe engendré par Brr et (T
contient donc T03B2 , et P-03B2 , ce qui montre qu’il contient le groupe non

résoluble Z~ ~ et établit notre assertion. Comme B nH est un sous-groupe

résoluble de H contenant on a B ~ H = B,.. Si M est, le radical de H ~

M est contenu dans B~ et est engendré par 1~ qu’il contient
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(car ce sous-groupe est transformé en lui-même par les opérations de T ; cf.

proposition 1, exposé 13). Or, pour toute racine ~ 6, s~ . M n est un

sous-groupe résoluble disti ngué de Z ~ , donc fini, ce qui montre que P~ cf M
et que B~ = ( e ~ . Le groupe algébrique connexe M ne contient donc aucun

élément unipotent ~ e , ce qui montre que ses éléments sont semi-simples et que
c’est un tore ; étant distingué dans H, il appartient au centre de H ; mais,
comme H est son propre groupe dérivé, son centre ne contient aucun tore de di-

mension &#x3E; 0 (lemme 2, exposé 15) ; M est donc fini, d’où M= (e ) , ce qui

montre que H est semi-simple. On a a (K) = C H pour tout ce qui

montre que les restrictions à TH des racines de S sont des racines de H ;

comme la dimension du groupe de Borel BH de H est égale au nombre d’éléments
de S~ ~ donc à la moitié du nombre d’éléments de S, il en résulte que les res-

trictions à T H des racines de S sont toutes les racines de H. Le théorè.mel

est établi.

REMARQUE.- Pour toute racine 03B1 ~ S , désignons par 03B1 la restriction de 0( à

TH ; il est clair que la symétrie w03B1 par rapport à 03B1 , considérée comme

opérant dans r (T.j) ~ n’est autre que la restriction à do l’opéra-
tion w03B1 sur (T) . Par ailleurs, l’inclusion T H ~ T définit un homomor-

phisme j : X(T) et il est clair que, si on considère (re sp .
comme opérant dans X(T) le diagramme

est commutatif ; il en résulte que, ’ si 03B2 est une autre racine de S et si

Las groupes définis à partir d’un ensemble fermé S de racines par le Drocé-

dÓ indiqué ci-dessus s’appellent les sous-groupes radiciels de G .

Nous nous proposons maintenant d’étudier les sous-groupes distingués connexes
fermés de ~G , et notamment de montrer qu’ils sont radiciels. Etablissons d’abord
la 

’

PROPOSITION 1.- Soient A le groupe des automorphismes de G et J le groupe

des automorphismes intérieur s ; le groupe A/ J est alors fini ; si B e st un

groupe de Borel contenant A/J est isomorphe à un groupe de permutation de

l’ ensemble des racines fondamentales par rapport à B .
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Un automorphisme u de G transforme B en un groupe de Borel, qui est

conjugué à B dans G ; il Y a donc un automorphisme u1 é Ju tel que
= B ; a transforme T en un tore maximal contenu dans B, qui est

conjugué à T dans B j il Y a donc un automorphisme ulJ = aJ tel que

u2(B) = B , u2(T) = T . Si 03B1 est une racine, il en est évidemment de même de .

la fonction 0(’: t ---4- Q( ; de plus, ~2~~cX ~ ~ .. Si 01

ost négative sur la chambre associée à B , On a P« c B , d’où P03B1’ £l B , et 0(’

négative sur la chambre associée à B ; l’application ex ~ 0(’ permute
donc entre elles les racines fondamentales relatives à B . Soit Al le groupe

des automorphisnes qui conservent B et T et qui conservent toutes les racines
relatives à T ; le groupe A1J est donc d’indice fini dans À ; si Ao est le

groupe de tous les automorphismes qui conservent T et B , on a. A = AoJ et

Ao fl ’J Ir Al (car on sait qu’aucune opération distincte de l’ identité du grou.pe
de Weyl ne . laisse fixes toutes les racines fondamentales). Le groupe Al est un

sous-groupe distingUé de Ao ét Ao/A1 est un isomorphe à un groupe de permuta-
tions des racines fondamentales; A1J est donc distingué dans A, et A/A1J
est isomorphe à Nous allons maintenant montrer que Al £l J . Soit à
partir de maintenant u un élément de on a donc u(P03B1) = PO( pour toute

racine a . Comme les seuls automorphisnes de K sont les honothéties, il y a

Un élément c03B1 / 0 de K tel que l’on ait ( X ) ) = 03C403B1(c03B1 À) ( À ç K) .
Soient C/i &#x3E; o. , "g ies racines fondamentales Par raPPort à B ; Comme elles

sont linéairement indépendantes, il y a un élément t de T tel que
= 01 i (t) (1  1 / É ) ; multipliant U par l’automorphisme intérieur pro-

dui t par t -1 , on se ramène au cas où les Co{ (1  1 5 é) sont égaux à 1 ;
i 

’ ’

supposons désormais qu’il en soit ainsi; u laisse donc fixes les éléments des

groupes P~~ . Par ailleurs, u laisse fixes les éléments de T ; en effet, les

éléments de la forme u(t)t-1 (t E .T) forment . un sous-groupe connexe T de T
,0

sur lequel chaque racine est constante de valear 1 ; comme les racines engendrent
X£l(T) , il en résulte que T 

o 
se réduit à .l ’élément neutre, ce qui montre .que u

laisse fixes les éléments de T . Par ailleurs, on a u(P ) = p ,. comme

P03B1i
1 T03B1iP "1 est un système de générateurs de Z’03B1i , u transforme le groupe

zà en lui-même ; comme ie normalisateur de T« dans est T03B1 V 03C303B1 ;
1 1 1 1 1 i

On a u( = t . 0- C)I , t étant an élément de T~ . 0r, soi t s t un
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élément distinct de l’élément neutre de P~ ; rappelons que Z~ est la

i . i

réunion des ensembles disjoints P~ T~~ P~ et 1~ T~ ; s’ peut donc se
i i i i i i

mettre sous la forme où s1 , s2 ~ P03B1i , t1~T03B1i ; s1 , s2

et t. sont laissés fixes par u , et on a

cet élément est d’une part dans P_ et d’autre part y comme le montre le se-

cond membr e , dans Pd T ; c’est donc l’élément neutre, ce qui montre que u

i i

laisse invariants les éléments de P "1 ainsi que 
1 

; on en déduit que u

laisse invariants tous les éléments du groupe Z’03B1 , et par suite aussi du

groupe Z . 
1 
= 

1 
. Or on sait que les groupes (1  i  2 ) engendrent

le groupe G (théorème 2, exposé 12) ; u est donc l’automorphisme identique,

ce qui achève la démonstration de la proposition 1.

COROLLAIRE.- Soit H un sous-groupe distingué fermé connexe de G ; H est alors

semi-simple ; si H ’ est la composante connexe de l’élément neutre dans le cen-
tralisateur de H, on a G = HH’ et H est fini ; le groupe G/H est

semi-simple.

Le radical de H est évidemment transformé en lui-même par tout automor-

phisme de H ; c’est donc un sous-groupe résoluble distingué connexe de G , ce

qui montre qu’il se réduit à son élément neutre. Si on fait correspondre à tout

s 6 G l’automorphisme h ~ de H , on obtient un homomorphisme de G

sur un groupe A d’automorphismes de H y qui contient le groupe J des auto-

morphismes intérieurs ; A/J est donc fini. Or, si est le centralisateur de

H , l’image réciproque de J par l’homomorphisme en question est le sous-groupe

fermé HH’ ; comme ce sous-groupe est d’indice fini dans G , il est égal à G

d’où HH’ = G puisque H’ est d’indice fini dans H’o . Le groupe H rBH’ est

dans le centre de H , et est donc fini. L’homomorphisme canonique de G. sur

G/H induit un épimorphisme rationnel do H’ sur G/H ; H’ est semi-simple

comme sous-groupe distingué fermé connexe de G ; G/H est donc semi-simple en

vertu du

LEMME 3.- Si p est un épimorphisme rationnel de noyau fini de G sur un groupe

algébrique G ’ , G’ est semi-simple. 
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Le noyau N de p , étant un sous-groupe distingué fini de G, est dans

le centre de G ; . si M’ est le radical de G’ ~ r ~’(M’ N est isomorphe à M’
donc résoluble ; est donc un sous-groupe distingué résoluble de G,

et est par suite fini, ce qui démontre le lemme.

THÉORÈME 2.- Tout sous-groupe distingué fermé connexe H de G est radiciel ;

pour qu’une part~.e S de 1’ensemble R des racines R de G détermine un

sous-groupe radiciel distingué H de G 9 il faut et il suffit que chacun des

ensembles S et R-S soit fermé ; s’il en est ainsi, le groupe radiciel déter-

miné par R-S est la composante connexe de l’élément neutre dans le centralisa-

teur de H.,

Soit H un sous-groupe distingué fermé connexe de G, et soit H’ la com-

posante de l’élément neutre dans son centralisateur d Soient T (resp. T~,) un

tore maximal de H (resp. H’ ) et B~ (resp. B.j,) un groupe de Borel de H

(resp. H’ ) . Alors est résoluble et connexe, donc contenu dans un groupe

de Borel de G, et THTH, est un tore, donc contenu dans un tore maximal de G.

Comme tous les tores maximaux de G sont conjugués, on peut supposer que
Comme G = HH’ ~ un élément de T peut se mettre sous la forme ss’ ,

avec s C H , H’ ; comme s ’ et ss’ commutent avec les éléments de 

il en est de même de s, d’où s ~ TH puisque TH est son propre centralisateur

dans H ; on voit de même que d’où T = Soit B un groupe de

Borel de G contenant donc T ; le groupe B ~ H (resp. B n H’ ) est

un sous-groupe résoluble de H (resp. H’) contenant B H (resp. B~t) ; on a donc
~H’ ~ ~ ~ H’ , ce qui montre que BH’ sont des sous-groupes

distingués de B . Un élément de B se met sous la forme où H ,

H’ 1 comme Slsi et si appartiennent au normalisateur de BH , il en est

de même de 81’ d’où sl e. BH , puisque BH est son propre normalisateur dans H ;
on voit de même que qui montre que B = Soit 8u l’en-

semble des éléments unipotents de comme c’est un sous-groupe distingué de
B contenu dans B , il est engendré par ceux des P~ qu’il contient. Soient R-
l’ensemble des racines de G qui sont négatives sur la chambre associée à B et

S l’ensemble tels que BH ; il est clair que la condition
R_ - S _ entraîne B.j, . S- ; le groupe P - B)( , qui est con-

j ugué à Pot dans G, est dans H ; or Z ~ est engendré par P~ et 

en effet, le normalisateur dans Z ~ du groupe engendré par POt et P- Q( contient
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et est donc identique à Z~ , puisque P~ T est un ensemble de gé-
nérateurs de Z~ ; le groupe engendré par Pd et P_ ~ est donc un sous-groupe
distingué de Z~ ~ et par suite semi-simple ; comme tout groupe semi-simple de
dimension’&#x3E; 0 est de dimension ~ 3 , le groupe engendré par P~ et 
est Z tOi tout entier. On a donc Z’03B1 c H pour tout S ; de plus, il est

clair que le groupe BH engendré par les P-03B1 pour 0{ (6 S_ est le groupe de

Borel de H opposé à EH (relativement à T.- ) ; le groupe engendré par les

Z’03B1 pour S_ contient qui est une partie ouverte de H ; ce

groupe est donc identique à H . Soit S l’ensemble composé de S et des oppo-

. sées des racines de S ; comme les éléments de commutent avec ceux de H,
il est clair que les racines appartenant à S prennent la valeur 1 sur 

On voit de même que H’ est engendré par les Z’03B1 pour 03B1 E R_ - S_ ; R-S

est l’ensemble des ± 03B1 pour 03B1 ~ R_ - S_ , et les racines de R -S prennent
la valeur 1 sur TH . Comme T , aucune racine ne peut être égale à 1 à la

fois sur T~ et sur Tp, ; S (resp. R-S ) est donc l’ensemble de toutes les

racines de G qui sont égales à 1 sur T,., (resp. ce qui montre que S

et ’R - S sont fermés.

Soit réciproquement S un ensemble fermé de racines tel que R - S soit

fermé. Nous allons montrer que, si tout élément de Pcx

commute avec tout élément de Observons d’abord que, puisque S et R-S

sont fermés, aucun élément de la forme , où sont des entiers

&#x3E; 0 ne peut appartenir à S ou à R -- S ; on en conclut que + j fi n’est

pas une racine si Par ailleurs, il y a au moins un groupe de

Borel B contenant T tel que 03B1 et fi . soient négatives sur la chambre
associée à B ; en effet, d et fi étant linéairement indépendantes, l’ensemble
des y e ( T ) tels que â (~) et ~(~ ) soient  0 est une

partie ouverte non vide de ) ~ ( T) ~ et rencontre par suite au moins une

chambre. Ceci étant, il résulte du lemme 1 que P~ P est un sous-groupe de B .

Comme les éléments de ce groupe sont unipotents et comme P~ et P~ en sont des
sous-groupes fermés de codimension 1 , P. et ’l3 sont des sous-groupes dis-

tingués de P P . Si s ~ P on a s 03C403B2( 03BB) s-1 = 03C403B2(c(s)03BB) , c(s) ~ K*
(le groupe multiplicatif des éléments / 0 de K ) . L’application s ~ c(s)
est un homomorphisme rationnel (puisque T"o((c(s)) = s 1’o/.(l)s-l) de dans

K* ; il en résulte que c(s) = 1 pour tout s ~ P~ ~ donc que tout élément de
1~ commute avec tout élément de P y . Nous avons vu plus haut que Z~ (resp.
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est engendré par Pa et P_~ ( r e sp . P~ et comme - 

- fi ~, R ~ S , on voit que tout élément de Z ~ commute avec tout élément de

Z fi . Soient H et H’ les groupes radiciels définis par les ensembles S et

R - S ; il résulte de ce qu’on vient G’établir que tout élément de H’ commute

avec tout élément de H. Par ailleurs, le groupe HH’ contient Z~ pour

toute racine 03B1 ; comme il contient tous les Tex , il contient T, donc aussi

les Z~. = Zd T , ce qui montre que c’est G tout entier. La formule HH’ = G

montre alors que H ot H’ sont des sous-groupes distingués de G . Le théorè-

me 2 est donc établi.

Soit S un ensemble fermé de racines tel que R -S soit fermé ; si oc 

fi f.. R - S , ~ ’ /! est de la forme fi + k k étant un entier ; cet entier

est nul puisque n’est pas racine si i 3~ 0 ~ j ~ 0 . Soit ’~ un

système fondamental de racines ; alors L est la réunion de S =:L1 et

de L n(R-S) = I: 2 ’ et, si 03A31 , 03B2 ~ 03A32 , l’entier de Cartan

relatif à 03B1 et fi est nul. Supposons réciproquement donnée une décomposition
03A3 = 03A31~ 03A32 de 03A3 en deux ensembles tels que l’entier de Cartan relatif

à une racine de V. et une racine de Y", soit nul si i ~ j . Soit S

(resp. S’ ) l’ensemble des racines qui sont combinaisons linéaires de racines de

1 (resp. ~ ~ ) . Alors toute racine appartient soit à S soit à S’ . En

effet, si 0~ appartient par exemple à w~ permute entre elles les ra-

cines de S et laisse invariantes les racines appartenant à T~ ~ donc aussi
toutes celles de S’ ; de même, si 2:2 ’ Wo/. laisse invariantes les raci-

nes de S et permute entre elles celles de S’ . Comme le groupe de Weyl est

engendré par les ses opérations transforment chacun des
ensembles S, S’en lui-même. Comme toute racine est transformée d’une racine

de ~ par une opération du groupe de Weyl, il en résulte bien que Su S’ est

l’ensemble de toutes les racines. Par ailleurs, il est clair que S et S’ sont

fermés.

Munissons X~(T) d’un produit scalaire défini par une forme quadratique
définie positive et invariante par le groupe de Weyl ; on voit alors tout de suite

que, o~ et fi étant des racines, une condition nécessaire et suffisante pour que

w~ laisse fi fixe est et fi soient orthogonales.

Nous dirons qu’un système de racines est simple s’il est impossible de le

décomposer en deux parties fermées non vides disjointes. Il résulte alors du
théorème 2 que l’on a la
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PROPOSITION 1. ~ Pour que G n’admette pas d’ autres sous--groupes distingués f er-

més connexes que {e} et lui-même, il faut et il suffit que l’ ensemble de ses

racines soit simple.

Par ailleurs, dans le cas général, soient ... , ~ les éléments mi-

nimaux de l’ensemble des parties S ~ 0 de l’ensemble R des racines telles

que S et R - S soient fermés ; il est clair que R est la réunion des ensem-

bles disjoints S.. On a donc le résultat suivant :

PROPOSITION 2.- Le groupe G contient un certain nombre de sous-groupes fermés

distingués connexes G. 1 qui possèdent les propriétés suivantes : pour tout i ~
l’ensemble des racines de est simple ; on a G = ... , si 

tout élément de G i commute avec tout élément de G. ; le groupe G. i R 1 1 . j j. i G.

est fini. 
’ 

.

De plus, on voit facilement que l’ensemble des groupes G. l est bien déter-

miné par la connaissance de G .

Nous appellerons presque sirnple un groupe semi-simple dont l’ensemble des

racines est simple ; les notations étant celles de la proposition 2, nous dirons

que les sont les composantes presque simples de G.


