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Séminaire C. CHEVALLEY 2-01
E. N. S., 1958/59

'IE THROREME DE SERRE
par Pierre GABRIEL

A, Ensembles algébriques affines et foncteurs classiquess

1. Espaces topologiques annelésc

A partir de maintenant, et sauf mention du contraire, lcs anneaux considérés seront

supposés commutetifs, & é1lément unité et noethériens. On appelle espace topologi-
qus annelé (V, () un espace topologique V muni de la structure définie par
la donnée d'un faisceau d'ammeaux (L. Si (V, ) et (W ,()}) sont deux es~

paces topologiques annelés, on appelle morphisme du premier dans le second la donnée ¢
a. d'une application continue ¢ V=W .

b. pour tout ouvert % de W, d'un homomorphisme d'anneaux
?
: ;o =l
fgt B @ = ag™ ),

competible avec les opérations de restriction.

Le composé de deux morphismes est défini de fagon évidente et on parlera de
la catégorie des espaces topologiques annelés. Dans la suite V sera presque
toujours un espace de Zariski. Aun tel V on a 1'habitude d'ascocier un espace

topologique S{V) , qui est le schéma de V et qui est défini de la meniére

suivante @
Ies points de S(V) sont les fermés irréductibles de V .

Les fermés de S(V) sont les ensembles é}:, ot F est un fermé de V et ou

g: désigne l'ensemble des fermés irréductibles de V contenus dans F .

I1 est alors clair que la correspondance F —= & entre fermés de V et de
S(V) est biunivoque, que S(V) est un espace de Zariski et que tout fermé
jrréductible de S(V) est 1l'adhérence d'un point unique. A tout faisceau sur V
est associé de manidre canonique un faisceau sur S(V) .« En particulier si
(V, Q) est un espace topologique annelé, et si V est un espace de Zariski-
on notera par (S(V) , S(@)) , et on appellera schéma de (v, @) , 1l'espace
topologique annelé formé par S(V) et le faisceau d'anneaux associé & (. Bien
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entendu le schéma de (S(V) , S(@)) est isomorphe & (S(V) , S()) «

Si A est un anneau de Jacobson noethérien et (Z1(A) , “il) 1'espace- topologique
annelé défini par son spectre maximal, le schéma associé n'est autre que
(V@A) , &) (voir 1texposé n° 1). 8i (V, @) est un ensemble algébrique muni
du faisceau des germes de fonctions réguliéres,le schéma associé a été défini par
CHEVALLEY dens [3]), et [4]. Dans ce cas V est le sous-espace-de S(V) formé
par les points fermés et (D est la restriction de S(W) & V . Dorénavant nous
nous bornerons presque toujours au cas des ensembles algébriques sur un corps

~algébriquement close

2. Faisceaux d'idéaux d'un cnsemble algébriques.

Si V est un ensemble algébrique et A son faisceau des germes de fonctions
réguliéres, la notion de faisceau quasi-cohérent, resp. cohérent, généralise la
notion de moduls, resp. de module de type fini sur 1l'anneau des coordonnées d'un
ensemble algébrique affine. On généralise de méme la notion de support et de
dimension : Ainsi si F st un faisceau algébrique cohérent sur V , son support
est 1l'ensemble des points x de V ou la fibre FX' de F n'est pas nulle
(si 1a fibre de F est nulle en x , elle est nulle dans un voisinage de x ,
car F ‘est cohérent, et lc support est donc fermé). On appellera alors dimension
de F 1o dimension de son support. Lorsque V est affine et que le faisceau
cohérent F est associé au module de type fini M , alors le support de F est
formé de 1'ensemble des idéaux maximaux de l'anneau des coordonnées qui contiennent

l'annulsteur de M .
La notion d'idéal se généralise ds la maniere suivante ¢ On appelle faisceau
d'idéaux de (V , &) tout sous-faisceau quasi-cohérent (et donc cohérent) de L

On retrouve alors l'éternelle correspondance entre idéaux et fermés s
Si I est un faisceau d'idéaux, on lui associe le fermé W(I) de V suivant :

x ¢W(I) si et seulement si Ix , fibre d¢ I en x , est un idéal propre
de @, (1ecs Ix # <gx), ou encore si et seulement si les germes de fonctions
définis par I en x sont nuls. W(I) est donc le support de I .

Réciproquement si W est un fermé de W on lui associe le faisceau d'idéaux
I(W) suivant :

Les sections de I(W) sur un ouvert U sont les fonctions réguliéres définies
sur U et qui s'ennulent sur U NW . Si I(U, x) désigne 1'image réciproque
dans @(U) de 1'idéal maximal de (A, , alors r(U, I(W)) est l'intersection
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des I(U, x) quand x parcourt U AW . Si U est un ouvert affine le faisceau
d'idéaux I(W)|U n'est autre que le faisceau associé a 1'idéal (U y I(W))
de @(U) ce qui montre que I(W) est cohérent.
PROPOSITION 1,

a. L'application W —» I(W)  4tablit une correspondance biunivoaous entre les

fermés de V et les faisceaux d'idéaux I satisfaisant & la condition suivsnte @

pour tout x &V, I cst soit dgal & Gy s soit intersection d'idcoux
premiers de @y o

be L'application W —> I(W) associe les fermds dont toutes les composantes

connexes sont irréductibles aux faisceaux d'idéaux premiers (pour tout x s I

X

est soit dgel & @, soit un idéal premicr).

(2) il suffit de faire la démonstration dens lc cas ou (V, (U) est un ensemble
algébrique affine. Soit alors A= V) et A =0(V, IW)) . On a déja vu
qu'alors Q est intersection des idéaux premiers I(V , x) quand x parcourt
W . Ainsi Q est une intersection d'idéaux premiers. Coime la correspondance entre
intersections d'idéaux premiers de A et fernés de V est biunivoque, il en
va de méme de la correspondance entre idéaux de A ¢t faisceaux d'iddéaux de
(V, @) ; il reste & montrer que réciproquement le faisceau associé & une in-
tersection d'idéaux premicrs ¢, satisfait aux conditions de la proposition ¢ ceci
résulte des propri¢tés de conservation de la décomposition primaire par localisa=-
tion.

(b) le roisonnement est analogue.

3+ Annecau des fonctions rationnelles d'un cusemble algébriquce

On roppelle que si V est un cnsemble algébrique, on appelle fonction rationnelle
sur V une application régulidrec f d'un ouvert partout dense de V dans le
corps des constantes K o On suppose en outre que le domaine de définition de
f ne peut pas €tre prolongé. Les foncticns rationneclles sur V foruent une
algébre K(V) sur X . Si on note par V, les composantcs irréductibles de
V alors K(V) est isomorphe au produit 5 K(Vi) , l'isomorphisme étant
évident. Enfin si V est irrédustible, et si U est un ouvert affine de V ,

K(V) n'est autre que le corps des fractions de l'anneau des coordonnées de U ,

Le faisceru (V) des fonctions rotionnelles sur V est alors défini de la

meniére suivante ¢ & tout ouvert U de V on associe l'amnecau K(U) des
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fonctions rationnelles sur U , les restrictions détant évidentes. Il est clair
qu'on définit de cettc meniére un faisceau quasi-cohérent sur V . En outre si
on note par V:.L les composantes irréductibles de V , K(U) n'est cutre que

le produit «T“‘;I;éfé K(Vi) « I1 en résulte que Le faisceau 5 (V) est obtenu de
V.0

la maniére suivante $ soit fﬂl le frisceau sur V qui est nul en dehors de V. ,
qui est constant et de fibre K(Vi) sur VI' Alors .ﬁ(V) est le produit des faise-

geaux ‘9“1 .

4, Caractérisation des ensembles algébriques affincs.

Soit (V, () un ensemble algébrique muni de son faisccau d'anneaux, et soit
A= V(V, @) 1l'anncou des coordonnées de V . On sait qu'on a alors un mor-
phisme canonique de (V , @) —> (S(V) , 8()) et (V, @) est affine si et
seulement si (S(V) , S(«)) est le spectre premier d'une algdbre sur K , de

type fini et sans éléments nilpotents.

Nous allons maintenant définir un morphisme (S(V) , S(®)) — (V(4) , &) .
Pour cele soit x wun élément quelconque de S(V) et S(((A)X la fibre de
S(1) en x : c'est un anncau local et on a un homomorphisme de restriction ¢
A ---->S(L‘l.)x o Nous noterons Px 1'idéal premicr de A , image réciproque par
cet homomorphisme, de 1'idénl maximal de S(u,\,)X « C'est 1'idéal des fonctions de

V qui sont nulles sur le fermé x .

L'applicatioh $: x> p_ est une application continue de S(V) dans V(A.) »
I1 suffit en effet de montrer que l'image réciproque d'un ouvert spécial Uf
de V(A) est un ouvert de S(V) . Mais \f_l (Uf) est formé des points x de
S(V) tels que l'image f, de f dans & soit inversible et si f_ est
inversible en x , fv est inversible pour y voisin de x

Ce Qo Fu Do

I1 résulte dé ce qui précéde que }- est une scction de. S() sur LF-l (Uf)

et ainsi 1'applicetion canonique de A dans \F-l (Uf) y S(Q)) se prolonge

en un homomorphisme $
-1
fy, ¢ A > T T, S(@)

Les \fU sont compatibles ~vec les opérations de rcstriction, et, par
£

"pussage & lo limite inductive™, ils définissent. un-morphisme d'espaces topologiques

.o

annelés
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o 80, s(@) = (V(a) , 9

I1 est cl-ir que  est un isomorphisme si ct sculenent si (V, &) estun

ensemble algébrique affine. Le théoréme suivont dtudie ce cas 3

THéORﬁlME (SERRE). = Lcs asscrtions suivantes sont dquivalentes $

ae (V, @) est un cnsenmble algébrique affine.

beSi 0O—>F — G—»H-=>0 st une suite cxacte de faisceaux guasi-cohérents,

alors les sections sur V forment une suitec exnctce

Ce _S_:I,_ 0=>F —=>G-3>H—>0 st unc suitc exacts dc faisceaux cohdrents,

alors les sections sur V fornent unc suite exactes

de. I1 existe des scctions fi de W osur V telles qhe s

- 1'idéal engendré par les £, cst égnl & A,

~ les ouverts V ds V , ou les f, nec s'annulent pas, sont des ouverts

fl

affines ¢t ils recouvrent V .

Reste & démontrer que (c) =»(d) et (d) = (a). (c) = (d) :

IEMME 1, - S8i F est un faisceau cohérent non nul, alors (Vv , F) n'est pas

mal,

En effet le support de F contient un point fermé, soit X

La fibre Fx de F n'est pas nulle en x , et, si Wi désigne 1l'idéal

maximal de @ FXI -mx Fx n'cst pas nul (lermc de lakayana)e Le faisceau

% ?
G qui est nul en dehors de x et qui "vaut" Fxl"fﬂx Fx en x est alors cohérent

et on a manifestement ume surjcction s

FesG=>0

I1 en résulte un épimorphisme de T(V , F) sur (V, G) = Fxlmx Fx et
r(v, F) n'est pas nul.

Ceci étant démontré, soit f une section de (L sur V (fonction réguliére
sur V). Si U ocst un ouvert quclconque de V nous noterons Uf 1l'ensemble des

points d¢ U ou f ne s'annule pas. L'existence du recouvrement (Uf ) sera
i

une conséquence du
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LEMME 2. - S1 = est un point quelconque de v et U un ouvert affine de

V contenant x , il existe unc fonction réguliére * sur V telle que

Yf‘= Uf 6t qu. Vf contienne =X o

En cffet, soient W 1le complémentaire de U dans V., I(MW) et I(W , x) Ies
faisceaux des germes ds-fonctions qui s'annulent sur ¥ , respectivement sur

W et x o On a alors une suite exactc ¢
0=>IW , x)—=>IW)—=>IW)|IW,x)=>0

et le faisceau I(W)|I(W , x) n'est manifestenent pas nul. I1 existe donc une
section f de I(W) qui n'appartiecnt pas & ¢(I(W , x)) ¢ elle résoud le probléms.

Le lerme 2 et la quasi~compocité de V  entrainent l'existence d'un recouvrenent
affine de V par un noubre fini de Vo . Reste & montrer que 1'idéal engendre
i
par les f, est A . Mois si U cst un ouvert affine, les Uy  recouvrent Y
N .
et il en résulte que les restrictions des fi' 3 U) engendrent 1'idéal
unité. Autrement dit s'il y a p sections £ et si O ddsigne la somme
directe de p faisceaux iéomorphes a4 ', le morphisme de Glp dans (O défini
par les fi est surjectif. I1 en va donc de néme pcvr le qorphisne de '

AP w5 4 aéfini par les £y (@) => (a) : nous allons montrer que le morphisne

wro (8(V) , s(@)) = (V(a) , )

‘65t un isomorphisme et que A est une algdbre de typs fini et sons élénents
nilpotentse.
Remarquons d'cbord que si f ¢ A est une fonction réguliére de V , l'anneau
des cdordonnées de Vo ntest autre que Af « En effet si Ai désigne 1l'annecu
3 A, . =A = A i de -V
des coordonnées de Vf. » Byj it i, .celui de Vfirw ij vfi'fj s ON a
la fameuse suite exacte (voir 1l'exposé n® 1)

o—>A-a-TiT Ai—,'\‘F A,

#j

D'ou 1l'on déduit (1le foncteur M = W, st exact)

0 --a-Af — T;F(Ai)f - H(Aij)f

Mais les @i)f st (Aij)f sont éviderment les annsaux de coordonnées de
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A e ' :
vfi 0N Vf et Vfir\ Vf. N Vf H P est donc l'anneau des coordmnndes de Vf .
On en déduit que 1l'application S(V) —> V(4) est injective et qu'elle induit

un isomorphisme
(S(vfi) ’ caJS(vfi)) — (v(.a)fi m,tIV(A)fi)

D'autre part les V(A)f recouvrent V(A) , car les f; engendrent 1'unité,
i .
Par recollement des morceaux on obtient donc un isomorphisme

{s(v) , s(@)) = (v(a) , &)
et il reste & montrer que A est de type fini et sans élénents nilpotents.

Mais A est une algdbre dc fonctions et n'a pas d'¢léments nilpotents. Dlautre
part, pour tout i , soit a, un nombre fini d'élénents de A tels que les

k
images de £, et a, dans A engendrent l'anneau A, « Soit enfin o, €A tels
que Z ay fi =1 dans A . On va prouver que les fi ’ aik » 8y engendrent

1l'anneau A @

En effet, en élevant la formule Z a; fi =1 & une puissance suffisante on
obtient des formules .,5;_ ai(m) fl: =1, ou les ai(m) s'expriment & l'aide des
ay et des fi « Si maintenont x un élément de A , son image dans A fj_ s peut

s'écrire xi]fli s pour p assez grand. Il en résultc (voir exposé n° 1) qus,

pour n assez grand, on a ¢

N — n s ddr 1o ione
Xx=y ai(n +p) x, £5 5 ce qui dénontre 1'assertion

COROLLAIRE, = S1 V est un ensenble alg:brique affinc, U un ouvert de V,

A 1'anneau des coordonnées de V , BNU) 1'anneau des coordonnées ds U, on

a les équivalences ¢

ae U est un ouvert affine

be si M est un A-module, l'hononcrohisme canonique

* M ey SU) = )

€St bijectif.
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En outre si l'une de ces propositions équivalentes est satisfaite, alors
U) est L-plat.

(a) == (b) : En cffet, lc foncteur M =>WKU) ost alors-exact i droite,
lorsqus M percourt les A-podules. En particulier si

L — L0 - M =0
est une résolution de M par des A-nodules libres, on a le diagramme

L 8 SA(U) —> L e, SXU) = M 8y 8NU) =~ 0

b I L

LW - @ o A oo

Comme v et W sont des isomorphismes, u en est un. (b) =3 (a) ¢ On va

nontrer que si

0=>F!' —G' = H! =0

forme une suite exacte de faisceaux cohérents de U , alors les sections sur U
forment une suite exactee

Or il existe une suite exncte

0O—F—=>G—=>H—0

de faiscecux cohérents de V tels que FlU=F', GlU=6G', H|U=H' (voir
[1], 12 démonstration est rcprise cn appendice [2])e 81 M , N et P sont
alors les modules aswociés & F , G et H , la suite

M e, 8MU) —» N eA&l(U) —;PeAéu.(U) -0
est exacte, ce qui montre que 1'honomorphisne

G'(U) =N g, QAU) = H!' (V) = P oy &AU)

est surjectif, Ce Qe Fu D
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