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Séminaire CHOQUET 8-01
(Initiation & 1'Analyse) ‘
lre année, 1962, n° 8 24 mai 1962

SIUDE DBS E-STRUCTURES
IIT. APPLICATIONS AUX STRUCTURES CLASSIQUES

par Michel HACQUE

9+ Applications aux structures topologiques ct eux structures uniformese

Structures pré-uniformes associées 3 une structure topologiques = Pour une

structure topologique (St) s une partie X est quasim-compgcte si tout recou-

vrement ouvert de X contient un recouvrement ouvert fini de X o

FROPOSITION 9els = Pour toute siructure topologique (St) » la E-relation

§3 caractérisée par ls condition 3

YB'B X est équivelent 3 : YT nX =/ et 1'un au moins des fermés T et X

est quasi~compact 3

détermine une structure de proxirité faible (S dite pscudo~minimalece

)
P3
I1 est immediat que la relatvion 63 vérifie les conditions 1, 3 et 4 du lemme
4e3e La condition 2 de ce lemnc est vérifide du feit que tout sous-ensemble fermé
d'un ensemble quesi-compact est quasi-compact et cue la réunion de dewx ensembles

quasi=-compacts est un enseauble quasim~compacte Lo lemme 4¢3 ot la définition 4.l
montrent que la EBercietion 63 est associée & une D=application P3 symétrique

semi~parfaite qui détermine une st:ucture de proximité fzible (Sp ) e
3

FROPOSITION 942+ ~ Si une structure de proximité (Sp) est compatible avec une

structure topologique uniformissble (St) s bour tout ensemble X quasi=compact 3
p(X) = t(%) .

Soit (Sp) une structure de proximité compatible avec une structure topologi-

que uniformisable (St) « Pour tout ensemble X , la rclation p ct implique
p(X) c t(X) . Réciproquenent, la condition Y € t(X) signifie Y e t(x) pour
tout x € X, c'est-d~dire Y € p(x) pour tout x € X o L'idempotence de la
E~application p implique 1'existence d'une famille {ZX}XEX vérifiant les
relations Y € p(ZX) et Z_e p{x) - Les relations z e p(x) équivalentes aux
relations ZX € t(x) montrent que les intérieurs des parties Zx constituent
un recouvrement ouvert de X o Si l'ensemble X est quasi=compact, il existe un

nombre fini de points x, tels que les ensecwmbles ZX constituent un recouvrement

i .
i
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fini de 1l'ensemple X o D'aprés la proposition 3.3, les relations Y e p(ZX‘)
i

impliquent le relation Y e p[U Z_ ] et, d'aprés la relation X c U Z_ 4 ilen
i i i i

résulte la relation Y € p(X) « Ainsi lorsque X est quasi~compact, la relation
Y € t(X) dmplique Y € p(X) » Il en résulte la relation t(X) < p(X) qui entraine
alors 1'égelité p(X) = t(X) pour tout ensemble X quasimcompacte

FROPOSITION 9e3e = Lbant donnée une structure topologique uniformisable (s,)

soient (Sp ) (Sp ) (Sp ) les structures de proxinité faible universelle,
2 3

canonique, pseudo-minimale assocides et (Sp,) le structure de proximité univer-

selle assocides Ces structures et toute structure de proximité (Sp) s compatible

evec la structure topologique (St) s vérifient les reletions
S c(s) c (s c (s c (s c (8,) .
(5,) €(8) < (6) € (s, ) <(8,) < (5

Le théoréme 8e2 implique (Sp) c (Sp,) « D'aprés le lemne Sel, deux parties
normalement sépardes ont des adhérences normalement séparées, donc en particulier
disjointes, il en résulte la relation (S ;) c (S ) . Le théoréme 8el implique
(5.) c(S )e(s,) . p P2

Py Py t

La relation Y 5'3 X dimplique T nX=g et que 1'un au moins des fermés Y
et X, par exemple X , est quasimcoupacts La relation ¥ nX = § implique
(T et et CY e t(X) « D'aprés la proposition 942, 1l'ensemble X étent quesi-
compact, il en résulte la relation (%) = p(X) qui implique CY e p(X) , ce qui
entreine que les parties Y et X sont p=éloignéese Ainsi la relstion Y 3'3 X
implique que les parties Y et X sont p-éloignées. Il en résulte le rclation

(Sp ) c (Sp) pour toute structure de proximitd (Sp) compatible avec (St) .
3

DEEFINITION 9ele ~ Pour toute structure topologique (S t) s la structure faiblee

ment uniforme canonique (Sé) est la structure feiblement uniforme de type fini

2

associde & la structure de proximité faible canonique (Sp ) et le structure
2

faiblement uniforme d'Alexandroff (Sé) est le structure faiblement uniforme de

type fini sssoci&d la structure de proximité faible pseudo~minimale (Sp ) .
3

Pour toute structure topologique (St) s 1a structurc uniforme de Becn (s})

est la structure uniforme totalement bornée associde 3 la structure de proximité

universelle (Sp, ) .
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IEMME el = Soit W= U [Ui x Ui] le pré-entourage d'un recouvrement fini
iel
{U;}je de B o Soit J 1'ensemble des partitions binaires (3,5 J5) de I

Soit V(J ’Jz) = [UJl x UJlj U [UJ2 x Us ] 1le préeentourage du recouvrement

2
binaire d'éléments U, = U U, et U, = U U, « S& V= N v
I ieJ, =9 ied, o (Jl,Jz)eg (Jl’J?.)

alors ¢ W= V"c

Soit (U, ; , U, 2)j ¢y lme famille finic de recouvrements binaires de E .
’

J
Soit V, = tUJ
binaire (Uj 19 Uj 5) de E . Soit 3 1'cnsemble fini des parties I de J .

. U, v LU, , x T, le prémentourage du recouvrement
,l X i l] { J’z j 2] i

’ ’
3 UL = - ; - Ut n stitue
Si U= 321 Uj,l et U= jQI UJ’2 » Lles parties U= U} n U} constituent un
recouvrenent de B o+ S8i V= N V, etsi W' = U [UI % UI] est lc pré=entourage
jed J Ied

du recouvrement fini {UI}Ieg de E, alors s V=W,

Pour tout élément (Jl y Jz) € 9, la condition Ui c UJl ou Ui c UJ.?. implique

[U, x U,] cV o I1 en résulte les relations [U, x U,] ¢ V' qui impliquent
i i Jz) i i

(I4s
WC v «8i (x, 75 W, soit J, 1'ensemble des indices i tels que x e Uy
et soit J2 I'ensemble des indices i tels que x ¢ Ui e La condition

(x ’ Y) g implique ¥y ¢ Ui pour 1€ Jl e« Il en résulte les relations x € UJJ.’

x ¢ UJ2 , V£ UJl qui entrainent aussi y € UJ2 « Ces conditions entrainent
(x, ) & V(J j.) @i implique (x5 y) V' « I1 en résulte done V! ¢ W qui
1272

entrafne alors 1'égalité W= V' .

Etent donné un point x de E, si I est 1l'ensemble des indices j tels que
X € Uj, { s il en résulte x e Uj,2 pour j £ I - Css conditions entratnent
X € Ug[ et x € U% gui impliquent x e UI e Les partics UI constituent donc
un recouvrement de E o Pour tout élement I € &, la condition U c Uj,l ou
U c Uj’2 implique [UI x UI] c Vj « I1 en résulte les rolations [UI x UI] cV
qui impliquent W' €V . La condition (x, y) € V implique (x , y) € Vj pour

tout j € J o Il existe donc des e(j) (=1 ou 2 ), tels que x e U, et

. se(d)
¥ € Uj,e(j) e« Si I est 1'ensemble des indices j tels que &(j) =1 il en
résulte les rclations 3 x e U, xelf, yelp, ye Uf » Ces conditions

entratnent x e Up et yeU;, clestd-dire (x, y) e [UI x UI] qui implique
(x, y) € W « I1 en risulte conc V ¢ W' qui entraine elors 1' égalité V= W' ,
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PROPOSITION 9¢4. » Pour toute structure topologique (St) s les filtres V¥,
et VB des entourages faibles de la structure faiblement uniforme canonique (Sé)
et de le structure faiblement uniforme d'Alexandroff (Sg) admettent les carace

térisations suivantes @

ls Le filtre ¥, admet pour base les prémcntoursges W= U [Ui x Ui] des
‘ iel
recouvrenents ouverts finis {U'i}iEI _22 E + La structure faiblement uniforme

canonique est donc la structure pré-uniforme "des recouvrements ouverts finis'".

2¢ Le filtre ?3 admet pour base les prémentourages W= U [U. x Ui] des

jer
recouvrements ouverts finis {Ui}iel de E tels que 1'un au moins des ouverts

Ui admette un complémentaire quasi-compacte

D'aprés le théoréme 7.2, le filtre Yé admet une base constituée par les ine
tersections finies @d'éléments Va constitués des pré=entourages des recouvre-
nments ouverts binaires de E . Le lemme 9.1 appliqué & des recouvrements ouverts
de E montre alors que le filtre Yz admet une base constituée par les pré-

emtoureges des recouvrenents ouverts finis de E .

D'aprés le théoréme 7.2, le filtre ¥3 admet une base constituéepar les inter-
sections finies 4'éléments Va constitués des pré-entourages des recouvrements
ouverts binaires de E tels que 1'un su moins des ouverts admette un complémone
taire quasimcompacte Avec les notations du lemme 9el, soit V= N V, une

jed
intersection finie de pré-entourages Vj associés aux recouvrements ouverts
binaires (U, 19 U 2) tels que L'un au moins des ouverts U, 1 ¢t U, 2
dot 7 dy Jy J
admette un complémentaire quasi-compacte Il est toujours possible de supposer

par cxemple que c'est 1'ouvert IB 1 Alors, pour IO:: J, U% =E et

[ 0]
U. =0t = N v, est un ouvert dont le complémentaire est quasiecompacte
IO Io jed Jst
La relation V=W = U [l& X Ui] montre elors que V est le prémentourage
Ied

d'un recouvrement ouvert fini de E tel que 1l'un des ouverts Ui admette un

complémentaire quasi=-compacts Réciproquement soit W= U [Ui x Ui] le pré=
iel

entourage d'un recouvrement ouvert fini {Ui}ieI’ de E +tel que 1l'un des ouverts

au moins, soit Ui s admette un couplémentaire quasi-compacte Puisque tout
C

sous~ensemble fermé d'un ensemble quasi-compact est quasi=~compact, pour tout
élément (Jl ’ J2) €ds i€ J; ou ije J, et l'un au moins des deux ouverts

Uj et Uj admet un complémentaire quasi~compacte La relation

1 2
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W=Vt = (J ) montre slors que W ast une intersection finie de
(3.s 2)eg 1772
pré=entourages (J 3.) associés aux recouvrements ouverts binaires (U'Jl ’ sz)
2
tels que 1'un au moins des ouverts U et U admette un complémentaire

quasi-compacte Ainsi le filtre Yé admet donc une base constituée par les pré=

entourages des recouvrements ouverts finis de E  tels que 1'un eu moins des ou=

verts admette un complémentaire quasi=coupacte

PROPOSITION 9+5. —~ Toute structure uniforme totalement bornée (S') compatible

avec une structure topolcgique uniformisable (u ) est plus fine que la struce

ture faiblement uniforme d!Alexendroff (83) associée 3 (S ) et moins fine

que la structure faiblement uniforme canonique (S ) associée & (S ) .

Ce résultat découle de la proposition 9.3 et des corollaires 7.2 et 7.4

Remarque. - Pour toute structure simple (S ) engendrée par au moins une struc-
ture uniforme, soit U(p) 1'ensemble des otructures uniformes compatibles avec
(Sp) « I1 est facile de vérifier que l'ensemble ordonné U(p) est inductif.
D'aprés le théoréme de Zorn, l'ensemble U(p) admet donc au moins un élément
maximal. Puisque 1l'ensemble U(p) est convexe dans 1l'ensemble des structures
uniformes, pour que U(p) admette un élément maximum, il faut et il suffit que
la borne supérieure de deux éléments de U(p) soit un élément de U(p) . Cette
condition est slrement réalisée si (S ) est une structure ponctuelle. Ce résul-
tat montre que 1'ensemble U(t) des structures uniformes compatibles avec une
structure topologique uniformisable (St) admet un é1ément maximum (S*) appelé
la structure uniforme universelle associée a (St) « De méme, 1l'ensemble U(p)
des structures uniformes compatibles avec une structure de proximité (S ) admet
au moins un élément maximal, mais en général, il nfest pas possible d'afflrmer
que U(p) admet un élément maximum. Néanmoing, pour la structure de proximité
universelle (S_,) associde 3 une structure topologique uniformisable (St)
1'ensemble U(p!) des structures uniformes compatibles avec (S ,) coincide
avec la elasse d'équivalence o;l[(S '1] et il en résulte qu'ilpadmet pour élé-
ment minimum la structure uniforme de Cech (S;) et pour élément maximm la
structure uniforme universelle (S*) associde & (St) . Bn particulier, toute
structure uniforme (S) compatible avec une structure topologique uniformisable
(S ) est moins fine que la structure uniforme universelle (s™) associée a

(St) et plus fine que la structure faiblement uniforme d'Alexandroff (S ) as-

socide a (St)
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Structures topologiques quasi=normales et normales. = Une structure topologique
(St) est quasi-normele si deux ensembles fermés disjoints quelconques edmettent

des voisinages disjointse Une structure topologique est normale si elle est quasi-

normale et séparées

THECRELE 9ele - Pour qu'une structure topologique (St) (resps séparée) soit
quasi=normale (respe normale), il faut et il suffit que soit vérifiée 1'une des

conditions équivalentes suivantes :

le La structure de proximité universelle (Sp,) coincide svec la structure de

proximité faible ennonigue G%z) .

2+ La structure & proximité fible canonique (%2) est une structure de proximitée

\
3¢ La structure uniforme de Cech (S;) coincide avec la structure faiblement

uniforme canonique (Sé) c'est-a=dire la structure pré-uniforme des recouvrements

ouverts finise

4. La structure faiblement uniforme canonique (Sé) ou structure pré-uniforme

des recouvrements ouverts finis est une structure uniforme.

5 Deux ensembles fermés disjoints quelcongues sont normclement sépardse

La relation (Sp') c (%D ) © (8,) et le théordme 8.3 montrent que 1'égalité
2 v
(Sp,) = (Sp ) est équivalente & la condition s (Sb ) est une structure de pro-
2 2

ximitée Il en résulte 1'équivalence des conditions 1 et 2+ D'gprés la définition
9¢l, le corollaire 72 implique 1'équivalence des conditions 1 et 3+ Le théoréme

744 implique 1'équivalence des conditions 2 et 4. D'aprés la relation (Sp,) c (Sp )
2

la condition 1 est équivalente & la relation (%3 ) ¢ (Sp,) c'est-a~dire 3 la
2

condition 5« Ainsi, les cing conditions sont équivalentes. D'aprés la définition
de la structure (Sb ) , dans cette structure lecs voisinages d'une partie X somt

2
les voisinages de X dans (St) + D'apres la condition 5 du lemme 443, la con-
dition 2 est équivalente & la condition qui définit les structures topalogiques
quasi~normaless Le ces d'une structure topologique séparée découle de ce qui pré=
céde.

Remarques = Compte tenu du théoréme 8.2, la condition 5 du théoréme 9.l exprime

le premier theoreme d'Urysohn.
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COROLLAIRE 9.le = Pour gqu'unc structure topologigue (St) quesi=normale soit

uniformisable, il faut et il suffit qu'elle soit faiblement proximisables

En particulier toute structure topologique normale est uniformisables

D! aprés le théoreme 843, pour que (St) soit uniformiseble, il faut et il
suffit que (Sp,) soit compatible avec (St) « D'aprés la relation (Sp,) = (sz),
il faut et il suffit que (%3 ) soit coupatible avec (St) clest-d-dire que
2
(St) soit faiblement proximiseble d'aprés le théoreme 8ele Li. seconde partie
résulte de l: preniére et du fait qu'une structure topologique séperée est faim=
blement proximissble d'aprés le théordme 8.l puisque la relation y e {x} qui

se réduit a 1'égalité est bien symétrigue.

Remarques = La condition (Sp,) = (Sbl) ceractérise les structures topologiques

(St) dans lesquellcs la condition Y nX= Y nX=f entraine la séparation
normalc des ensembles Y et X o Ces structurcs topologiques sont en particulier

complétement normaless

Structures topologiques locnlement quasi-compactes et locslement compactess =

Une structure topologique (St) est localement quasi-compacte si tout point
admet un systeéme fondamental de voisinages quesi-compactse Une structure topolo-
gique (St) est quasi~-péguliére si tout point adimet un systéme fondamentel de

voisinages feriiése

FROPGSITION 9e6e = Pour gu'une structure topologique (St) soit faiblement
proximisgble, il faut et il suffit que la structure de proximité¢ faible pseudo=

minimale (Sp ) associée soit compatible avec (St) .
3
Si la structure de proximit< feible pscudo-minimale (Sp ) est cowpetible avec
3

(St) s cette structure topologique est faibleuent proxiuiscbles Réciproquement,
si (S‘) est faiblement proxiaisable, la symetrie de la relction binaire

v € {x} entraine que 1l'ensemble des ouverts contencnt x est identique 2 1'en=
semble des ouverts contensnt {x} o Il en resulte la reletion t(x) = t({X}) et
que, pour tout point x de E , 1l'ensemble {X} est quasi~compact. Pour tout
point x de E, p3(x) est coustitué par les parties Z telles que Y = (Z
vérifie T n {X}=f puisque {X} est quasi-compacte Il en résulte les relations

p3(x) = t({x]) = t(x) qui montrent que (Sp ) est compatible avec (St) .
3 .
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IEMME 942+ = Pour toute structure topologique quasi-réguliére (St) localement
quasiwcompacte, la structure de proximité faible pseudo-minimale (Sp ) est une

structure de proximités

Toute structure topologigue faiblement proximisable (St) telle que la struc-
ture de proximité faible pseudo-minimale (Sb ) soit une structure de proximité

est localement quasi-compactee

En particulier, pour qu'une structure topologique uniformisable (St) soit
localement gquasi-compacte, il faut et il suffit que la structure de proximité fai-

ble pscudo=-minimale (Sp ) associde soit une structure de proximitée
3
Si (St) est une structure topologique quasi=-réguliére localement quasi-come
pacte, tout point x de E admet un systéme fondamental de voisinages fermés
quasi-compacts. Il en résulte que tout ensemble quasi-compact admet un systéme
fondamental de voisinages fermés quasi-compactse La relation Y'E' X 1mp11que

YTni= B s 1'un des ensembles fermés Y et ¥ étant qua31-compact. D’aprcs

la symétrie, il est possible de supposer que X est quasimcompacte D! gpres ce
qui précéde, le voisinage (¥ de X contient un voisinage fermé quasi-compact

W de Xo.Enposant U=CW et V=W, les relations TnW=FaW=p st
CVAX=(VnT-= B, dans lesquelles W=TW et X sont quasi-compacts, entrai-
nent les relations Y 63 W et (v 35 X qui montrent que U et V sont des
py=voisinages disjoints de Y et X o D'aprés la condition 5 du leume 4.3, (SPB)

est donc une structure de proximitde

Soit (St) une structure topologique faiblement proximisable telle que la struce
ture de proximité faible pseudo-minimale (S ) associée soit une structure de

proximités Puisque d'aprés la proposition 9. 6 (%p ) est compatible avec (St) s
la structure topologique (St) est proximisable, gonc uniformisable, et par suite
quasi=réguliére. Si (St) est quasi-compacte, tout ensemble fermé est quasimcompact
et par suite tout point x de E admet un systéme fondamental de voisinages fer-
més qui est aussi un systéme fondamental de voisinages quasi~compactse Dans ce
cas, il en résulte bien que la structure topologique (S ) est localement quasie-
compactee Dans le cas contraire (S ) n'est pas qua51-compacte. Tout point x

de E admet alors un voisinage ouvert V(x) dont le complémentaire est un fermd
non quasi-compacte En effet si cette propriété n'est pas sstisfaite il existe

un point Xq de E tel que tout voisinage ouvert de Xy admette un complémen~
taire quasi-compacte Pour tout recouvrement ouvert {U'i}ieI de E , il existe
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au moins un io eI tel que X € Ui + La famille des ouverts Ui avee
0

if io constitue un recouvrement ouvert du complémentairec de Ui qui est
0

quasi-compact, il existe alors un recouvrement ouvert fini {Ui}iel' de cet
ensemble et si J=1I" U {io} la famille {Ui}ieJ constitue un recouvrement
ouvert fini de E extrait du recouvrement ouvert {Ui}iEI o Cette conclusion
est zbsurde pu.sque paor hypothése (St) n'est pss quasi-compactee Pour tout
point x de E, puisque t(x) = t({xX}) et cue {X} est quesi~-compact, en
posant Y = (V(x) 1la relstion Y n{xX} =Y n{X} = entraine Y '5'3 X o Puis=
que (SPB) est une structure de proximité, d'eprés la condition 5 du lemme 4.3

les éléments Y et x pB-éloignés admettent des p3-voisinages Cisjointse Il
existe donc des ensembles fermés U et 2 vérifient 2755 v, 2 55 x et
UuZ=DFE. L'ensemble W= (Z est un voisinage ouvert de x vérifiant UD W .
La relation Y -53 U implique T nTU=YnU=0 et quc 1'un des formés Y et U est
quasi-compacte Puisque Y n'est pas quasi-compact, U est quasi-compacte Ainsi
tout point x de E admet donc un voisinage U fermé, quasi-compacte Puisque
(St) est quasi-réguliere, tout point x de E admet donc un systeme fondamental
de voisinages quasi=compactse La structure topologique (St) est donc localement

quasi~compactees

Une structure topologique uniformiseole (St) étent quasi=régulierc et fai-

blement proximiseble, la derniére partie du lemme résulte des deux premiéres.

IELME 9e3e = Si (Sp) est une structure de proximité competible avec une

structure topologique uniformiscble (St) et strictement plus fine gue la struce-

ture de proximité faoible pscudo-minimecle (Sp ) associde 2 (St) , alors il

3
existe une structure de proximité (SD ) compatikle avec (St) et strictement
<1

moins fine que (Sp) .

Puisque (Sp) est strictement plus fine que (Sp ) 5 ileiste deux ensembles

fermés Yy et KO p=éloignds qui ne sont pas p3-éloignés. La premidre condie
tion implique ':b r17%)= £ et la seconde condition implique que les deux enw
sembles fernés YO et XO disjoints ne sont pas guasi-compacitss Il existe donc
deux filtres Y et % sans points adhérents et respectivement portés par les
fermés disjoints YO et XO e Soit Z le filtre intersection des filtres Y et

% o Bn posant # = U p(Z) , il est imuédiat que # constitue un filtre. Soit
ZeZ
5 1’ensemble des parties de T dont lec complémentaires sont des éléments de
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Z' et soit & 1'ensemble des parties de E qui n'appartiennent pas &
c'est-3-dire la grille associde au filtre Z' o Les ensembles & et 9 cons=

tituent une partition de 1l'enscmble F(E) e

Soit p; 1'application de P(E) dans P[C(E)] caractérisée par les conditions

suivantes ¢
leSi X €8 9 pl(X) = p(X) .

2 3i X eg, pl(X)=ZgTP(X UZ) e

Tout d'abord il est :‘umnédi;t que p; est une application de P(E) dans ® .
La condition £ € § entraine P, (£) = ®(B) qui montre que p; verifie 1'exiome
(E)e I1 est immédiat que p; vérifie p; € P s c'est-i-dire 1'axiome (EZ)‘ Si
X cY, la condition Y € § entralne X € § qui implique pl(X) > p; (Y) et la
condition Y € 8 entreine X cYuZ et XuZ cY uZ pour tout Z € Z, ce
qui implique aussi pl(X) > p, (Y¥) « L'application p; vérifie donc 1'axiome
(E3)° Ainsi 1'application p; est une E-gpplication qui deétermine une structure
simple (S_ ) .

by

Soient 6p1 et 6p les relations de proximité associées aux structures (Spl)
et (Sp) o« Soient Y et X deux parties de E vérifient Y Epl X qui implique
4 ‘o"p X .81 X €8, il existe un élément Z € Z vérifiant ¥ Sp (X vu2) qui
entraine Y € § o Ainsi, la condition Y'Spl X implique Y'S'p X et 1'un eu moins
des éléments Y et X appartient & & . Reciproquement, soient Y et X deux
éléments vérifient Y X, 1'un au muins appartenant 3 5. Si X e §, la con-
dition YT X implique Y‘o’l XeSi X¢5, alors T €5
élément Z2 € Z tel que Y '5' Z 3 les relations Y '5 X et Y."S Z entrefinent

Y '5 (X uZ) qui implique Y '5p X o Le condition f '5' X eot équivalente a la
1 Py
condition ¢ Y .Sp X et 1'un au moins des Sléments Y et X appartient & 5 .

s &t 11 existe un

I1 en résulte donc que la structure (Sp ) est symétrique.
1

Solent Y, et Y, deux éléments vérifiant Y, § X et Y, 5 X .51 X €5
2 1 Py 2 Py
ces relations impliquent (Yl v Yz) '5 XeS8i X£5 s les éléments Y, et T

appartiennent & § ainsi que Y, U Y2 s il en résulte alors (Y; u Y2) -Sp X
1
Puisque les conditions Y, & X et Y “6 X dimpliquent (Y, u¥Y,) T X, la
1 °p 2 177 "p T2
gtructure simple (Sp ) est n-semi—parfa;«,e. Compte tenu de la symétric, la
1

structure simple (Sp ) est donc scmi-parfaitee
1
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Soient Y et X deux éléments vérifiant Y’S; X, c'est-a-dire Y’Si X
1

avec per exemple X € § o« Cette derniére condition signifie qu'il existe un
élément 2% € Z vérifiant 2 31 X o Il oxiste donc un p-voisinage V' de X
p=éloigné de 2 , c'est-a-dire appartenant 32 % « La condition Y'Ss X implique
1’ex1stence 'un p-yoisinage V" de X p-éloigné de Y e L'¢lément V=1V n V"
est un p-v0131nage de X , appartenant 3 5 et p-dloigné de Y « Les relagtions

Y'E V et Vep(X) avec Ved ot X e entrainent Y?S'lv et U'51X

en posant U= (V « IL en resulte que les dléments Y et X pl-e101vnes admete
tent des p,-voisinages disjoints U et V o La structure simple symétrique

semi-parfaite (Sp ) est donc idempotentee Le structure simple (S ) est donc
1

une structure de proximitée.

Puisque les filtres Y et % sont sans points adhérents dens (St) , pour
tout point x de B, il existe un élément Y € Y et un élénent X ex dis-
joints d'un voisinage de x dans (S ) qui est aussi un voisinage de x dans
(Sp) qui est compatible avec (S ) . Il en résulte que le point x est p=&loim
gné de 1'éldment Z =Y uX de Z . Tout point x de E appartient donc d & .
Pour tout point x de E, les égalitéds t(x) = p(x) = p;(x) montrent que
(Spl) est compatible avec (St) .

Puisque Y’E% X implique Y'Sé X, la structure de proximité (Sp ) est moins
1 1

fine que la structure de proximité (Sp) « Par hypothése lcs ensembles fermés
T, et Xy vérifient ¥, 5‘ Xy o Les filtres Y et % étant portés par Y, et
Xy s pour tout Z €%, les rolatlons TynZ £ 0 et Xy n 2 £ B impliquent

Y, £5 et X, ¢ 5 qui entrainent ¥, 6pl Xy « Les relations YO'Sﬁ Xy et

Y. 5 X. montrent que (S_ ) est strictement moins fine que () »
0™ p O Py p
La structure de proximité (Sp ) est donc compatible avec le structure topo=
1
logique uniformisable (St) ot elle est strictement moins fine que lea structure

de proximité CS ) .

THEOREME Q+2e = Pour qu'une structure topologique uniformisable (St) soit

localement quasi=-compacte, il faut et il suffit que soit vérifiée 1'une des con=

ditions équivalentes suivantes s

le La structure de proximité faible pscudo-minimale (Sp ) est une structure

de proximité (qui est alors la moins fine des structures de proximité compatibles
avec (St) Ye
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2¢ L'ensemble des structures de proximité compatibles avee (St) admet un

by

élément minimal (qui est alors minimum et identique & (S ) )e

3¢ La structure faiblement uniforme d'Alexandroff (S ) est une structure
uniforme (qui est clors la moins fine des structures unlformes compatibles avec

(5 )

4. L'ensemble des structures uniformes compatibles avec (St) admet un élément
minimal (qui est alors minimum et identique & la structurc wniforme d'Alexandroff
(sy) ) [=1.

La condition 1 résulte du lemme 9«2 D'aprés la prcposition 9¢3, la condition 1
entreine la condition 2« Ie lemme 9.3 montre que la condition 2 entraine la cone
dition le Le théoréme 7.4 entraine 1'équivalence des conditions 1 et 3. Toute
structure uniforme compatible avec (St) étant plus fine qu'une structure uni-
forme totalement bornée compatible svec (St) » uUn élément minimal dans 1'enseme
ble des structures uniformes coumpatibles avec (St) est nécessairement une struce—
ture uniforme totalement bornée. Le corolleire 7.4 entraine alors 1'équivalence

des conditions 2 et 4.

COROLLATRE 942+ = Pour qu'iln'existe qu'une seule structure de proximité compa-
tible avec une structure topologique uniformisable, il faut et il suffit qu'il

n'existe aucun couple de partics fermdes non quasi=compactes normalement séparéese

En outre la structure topologique est slors localement quesi=compactce

Si 1'ensemble des structures de proximité compatibles avec une structure topo=
logique uniformisable (St) admet un seul élément, celuimci qui est nécessaire-
ment la structure de proximité universelle (Sn') est aussi minimal et la seconde
condition du théoréme 9.2 montre que (S v) cofncide svee la structure de proxie
mité faible pseudo-minimele (S 3) . Rec1proouement, 1'égalité (S ) = (S ,)

entraine qu'il n'existe qu'une seule structure de proximité compatlble avec (S ) .
La premiére partie du corollaire 9.2 résulte du fait que 1'égalité (S ) = (S ,)

signifie que si deux parties fermées sont hormalement séparées, 1l'une au moins
est quasi-compactes Le seconde partie du corollaire 9.2 résulte alors de la seconde
condition du théoréme 9.2.

IEMME 9+4¢ = S'il existe une structure uniforme (S) non totelement bornée come

patible avec une structure topologique uniformisable (S ) s alors il existe deux

ensembles fermés A et B normalement séparés et non oua31-compacts.




8=13

Soit (S) wune structure uniforme non totalement bornée compatible avec une
structure topologique uniformisable (St) + Par hypothese, il existe un entou=
rage symetrique W! de la structure uniforme (S5) tel qu'il n'existe aucun
recouvrement fini de E par des ensembles petits d'ordre W' « Soit W un en-
tourage symétrique virifiant w2 c W' , alors pour tout point x de E, 1l'en=-
semble W(x) est petit d'ordre W' . Soit V wn entourage syuétrique vérifiant
V4 c W e Il existe alors une suite (Xh)meN de points de E vérifiant la cone
dition ¢ (xi ’ Xj) AW pour i#f j o En effet cette suite peut 2tre détermi-
née par récurrence de la fagon suivantee Si Xy est un point quelconque de E ,
1'ensemble W(xl) petit d'ordre W' ne constitue pas un recouvrement de E
il existe donc un point X, de E vérifiant (x.l ’ x2) # W o Pour un entier po~
sitif m, en posant I = [1 , m] , soit (x, )1eI une famille de m points de
E vérifiant (x > X AW pour i£j avec i €I et je Ieles m enseme
bles W(x,) petlts d'ordre W' re constituent pas un recouvreaent de E ¢ il
existe donc un point x_; de E vérifiant (xi , Xﬁ»l) £W pour 1ieIleBEn
posant I' = [1 , m+ 1], la famille (xi)iel, de (m+ l) points de E vérifie
alors la condition (xi ’ xj) AW pour 1£j avec ieI' et jelI' . la
condition de récurrence est donc satisfeite. Il existe donc une suite (XiQmEN
de points de E vérifiant la condition (xi s X.) ¢ W pour i# j e Cette cone
dition et la condition V' ¢ W entreinent la condition : V(X ) n V(x )= p
pour i #£ J «» De plus, pour tout point * de E , ces condltlons entrainent égam
lement que 1l'ensemble V(x) rencontre su plus un seul ensecmble V(xm) e Il en
résulte que 1'adhérence d'un cnsemble constitué par les points d'une sous=famille
de la famille (xm)mEN est formée par la réunion des adhérences des points de
cette sous=famillee En posant

amlz Xo 1 et b = X2m ’
les ensembles

A= U {am} et B= U {b }
meN meN

admettent donc respectivement pour adhérences

I:U{"‘}etB-—U{b} .

meN
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Pour tout entier positif m, si Uﬁ est un voisinage ouvert de a inclus dans
V(am) , alors la famille {thmeN constitue un recouvrement ouvert de 1'ensemble
fermé & dont il est impossible d'extraire un recouvreacnt finie L'ensemble fermé
Z n'est donc pas quasi-compacte De mlme, 1'ensemble fermé B n'est pas quasi-

compacte L'ensemble U= U Qm est un voisinage de 1'ensemble fermé 2 s dis=
meN
joint de 1'ensemble fermé B  Pour tout entier positif w, le point a est

normalement séparé du complémentaire de Um e I1 existe donc une famille dyadique
(w(m)) continue pour (St) , d'extrémités {am} et Cqm « En posant

wnn = 0 wnn (m) et = U ¥(m) pour jex, ’
221 meN 2%t ey J

les parties o pour j € Jn s constituent les éléments d'une famille dyadique
(w) d'extrémitéds A et CU o La seconde condition de la proposition 8.3 montre
alors que la famille dyadique (w) est continue pour (St) « Les ensembles A

et (U sont donec normalement séparés dans (St) e D'aprés le lemme 8.1 et la re=
lation B c (U, il en résulte que les ensembles fermés & et B sont normae
lement séparés dans (St) « Ainsi, 1'hypothése entralne 1'existence de deux enseme

bles fermés & et B normalement séparés et non quasi-compactSe

COROLLAIRE 9e3e = Pour qu'il n'existe qu'une seule structure uniforme compas

tible avec une structure topologique uniformisable, il faut et il suffit qu'il

n'existe aucun couple de parties fermées non quasi=compactes normalement séparéese

En outre la structure topologique est alors localement quasi=compacte et 1'unie

que structure uniforme compatible est totalement bornée [1]e

S'il n'existe qu'une structure uniforme (S) compatible avee une structure topo-
logique uniformisable (St) s il n'existe qu'une seule structure de proximité
compatible avec (St) et la corollaire 9.2 implique qu'il n'existe aucun couple
de parties fermées non quasi-compactes normalement séparées. Réciproquement, si
une structure topologique (St) vérifie cette hypothése, d'aprés le corollaire
9¢2 il n'existe qu'une seule structure de proximité compatible avec (St) donc
il n'existe qu'une scule structurc uniforme totelement bornée (S) compatible
avec (St) « De plus, d'aprés le lemme 4, toute structure uniforme compatible
avec (St) étant totalement bornée, la structure uniforme totalement bornée (S)
est 1'unique structure uniforme compatible avec (St) .
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COROLLAIRE 9.4. = Pour toute structure topologique uniformisable (St) quasi=-

compacte, il n'existe qu'une seule structure uniforme (5) compatible avec (St)'

Cette structure uniforme est la structure uniforme des recouvrements ouverts finis
dont le filtre d'entourages coincide avec le filtre des voisinages de la diagonales

En outre la structure topologique (St) est quasi-normalee.

Dans une structure topologique (St) quasi=-compacte, toute partie fermée étant
quasi-compacte, la premiére partie du corollaire 9.4 résulte du corollaire 9e3s
La seconde partie du corollaire 9.4 résulte du fait que deux perties fermées dise
jointes admettent des voisinages disjoints ainsi que de la caractérisation du

filtre des voisinages de la diagonalee

COROLLAIRE 945« = Toute structure topologique compacte (St) est uniformisable
et normale. Il n'existe qu'une seule structure uniforme compatible avec (St)
dont le filtre des entourages est le filtre des voisinages de la diagonales

Ce résultat bien connu peut 8tre retrouvé de la fagon suivantee La structure
topologique compacte (St) étant normale, le corollaire 9.l entraine qu'elle est
uniformisable et le corollaire 9.4 entreine la seconde partie du corollaire 9«5.

COROLLATRE 9e6s = Toute structure topologique localement compacte est unifor-

misablce

Pour qu'une structure topologiquec séparée (St) soit localement compacte, il
faut et il suffit qu'elle vérifie 1l'une des conditions équivelentes du théoréme
9.2 [2].

La premiére partie du corollzire 9.6 résulte du corollaire 9+5 et du caractére
local de la condition nécessaire et suffisante pour qu'une structure topologique

soit uniformisablece.

Soit (St) une structure topologique localement compactee La premiére partie
du corollaire 9.6 entraine que (St) est uniformisable et le thecoréme 9.2 entrafne
que (St) vérifie les conditions équivelentes du théoréme Jele

Réciproquement soit (St) ume structure topologique séparée vérifiant 1'une
des condi%ions équivalentes du théoréme 9.2+ La structure topologique séparde
(St) 8tant faiblement proximisable, la proposition 9.6 entraine que la structure
de proximité faible pseudo-minimale (Sp ) essociée a (St) est compatible avec

(St) o Puisque la prewiére condition du théoréme 9+2 exprime que (Sp ) est une
3

structure de proximité, il en résulte que (St) est uniformisable. Le théoréme
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9.2 implique alors que (St) est localement quasi~compacte et puisgue (St) est
séparée, la structure topologique (St) est localement compactee

Remarques - Les propriétés signalées ci-dessus ont été obtenues de fagon directe
et interne. Plus précisément, les démonstrations ne font intervenir que des struc-
tures définies sur un mlme ensemble E , sans recours & des compactifications ou
3 des complétions. De mlme, les démonstraticns n'utilisent pas la notion de fonc-
tion numérique continuee. Cette notion ne figure que dans le théoréme 82 totale-
ment indépendent dess autres résultats et qui ne sert qu'a montrer 1'identité de
quelques définitions ou critéres avec des définitions ou critéres classiques exw

primés 3 1'aide des fonctions numériques continuese
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