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LE THÉORÈME DE LÉVY-KHIN010CIN

par Marc ROGALSKI

Séminaire CHOQUET
, (Initiation à l’Analyse)
3e année,- 1963/64, n° 2

Les fonctions définies négatives, ou "de type négatif", ont été introduites par
SCHÖNBERG sur les groupes abéliens à propos du théorème suivant :

THÉORÈME. - Soient G un groupe abélien, et 03C8 : s G ~ R+ ; les propriétés suivan-
tes sont équivalentes :

(1) a. p (x , y) = 03C8(x - y) est un écart sur G 9
b. G, muni de p , ,hilbert réel.

(2) ~ est de type négatif, réell e, 0 e

LÉVY-KHININ a donné une représentation intégrale des fonctions définies négatives
continues sur R , représentation qui permet d’expliciter la transformée de Fourier
d’une mesure de probabilité indéfiniment divisible, et de pouvoir exhiber, dans des
cas intéressants, les espaces de Dirichlet, invariants par translation (cf. Travaux
de DENY et BEURLIhIG) .,

On en trouve une démonstration chez GNEDENKO et KOLMOGOROV, généralisable à Rn ,
mais nécessitant quelques passages à la limite pénibles o BEURLING, en utilisant un
espace fonctionnel convenablement choisie a donné de ce théorème une démonstration

beaucoup plus simple et plus élégante. C’est celle que nous reproduisons icio

Les outils nécessaires seront essentiellement la transformation de Fourier sur un

groupe localement compact abélien G (ici Rn ) , avec le théorème de Bochner (re-
présentation intégrale des fonctions de type positif sur G au moyen des carac-tères)..

Nous utiliserons à ce propos le théorème suivant Q

THÉORÈME. - Sur R , .

pour p mesure bornée sur G et f OE li£ 
, fonctions indéfiniment

vables à décroissance rapide à l’infini. 

Nous rappelons enfin sur la transformée de Fourier de e-(|x|2/2) est

e~~ ~~ ~ ~~~~ , et que, si f = f ,



Pour toutes ces questions, on consultera avantageusement 

1. Fonctions définies négatives.

Définition. - Soit G un groupe abélieno

G ~ C est de type négatif (ou "définie négative") si V n , 9 V x1,..., x 
la forme hermitienne sur en

est positive (p E 

Remarque. - Si ] est réelle, il suffit de considérer la forme quadratique H~
sur R~ .

On démontre facilement les résultats élémentaires suivants 0

PROPOSITION 1. o

1° ~(C) est réel > 0 9

2~ ~ = ~ désigne la fonction x ~-~ ~(- x) ;

3° Re(~) >, ~’(0) >, 0 9

4° ~ - ~(0) est de type négatif ~ °

5° les fonctions de type négatif forment un cône convexe de C simplement
fermé ;

6~ ~ de type négatif équivaut à

tels que p~ + o o a +p =0

7° Re(~) est de type négatif.

Pour la démonstration de ces résultats, cf. [lJo o



Exemples de Jonctions de type négatif. 0

a. ~= constante ~0 . o

b. G = R~ ~ = iL(x) , où L est une forme linéaire réelle.

c. G = R~ ~ ~(x) = ~(x) ~ forme quadratique positive. 0

PROPOSITION 20 - ,Si (p type positif, ~(x) =(p(0) -(p(x) est de type né-

gatif, nulle en 0 , majorée en module par 2(p(0) . o

Si 1 p. = 0 , comme (p est de type positif, la quantité précédente est négative.

D’après la proposition 1~ 6~ ~ est de type négatif.

G. Qo F. D.

PROPOSITION 3. - Soit ~ ~ i G~C . o Les propriétés suivantes sont équivalentes s

1~ ~ est de type négatif,

La démonstration, élémentaire, s’ appuie sur le lemme suivant.

LEMME 10 - a.... est une forme 0 sur alors
a .. - _~:_~..._~ ....~....~ _.._..~...~... _~. ~.~.~.......,.~.........._.~...._

l e 1J 
p . 1 03C1j en est encore U_118 o

on démontre que : 03A3 a.. p . p . positive et 03A3 b .. p . p positive =>
_ 

ij a 1~ 1 J
03A3 a.. b.. p. p. positive, en décomposant en carrés 0 Puis on passe à la série expo-

nentielle.

PROPOSITION 4. - Si ] est de type négatif, |03C8| est o

On peut supposer = 0 . o Pour n =  9 x, y, H (p ~ > 0 .
Le déterminant de cette forme est donc positif :

En développant, on arrive à

Ce Q. F. Do



COROLLAIRE. - Si continue sur Rn

Soit n= partie entière de jxj . . d’après la proposition4.

Prenons y = x/n o

Si

qui est fini si ] est continue,

C.Q. F. D.

THÉORÈ:ME 1. - Soit 03C8 : G ~ C , G localement compact. Les propositions suivan-
tes sont équivalentes ~ i

(l) ~ est de type négatif (respo continue)

(p est de type positif (resp. continue) la convergence étant simple (resp. uni-
forme sur tout compact). 0

(2) ==~> (1) résulte de la proposition 2.

où (p (x) = n e’" " est de type positif (proposition 3)~ continue si

~ tendant simplement vers ] , et uniformément sur tout compact si  est

continue. 0

C. Q. Fo D.

D’après le théorème de Bochner sur R ~ si’ ] est de type négatif, continue, nulle
en 0 , il existe une suite de mesures de Radon n , de masses 1 , telles que

uniformément sur tout compact.

Par un passage à la limite assez pénible, on peut démontrer alors le théorème de

Lévy-Khinin :



THÉORÈME 2Ao - Sur toute fonct ion continue 03C8 non réelle

est de la forme

où G est une constante  0 , L une forme linéaire réelle Q une forme quadra-

tique 0, o une mesure de Radon 0 bornée sur Rn - {0} , et ces quantités
sont uniquement déterminée~ o

THÉORÈME 2B. - Sur Rn , toute fonction définie négative continue 03C8 réelle est

de la forme s

où C est une constante :¿ 0 , Q une forme quadratique 0, a une raesure de
Radon > 0 bornée sur Rn .. {0} , symétrique, et ces quantités sont uniquement dé-
terminées par ~ s

Les réciproques (de telles fonctions sont de type négatif, continues) sont très

faciles.

Nous démontrerons le théorème 2A par la méthode de BEURLING, la démonstration du

théorème 2B ne nécessitant que quelques adaptations évidentes.

Nous allons pour cela introduire un espace fonctionnel qui nous sera très utileo e

Remarque. - Bien C = ~(0) . e On peut donc supposer que ~(0) _ 0 .

2. Démonstration du théorème de Lévy-Khinin.

Ao Es ace des fonctions continues sur {0} à limites radiales en 0 e

1° Dans soient B la boule unité, S la sphère BB(S u {0}).
C(B) est isomorphe à l’ espaceo

~ (~) _ ensemble des fonctions (p continues prolongeables par continuité
à S et 0 en une fonction continue sur B e



Par rt , ~ (c~) se transforme en S ~ ë -= ensemble des fonctions f continues

sur E , ayant une limite finie à l’infini et ayant des limites radiales en 0 ,
fonction continue f* de x*, et atteintes uniformément en x* quand 

3 ° Formes linéaires >, 0 s~ r ~ . - Elles sont de la forme L(f) = ~(f o n) où

jj. est une mesure de Radon ~ 0 sur B o

Si a est la masse de ~~ , et si Q - ~(~z~ 9 on a

où v est une mesure de Radon % 0 sur S , bornée. Le triplet (a , a , v) est

uniquement déterminé par p ..

Une forme linéaire § 0 sur 6 est continue pour la forme 

4° Un sous-espace F de 6 . - Nous poserons .

On a donc

f est continue sur E .

qui a pour limité

qui est une forme quadratique de ~r* , donc continue e

S est donc bien un sous-espace de 6 .



B. Forme linéaire attachée à une fonction de type négatif conti-

nue, nulle en 0.

Soit 03C8 une telle fonction. 

PROPOSITION 5. - L est une forme linéaire sur S

1~ positive,
2~ continue pour la nome uniforme.

Démonstration. - Nous avons vu que t~(y)t == quand y ~ Donc L(f)
est bien définie, et est, bien sûr, linéaire.

uniformément sur tout compact, est une mesure de Radon bornée > ~ sur

n , de masse p, d’après le théorème 1 et le théorème de Bochner s

~° Posons

Or = 0 o Donc

d’où:



d’après le lemme 2, car 0 .

Comme {~(y)i Î tg(y)i Î est intégrable, on peut passer à la limite dans l’intégrale

/E s(y) ~y -

Multiplions les deux membres par e-(|x|2)/2 et intégrons sur Rn s

De J(y) ~ K > 0 et je i~ ~~~ , on peut donc déduire

indépendant de p o Donc

8° Donc L(f) e st une f orme linéaire  C continue pour la norme uniforme sur F.



En effet, on a alors

Co Q. F. D.

G. Prolongement de la forme linéaire T, à l’espace &#x26; .

1 ° LEMME 3 o - L ’ adhérence F #g l% l’ espace B0
f ,de &#x26; et f* sont les

traces sur S de formes quadratiques.0

Une limite uniforme de formes quadratiques étant ime forme quadratique, B0 est

fermé.

Soit f ~ B0, f*(y*) = 1 y*iy*j03B1ij . Soit g e§ telle que g(0) = = 0 ,
~ i = 1 , ... , n , telle que ~2 g ~yi ~yj (0) = 203B1ij , V i , j , telle que g soit

nulle hors d’un voisinage U de 0 convenable, et approche f d’ aussi près qu’on
veut sur un voisinage V de 0 convenable o

En recollant g avec une fonction r[ de § telle que r) soit à support en de-
hors voisinage W convenable de 0 , et telle 

en dehors de W , d’aussi près qu’on le veut, on voit facilement qu’on peut appro-
cher f d’aussi près qu’on lo veut par une fonction de S .

C. Q. F. D.

2° Donc L se prolonge de façon unique à S = 03B20 en une forme linéaire  0
continue L

3° LEMME 4. - Soit ë le sous-espace de ë formé des fonctions nulles à l’infi-
ni. On a

Soit f E &#x26;0 . o Soit a = inf f o Soit ~ une fonction continue, égale à 1 sur un

voisinage V de 0 ~ et à support compact. Ecrivons :

g = f ) E ~ ~ et g est constante au voisinage de 0 , donc g E ~i 9 car
la constante 1 est la trace sur S de la forme quadratique 03A3 yj2

l

C. Q. F. D.



4~ Diaprés un théorème de prolongement :

Si L* 03B20 , sous-espace de ~0 , positive pour 1 ’ ordre sur B0
du cône ê~ n et si 6,. = (B + g~. L* se prolonge en L ~ linéaire sur ë~ ~
positive sur ë~ . °
(Démonstration par le théorème de Zorn, très classique.)

5° PROPOSITION 6. - L se prolonge en une forme linéaire positive î à tout

l’espace S .

se transforme en ~0, (C0(B*) est l’espace des fonc-

tions continues sur B* , nulles en 0 ~ B = B - {0} ).

L correspond à une forme linéaire % 0 , ~ sur C~(B ) ~ qui prolonge une me-
sure de Radon J 0 , v , sur K(B ) .

(b) entrons que v est bornée. o Si v n~ était pas bornée, il existerait une

suite de compacts K 
n 

disjoints, et une suite de fonctions ~ n de K (B ) ~ à
supports disjoints, telles que

Donc

Posons

et

alors f = sup f o Donc (f) (fn) = 03BD(fn) n, ~ n , ce qui serait impossible.

(c) Donc v E m (B ) , et se prolonge en v  0 sur (continue pour
la norme uniforme).

On a bien sûr v . Définissons  sur en prolongeant . Posons

~(l) = r~ = masse de v a Soit f E ~~B ) . Nous poserons s

~ est évidemment linéaire.

Soit o



Donc

§i est donc une forme linéaire  0 sur C(B) , prolongeant p , et  correspond
- -

à L sur &#x26; , prolongeant L .

G. Q. F. D.

De Représentation de Lévy-Khinin.
- 

,

PROPOSITION 7 o - La forme L peut s’écrire :

où 03C3 et X sont deux mesures de Radon > 0 bornées respectivement sur E et S .

Cela résulte de A., 3 ° ~

Démonstration du théorème 2A, existence. - Soit f o

Or on peut écrire, puisque g(0) = ~ (0) ~ V j :

D’autre part, la fonction g(x) 1 + |y|2 |y|2 (l - e-ix.y - est bornée inté-
1 + iyr

gràble en dx ~ do(y).

Donc d’après le théorème de Fubini 1

soit :



pour toute fonction g e § ~ de moments d’ordre 0 et 1 nuls (c’est-à-dire telle

oue /g dx = dx = 0 , V i ). D’où il résulte que

où k = forme linéaire. 0

Enfin, si ] est non réelle, de ] = ] , on tire

où L est une forme linéaire réelle. 0

C. Q. F. D.

E. Unicité de la représentation
Il suffit de montrer que si

où c = Cte, L linéaire, Q quadratique, 0 bornée 9 est nulle, alors 0 = 0 .

On aura bien alors ~~ - 0 9 j = 0 9 c = 0 o

Soit à moments d’ordre 0 , 1 et 2 nuls.

Or les fonctions 1 + |y|2 |y|2(y) forment un ensemble riche dans {0}) .

Il en résulte que 0=0. 0

C. Q. Fo Do



3 . Mesures de Radon positives indéfiniment divisibles et fonctions de type négatif.

A, Mesure de probabilité indéfiniment divisible sur un groupe G localement

compact abélien.

,

DEFINITION. - Soit p une mesure de Raolon  C de 1 sur G . 0n dit que

p est indéfiniment divisible (en abrégé : i Io Do) s£ V n entier> 0 , il existe

mesure de Radon  ° bornée telle qUe

est alors de masse 1 .

Soit 03C6 = , transformée de Fourier de , sur G . o

PROPOSITION 8. - Si  est I o De alors  = 03C6 est toujours différente de 0 .

Soit u (x) = i ~/n . Quand n -~ u (x) -~ u(x) ~ i
n n

est bien facile à établir ( ~ est la mesure r ~ ~(- r) ),

En prenant ( ~ * V~) 1~n - * on voit que est positive et

vaut ~~n . Donc 
,

Or c~~0) _ 1 , ~p continue -> ~p ~ 0 dans un voisinage V de 0 ===> 

dans un voisinage V de 0 .

n ~ u simplement, u = 1 dans un voisinage de 0 . Donc u est une fonction

de type positif continue à l’ origine, donc partout. Donc il existe une mesure de

Radon % 0 de masse 1 , n , telle que u = n . Donc u est continue, et vaut 1

pour x = 0 , donc u ~ 1 . Donc

C.Q. F. D.



LEMME 5. - Soit C une courbe continue sur G y fermée . Soit F où

(p =~ , p. mesure I. D. Soit ~n~l ~

Or gn multiplie par n l’indice d’ une courbe par rap-

port à l’origine, et 0393 = gn(0393n).ü 11

Donc T(r , 0) = nI(r , 0) = nKn , où K E Z 9 n E N - {0} . Ceci n’est possi-
n n n -. 

ble que si K _ 4 , d n .
n

C. ~. F. D.

PROPOSITION 9..- Si G est connexe ar arc..s, il existe une détermination conti-

nue de log 03C6 (x) qui vaut 0 en 0 .

Soit x E G x ~ a . 0 Il existe un arc C d’ori g ine 0 d’extrémité x . Posons

log ~p(x) est indépendante de C , car si on prend C’ , on a :

grâce au lemme 5 e

C. Q. F. D.

Nous supposerons dans la suite 6 connexe par arcs.

On démontre facilement les lemmes suivants 2

LEMME 6. - Si  est 1. D., les 1/n telles que ( 1/n)*n =  sont bien dé-

terminées, et sont I. Do . 

LEMME 7. - Le produit de convolution d’un nombre fini de mesures I. D. est I. Do

Pour tout rationnel r = p/q > 0 , il existe une mesure I. /
unique telle que (p/q)q = 03C6p, ( p/q)*q =

Enfin, r = er log 03C6 si  = 03C6 .

On a donc un semi-groupe de mesures de Radon  0 de masses 1 : ù ( r)r~Q* ,
qu’on peut compléter 



PROPOSITION 10. - L’application r ~ ~ est continue pour la topologie vague

et pour la convergence 

Nous aurons besoin, pour démontrer cette proposition, du

IEMME 9. - Si n ~ 03BD simplement, n et v étant des mesures de probabilités,
alors vaguement (et même étroitement).

Il suffit de montrer la convergence sur un ensemble positivement riche dans

K(G) . Or il er existe- un d (par exemple K+ * K+) dont les transformées de Fourier
des éléments sont intégrables.

Soit donc ] ~ CL .

C. Q. F. D.

Démonstration de la propositiono - Si une suite de rationnels rn -~ r ,

...

simplement, et même uniformément sur tout compact .

Donc n ~ n vaguenent, et même étroitement"puisque les masses se conservent 0
r r
n

Go Q. F. D.

3 o - U 1 est connexe par arcs le semi-groupe ( r) r~ ,i 
se plonge

dans un semi-groupe vaguement continu de mesures de Radon  0 de masse

l , unique.

Ce semi-groupe est étroitement continu, et chaque est I. Do

V r G Q+ , p = er log  . Si r - p - et log  qui vaut 1 en 0 ,- r - r

et est continue de type positif, donc il existe unique  0 , de masse 1

~~~ ~+, ~ ~~ 0

Donc

L’unicité du semi-groupe résulte de la continuité vague démontrée par le lemme 9.

C. Q. F. Do



On trouvera le théorème suivant o

4 0 - que soit un semi-groupe de mesures de Radon de

masses 1 , sur G, tendant vaguement vers b à l’ origine, il faut et il suffit
,~ ’...~..’ .. 

, 
n 

’

qu’il existe 03C8 de type négatif continue sur G telle 

Voir une démonstration à l’appendice (§ 4). o

On peut alors démontrer le

THEOREME 5. - Si  est une mesure de Radon 0 déesse 1 I. D. sur G de

dual  connexe par arcs, il existe une fonction de type négatif continue 03C8 sur

G ~ unique telle que

(détermination construite plus haut) o

La réciproque est évidente.

En effet, il existe ] de type négatif, continue, telle que V t ~ 0 ~ ~j. = e"’~
t = 1 =.> fl = e-~.

Inversement, 03C8 continue, 03C8(0) = 0 , et  = e’ => 03C8 est la détermination

de - log  construite plus haut.

C. Q. F. D.

THÉORÈME 6 de Lëvy-Khincin. - Soit  une mesure de Radon 0 de masse 1 I. D.

sur ~. o
est non symétrique : II existe s

L forme linéaire réelle sur R~ ~
Q forme quadratique 0 sur Rn ,
o mesure de Radon ~0 bornée sur R~- {0}

uniques telles que 1

2° Si  est symétrique : Il existe s .

Q forme quadratique ~ 0 sur R~
a mesure de Radon 0 bornée symétrique sur Rn - {0}



uniques telles que ;~

En = )J, . Donc si  est symétrique, $ et ] sont réelles ( = symé-
trique de ) o

Le théorème de Lévy-Khinin exprime donc l’équivalence entre la donnée, sur Rn,
de s

(a) Une fonction définie négative continue~ nulle en 0 s ~

(b) Une mesure de probabilité indéfiniment divisible ~ ~

(c) Un semi-groupe de mesures de probabilité vaguement continu i 
U --+

(d) Un triplet formé d~une forme linéaire réelle, d’une forme
quadratique ~ U et d’une mesure de Radon bornée ne chargeant pas
l’origine : (L , Q , o)

Les probabilistes pourraient y ajouter la donnée d’un processus à accroissements

indépendants qui se déduirait du semi-groupe 
-+

4. Appendice : s Démonstration du théorème 4.

1° Un tel semi-groupe est étroitement continu. Donc, quand t ~ 0 ,

t ~ ô étroitement 
.

Donc

car x ~ (x , X) est bornée continue. Donc r(t)  t .~ ’~ t ( ~) est continue à

droite en 0 , et vérifie f(s + t) = f(s) f(t) o C’est une exponentielle continue,
et il existe ~(~) bien déterminée telle que l’on ait :

La proposition 3 prouve alors que ] est de type négatif.

2° Montrons que 03C8 est continue. suivant un filtre
.
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Donc il existe u. tel que ~(~.) = u. -r et u. -~ ~(~) . Par suite
j J J J J

et sur le cercle r, |Z| = 1 , Vt réel % 0 ; ceci entraïne que
K. = 0 

J 
à partir d’un certain rang (séparer les cas où tY ... E(tKj) ~ 0 ou 1,

J J j

ramener le 1er. cas au 2e, en remplaçant t par n - t  0 d’ abord, puis u

par u/2 ; si l’on est pas dans l’un de ces deux cas, considérer les sous-filtres

qui y sont).

En définitive, si xj ~ x, 03C8(xj) ~ 03C8(x) .
3 Inversement, soit ~ de type négatif continue sur G o D’ après la proposi-

tion 3 , V t ~ 0 ~ est de type positif, continue. D’après le théorème de

Bochner, ~’, > o bornée sur G telle = e-t~ .

Donc ~=~~ . e

4° a = ~~+ ( G ~ ) est positivement riche et G est formé de

fonctions de (cf e ~3 ~) o

Soit 

D’après le théorème de convergence dominée, quand t -~ 0

Donc t ~ 03B4 vaguement quand t ~ 0 . 
D.C. Q. F. D.
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