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Séminaire CHOQUST 2-01
(Initiation & 1'Analyse)
3e annde, 1963/64, n° 2

IE THEOREME DE IEVY-KHINGIN
par lMarc ROGALSKI

Les fonctions définies négatives, ou "de type négatif", ont été introdnites par

SCHONBERG sur les groupes abéliens & propos du théoréme suivant :

THEOREME. - Soient G un groupe sbélien, et ¥ : G- R’ ; les propriétés suivan-

ooty e

tes sont équivalentes :

(1) a. p(x,y) =W(x - y) est un écart sur G ;

b. G, muni de p , est isométrique 2 un sous-ensemble d'un hilbert réel.

(2) V est de type négatif, réelle, nulle en O .

LEVY-KHINCIN a donné une représentation intégrale des fonctions définies négatives
continues sur R , représentation qui permet d'expliciter la transformée de Fourier
d'une mesure de probabilité indéfiniment divisible, et de pouvoir exhiber, dans des
cas intéressants, les espaces de Dirichlet, invariants par translation (cf. Travaux
de DENY et BEURLING).

On en trouve une démonstration chez GNEDENKO et KOLMOGCRCV, généralissble & EF s
mais nécessitant quelques passages 3 la limite pénibles. BEURLING, en utilisant un
espace fonctionnel convenablement choisi, a donné de ce théoréme une démonstration

beaucoup plus simple et plus élégante. C'est celle gue nous reproduisons ici.

Les outils nécessaires seront essentiellement la transformation de Fourier sur un
. R
groupe localement compact abélien G (ici R ), avec le théoréme de Bochner (re-

présentation intégrale des fonctions de type positif sur G au moyen des caractéres).

Nous utiliserons & ce propos le théoréme suivant :

THEOREME. - Sur RY ,

~

j% ?ﬁ.df = /& £ du

pour W mesure bornée sur G et f € § , espace des fonctions indéfiniment déri-

vables & décroissance rapide & 1'infini.

2
Nous rappelons enfin que, sur EF , la transformée de Fourier de e"(IXI /2) est

2
. (VZE)n e-(‘Xl /2) » et que, si f =8,
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A
68/(\0) = /n f(X) Xi dx .
éxi R

Pour toutes ces questions, on consultera avantageusement [3].

1. Fonctions définies négatives.

Définition. - Soit G un groupe abélien.
Yt G-C estde type négatif (ou "définie négative") si YV n , Vx, ,..., x €G

- n
la forme hermitienne sur 9

By (P) = i’Zj [W0e;) + 9G) - 9lx; = x)] 03 By

est positive (p € Qn) .

Remarque.‘ - S1 { est réelle, il suffit de considérer la forme quadratique H‘P

n
sur R .

~

On démontre facilement les résultats élémentaires suivants.

PROPOSITION 1.

1° Y(C) est réel >0 ;

R y =$ ol {F désigne la fonction x ~- Y(- x) 3
3° Re(y) > y(0) >0 ;
4° Y - Y(0) est de type né’gatii‘ s

5° les fonctions de type négatif forment un céne convexe de QG simplement

fermé ;

o

6° ¢ de type négatif équivaut

(a) ¥(0) réel >0,

() v=¥,

(¢) Vn, VX, eee X €6, VP s e s Py
tels que Pp + eee +p =0
ijij Yx; - x)p P S0
7° Re(y) est de type négatif.

Pour la démonstration de ces résultats, cf. [1].
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Exemples de fonctions de type négatif.

a. y = constante > 0 .

(d

b. G = g? , Y(x) =iL(x) , ot L est une forme linéaire réelle.
c. G = E? , Y(x) =¢(x) , forme quadratique positive.

PROPOSITION 2. - Si ¢ est de type positif, P(x) = ¢(0) - (x) est de type né-

gatif, nulle en O, majorée en module par 20 (0)

~

Y(0) =0 réel >0, Y =y évidemment.

j\P(Xi - %;) P4 Py =9 (0) |2 Pilz - 290z - %) pyopy -

1

si 2 p; =0, comme ¢ est de type positif, la quentité précédente est négative.

D'aprés la proposition 1, 6°, ¢ est de type négatif.
C. Q. F. D.

PROPOSITION 3. - Soit ¢ : G - C . Lles propriétés suivantes sont équivalentes :

1° ¢ est de type négatif,

20 (a) ¢(0) >0,
) Vt+30, eV oot de type positif.

La démonstration, élémentaire, s'apprie sur le lemme suivant.

LEME 1. - 51 2 8; 4 pi_ﬁ; est une forme hermitiemne > O sur gn , alors

a. .
2e Py pj en est encore une.

On demontréiﬁue : 2 aij Ps pj positive et E:bij Py pj positive =—=>
2 854 bij Py Pj positive, en décomposent en carrés. Puis on passe & la série expo-

nentielle.

PROPOSITION 4. - Si ¢ est de type négatif, VIyT est sous-édditive.

On peut supposer que Y(C) =0 . Pour n=2, x =%, X =7, Hw(p) >0.
Le déterminant de cette forme est donc positif :

2 Re Y(x) Y(x) V) - vx, ¥)
Yy) + ¥(x) - Yy - x) 2 Re Y(y)

En développant, on arrive & [ (x - y)| < (Vux] + Vlwyl)z .

Co Qc Fo Dc



COROLLAIRE. - Si Y est de type négetif contimue sur Eé

W) | = 0(x[*) & 1'infini.
Soit n = partie entiere de |x| . [(ny)| < nzlw(y)] , d'aprés la proposition4.
Prenons y = x/n .
2
W) | € n“feGx/n) | .
A= sup )|,
luj<
qui est fini si ¢ est continue,
2]
w(x) | € i < Alxl* .

Co Qo Fu Do

THECREME 1. - Soit ¢ ¢ G-C, G localement compact. Les propositions suivan-

tes sont équivalentes :

(1) ¢ est de type négatif (resp. continue)

(2) V(x) = lim [c + @n(O) -(pn(x)] ot ¢> 0.
X0

¢, est de type positif (resp. continue) la convergence étant simple (resp. uni-

forme sur tout compact).

() = (1) résulte de la proposition 2.

(1) = (2) ¢ = ¥(0) + 1im n(1 - o~ W—¥(0))/my

n-o

P(x) = $(0) + Lim [p (0) - ¢ (x)],
~(Y(x)=y(0))/n

Y 1l'est, tendant simplement vers Y , et uniformément sur tout compact si ¢ est

ol wn(x) =ne est de type positif (proposition 3), continue si

continue.
C. Q. F. D.
D'aprés le théoréme de Bochner sur BF , si- ¢ est de type négatif, continue, nulle

en O , il existe une suite de mesures de Radon Moo de masses 1 , telles que

Y(x) = lim n /gn (1 - e'ix°y) du

T1->co -

uniformément sur tout compact.

Par un passage & la limite assez pénible, on peut démontrer alors le théordme de

Lévy-Khinlin :
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THEOREME 24. - Sur ﬁﬁ , toute fonction définie négative continue ¢ non réelle

est de la forme

Y(x) = C + iL(x) + Q(x) + jén_{o} (1 -e

I35 1+ ]y]" doly)

L yf iyl

-iX.y

ou C est une constante >0, L une forme llnealze rhelle, Q wune forme guadra-

J— e - o 70

tique > 0, o wune mesure de Radon > O bognﬁgmggg R - {C} , et ces quantités

sont uniquement déterminées par ¢ .

e

THEOREME 2B. - Sur &%

~

, toute fonction définie négative continue ¢ réelle est

de la fqzme s
=0 ) / X y) L I i2 ds (y)
Y(x) + Q(x) + R_{0} (1 - cos x. ___r_ﬁ%__ o

oi C est une constante > O, Q une forme quadratique > 0 , o une mesure de

Radon = O bornée sur R" - {0} , symétrique, et ces quantités sont uniquement dé-

terminées par { .

Les réciproques (de telles fonctions sont de type négatif, continues) sont trés

faciles.

Nous démontrerons le théoréme 2A par la méthode de BEURLING, la démonstration du

théoréme 2B ne nécessitant que quelques adaptations évidentes.
Nous allons pour cela introduire un espace fonctionnel qui nous sera trés utile.

Remarque. - Bien sfir, C = ¢(O) . On peut donc supposer que WY(0) =0 .

2. Démonstration du théoréme de Lévy-Khinéin.

A. Espace des fonctions continues sur En - {0} 2 limites radiales en O .

1° Dans gn , soient B 1la boule unité, S 1z sphére unkté, w = B\(S u {0}) .
C(B) est isomorphe & 1'espace.
#(w) = ensemble des fonctions ¢ continues sur w , prolongesbles par continuité

& S et O en une fonction continue sur R .

2°80it m: w-»E =R" - {0} .

n(y) :...i;*li.y* sl y = ]yly* ol y* e S .
vy x*
(x) = TR
+ |x
Si y->0, 7m(y) >+ o,

3 yo-y*, nly)->0.
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Par n , %(w) se transforme en & : & = ensemble des fonctions f continues

sur E , ayent une limite finie & 1'infini et ayant des limites radiales en O ,

* *

fonction continue f£* de x , et atteintes uniformément en x* quand lx] -0,

3° Formes linéaires > C sur & . - Elles sont de le forme L(f) = W(f o ) ou

p est une mesure de Radon > 0 sur B .
P:|-11+H2+H3,
o py=plll, py=plw, py=pls.
Si a est lamasse de W, , et si o =n(y,) , on a

L(f) = a £(x) + f £(y) doly) + f3 £5(G) av(y™)

ou v est une mesure de Radon >0 sur S , bornée. Le triplet (a , 0, V) est

uniquement déterminé par p .

Une forme linéaire >0 sur & est continue pour la forme Hf”w,..

4° Un sous-espace & de & . - Nous poserons

2 A
s:{fif(w:e(yyiﬁg;’.. o ges ot 800 =20 -0, vi-1 .., 0
v J

f=0 <= g=0.
On a donc
/gdy:/ngdyzo, vj:l’eoe,n’ geg-—__.>f(w):0

f est continue sur E .

Posons y=ry* .81 r -0

qui a pour limité

qui est une forme quadratique de y* , donc continue.

& est donc bien un sous-espace de & .
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B. Forme linéaire 2 O sur & attachée & une fonction de type négatif conti-

nue, nulle en O .

Soit ¢ wune telle fonction.
Posons, V f € & , donc de la forme f = §(y) i ) :
y
L(g) = - [, ¥(y) g(y) dy

PROPOSITION 5. - L est une forme linéq}re sur 5

o 3 s
1° positive,

29 continue pour la norme uniforme.

Démonstration. - Nous avons vu que |¢p(y)l = O(Iylz) quend y »  « Donc L(f)

est bien définie, et est, bien silr, linéaire.

Y(y) = linm <ap<o> - ﬁp(y))

po®

uniformément sur tout compact, ol pp est une mesure de Radon bornée $ 0 sur

Bn s de masse p , d'aprés le théoréme L et le théoréme de Bochner :
p(1 = W) _ (o) ) =6 ) v

1° Posons
L,(£) = - £ 0, g(y) dr

Ly(f) = - /En 6(y) gly) ay

- /Rn B,(0) g(y) ay + /En ﬁp(y) g(y) dy

-~

A

== [, ey) ﬁp(o) gy + S B(y) dp, (y) -

e
~ A

Or §(0) = 0 . Donc

Lp(f) = /Rn g(y) d}.tp(y) est 30 si £ 3>0.

~

o _ Iy [?
2 Lp(f) = /_Iin-»{O} £(y) TP du,(y)
dtou :

, , 2 ,
(@1 S Nl L) s an o)
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3° IEMME 2. - 30it Ze€ C , tel que Re 230 . Posons u = n(1 - e-Z/n) . un—>Z

—— o o

quand 1 »+w , et Vn, |ul< 2] .

4° Quand p - +w , Lp(f) - L(f)

o)1 = pi - o WEN/P| ¢ 4y

dtaprés le lemme 2, car Re y 3 C .
comme |W(y)| lg(y)| est intégrable, on peut passer & la limite dans 1'intégrale
/5 8(y) gly) dy -

50 L(f) >0 si £30. £20 = Lp(f);o , et Lp(f) -+ L(f) quand

Py,

6° |u(e)| < il —-l——az dp (y) . Ceci résulte du 2° par passage & la
limite. Iyl
7° sup /E "‘m_i (y) < + © ., Posons ———le:-z dpp(y) lE = dvp(y) , mesure
Pyl Iy

sur E . Alors

. ! i2
Y(x) = éffoo /E (1 - ™) l—‘l‘-;:%‘—- dvp(y) = ;fi ep(x)

5
Multiplions les deux membres par e-“XI )2 et intégrons sur ﬁn

/n (1 _ e—ix.y) e"(ixlz)/Z ax = (VIR (1 - ef-(lyiz)/Q)

12
~(ly1%)/2
La fonction J(y) = (V2 )" 1»_.':.?.--3.-..‘-«.- (1 + ]y]z) est minorée sur En par K>0 .

y

~(Ixl*)/2 .
/Rn Gp(x) e dx = Jf, I(y) dvp(y) réel >0 .
De J(y) >K>0 et Iepl < l\pl , on peut donc déduire

2
/E dvp(y) < /K /Rn ly(x) | e-—(lxl )/2 ix

indépendant de p . Donc

sup/ d'\)(y):M<+oo.
p ECP

8° Done L(f) est une forme linéaire 3> O continue pour la norme uniforme sur 5.
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En effet, on a alors
IL(e) | < |lfll, x M -

Cn Qo Fc Do

C. Prolongement de la forme linéaire L & l'espace & .

1° IEMME 3. -_p'adhérence T de 3 (ESEE la norme uniforme) est l'espace @O

e

des fonctions f 'gg & mnulles & 1'infini, et dont les fonctions f* sont les

bt dystpiigd i e e o i o o 1 i . — o ot S

traces sur S de formes quadratigues.

Une limite uniforme de formes quadratiques étant une forme quadratique, @O est

fermé.

S§cp, => 5Ca -
Soit fe@ , £(y)=2 v, ;)3.* G - Soit g €8 telle que 2(0) =%§7=o;
Vi=1l, ... ,n, tellelaie 555?5%; (0) = inj , Vi, j, telle que lg soit

nulle hors d'un voisinage U de O convenable, et approche f d'aussi prés qu'on

veut sur un voisinage V de O convenable.

En recollant g avec une fonction n de & telle que ﬁ soit_a support en de-

hors d'un voisinage W convenable de O , et telle que €-£~i—4x—— approche f ,

2
Iy |
en dehors de W , d'aussi pres qu'on le veut, on voit facilement qu'on peut appro-

cher f d'aussi prés qu'on 1l» veut par une fonction de & .
C. Q. F. D,

2° Donc - L se prolonge de fagon unique a = @O en une forme linéaire > O

] *
continue L .

3° LEMME 4. - Soit SO le sous-espace de & formé des fonctions nulles & 1'infi-
ni. On a

© a ctorstny

Soit f e &; . Soit a =1inf £ . Soit ¢ une fonction continue, égale 3 1 sur un

voisinege V de O , et & support compact. Ecrivons :

f=f - inf(cpa , £) + inf(&pa , )

g = :'Lnf(cpa , £) € &, , et g est constante au voisinage de 0 , donc g e B, , car
la constente 1 est la trace sur S de la forme quadratique )3 vy

e+

n:f-geuo CQQ.FODQ
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4° D'apres un théoréme de prolongement :

Si L est linéaire sur ®, , sous-espace de SO , positive pour 1l'ordre sur (BO

e e - 0 i T o iy

du clne 8(; nBy, et si 80 =B + 80 , L se prolonge en L , linéaire sur 50 s

e . .
positive sur E’O .
(Démonstration par le théor2me de Zorn, trés classique.)

50 PROPOSITION 6. - L se prolonge en une forme linéaire positive T & tout
l'espace & .

(a) Par 1, GO(B*) se transforme en & , ( CO(B*) est l'espace des fonc-

tions continues sur B¥ , nulles en O , B* =B -~ {0} ).

L correspond & une forme linéaire >0, u , sur CO(B*) , qui prolonge une me-
sure de Radon >0 , v , sur ¥ (8%) .

(b) Montrons que v est bornée. Si Vv n'était pas bornée, il existerait une
suite de compacts Kn disjoints, et une suite de fonctions N de 3€+(B*) , 2

supports disjoints, telles que

l/nlensq)nSl/n, Vn

v(Kn) >n, Von
Done

vip,) 21, V n
Posons

£f= 3 £ e c (¥
pél le 3 O( ) ’
et 0
%
fnz}:tpp, LppefK:(B),Vp

p=1

W

alors f = sup £ . Donc p(e) > p(fn) = v(fn) n, Vn, cequi serait impossible.

X ~ %
(c) Donc v € mt (B") , et se prolonge en V 20 sur GS(B ) (continue pour
la norme uniforme).

On a bien sAr v < p . Définissons p sur C(B) , en prolongeant u . Posons

H(1) =m = masse de v . Soit f € G(B) . Nous poserons :
A(E) = plf - £(0)] + m x £(0)
H est évidemment linéaire.
Soit f e C'(B) .

ple - £(0)] =2 9[f - £(0)] .



Or f - £(0) > - £(0) . Donc
ple - £(0)] = - mf(0) .
Donc
H(£) > 0.

I est donc une forme lindaire > O sur C(B) , prolongeant u , et B correspond

&4 T sur & , prolongeant L .

C. Q. F. D.

D. Représentation de Lévy-KhinCin.

PROPOSITION 7. - La forme L peut s'écrire s

L(£) = mf(x) + f £(y) doly) + J5 £ (77) ™)

o 0 et A sont deux mesures de Radon > O bornées respectivement sur E et S .

Cela résulte de A., 3°.

Démonstration du théoreme 2A, existence. - Soit fe & .

L(£) = [ £(y) do(y) + Jg £ ) i)

f e il e - s B o) £ BT s
CEEY TR Y ey s Y

i * % *\ _
Posons 5 /é ¥y Y5 ar(y™*) = cij .

2 A
o g _

5§;jg§3(0) = - /ép Xi Xj g(x) dXA
0 1 3 i 1 | A _ag(o) TR
r on peut écrire, puisque g(0) _-7;;——(0) , V3§

J
Bly) == [pe(x) (1 - ™Y - 2T ) ax

R 1+ |yl
‘2

D'autre part, la fonction g(x)-l-i—lz;— (1 - e~ 1XY --——251245) est bornée inté-

Iy 12 1+ yl
grable en dx @ do(y).

Donc d'aprés le théoreéme de Fubini :

°

2
1+
|2) Iyl':sél do(y)] dx - /ﬁn(i%j x%5 055) gx) ax

L(f) = - /Rn g(x)[/E(l - o y__ixey

1+]y
soit :
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. 2
- [ 000) glx) ax = = Lo g0 + fl1-eT- :’j‘;’l %) 1‘ny“¥2‘ do(y)] ax

pour toute fonctlon g €8 , de moments d'ordre O et 1 muls (c'est-a-dire telle

5

que [gadx = /' dx =0, Vi). Dol il résulte que

wu>=k+zu>+qu>+4;u-edﬂy_ ey ) byl o)
Le lyl® Iyl

o k =Cte , £ = forme linéaire.

$(0) =0 => k=0

S @ x yD® ol

Q@):g@<gjﬁy§%
b4

* *
Donc Q@ 20
Enfin, si ¢ est non réelle, de V¥ = @ , on tire

2 (X) = 1L(X)

ou L est une forme linéaire réelle.
Co Q,o Fo Dn

E. Unicité de la représentation.

I1 suffit de montrer que si

Y = c + iL(x) + Q(x) + jé (1 - o~IXy _ _IXey ) 1+ ]yl doly) ,
Le y© IR

ot ¢ =Cte, L 1lindaire, Q quadratique, o bornée, est nulle, alors o =0 .
On aura bien 2lors Q@ =0, L=0, c¢c=0.

, 1 et 2 nuls.

Soit f € & , & moments d'ordre O

A ¢fdx—-1%‘j{§'%@oddy>=
Yy

Or les fonctions i—f—%%l— %(y) forment un ensemble riche dans K(ﬁ? -.{O}) .
y

I1 en résulte que o =0 .

Co Qo Fo Do
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3. Mesures de Radon positives, indéfiniment divisibles et fonctions de type négatif.

A. Mesure de probabilité indéfiniment divisible sur un groupe G localement

compact abélien.

DF:FINITION. - Soit p une mesure de Ragdon > O de masse 1 sur G . On dit que

B est indéfiniment divisible (en abrégé : I. D.) si V n entier > 0, il existe

Hy /n mesure de Radon > O bornée telle que

Ho= (“1/n)

H1/n est alors de masse 1 .
Soit ¢ =ﬁ , transformée de Fourier de p , sur G .

o) =/, (- x, ) aux) ,

. . n
¢(0) =1, ¢ est contime, lp/g1, YVn>0, 3 1 /n telle que (cpl/n) =9 .

PROPOSITION 8. - Si u est I. D., alors ﬁ: ¢ -est toujours différente de O .
2
) 2/

Soit un(x) = lo(x . Quand n -, un(x) - u(x)

[0 si ¢(x) =0
u(x) =
\ 1 si o(x) £0.

//\\

e ¥ _ ~
= (Pl/n X (Pl/n = Ml/n * lJ'1/1'1 = (b * p)l/n

‘2

I(Pl/n
est bien facile & établir ( I est lamesure I -»pu(-T) ).

 En prenant (p * '}I)l/n = My /p * ;Il/n , on voit que (Icp]z)l/n est positive et
vaut ]cplz %, Donc

~ ~

u (x) = (p* “)1/n (x) = v (x) .
Or ¢(0) =1, ¢ continue => ¢ #0 dans un voisinage V de 0 =—> u=1
dens un voisinage V de O .

v, o U simplement, u = 1 dans un voisinage de O . Donc u est une fonction
de type positif continue & l'origine, donc partout. Donc il existe une mesure de

Radon >0 de masse 1, n , telle que u = 7. Donc u est continue, et vaut 1

pour x =0, donc u =1 . Donc

o(x) £0, V x. C. Q. F. D.
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IEMME 5. - Soit C wune courbe continue sur G , fermée. Soit I =9 (C) , ou

¢ =fi , P mesure I. D. Soit cpl/n:@n , (pn(C) :l"n . Alors, Vn2>1,
IC,0) =1, ,0 =0,
G Soit g, ¢ C-C: U~ u
Pn
(PJ/ P =g o0 .
n l/n
C ¢ -gn 4 Or g, mltiplie par n 1'indice d'une courbe par rap-
port & l'origine, et T = gn(l"r) .

Done I(r , 0) = nI(r, , 0) = nK , ot K €2, nel - {0} . Ceci n'est possi-

ble que si K =0, Vn.
C. Q. F. D.

A
PROPOSITION 9. - S8i G est commexe par arcs, il existe une détermination conti.

nue de log ¢(x) qui vaut O en O.

Soit x e @ , X #0 . I1 existe un arc C d'origine O s d'extrémité x . Posons
_ az
Log ¢ () = Jo (o) 7
log ¢(x) est indépendante de C , car si on prend C' , on a :
dz az
ho©) 7 = hen T

gréce au lemme 5.
C. Q. F. D,

Nous supposerons dans la suite ¢ conmexe par arcs.

On démontre facilement les lemmes suivanis :

IEMME 6. - Si p est I. D., les p , telles que ()™ =4 sont bien dé-
- + /
terminées, et sont I. D.

IEME 7. - Le produit de convolution d'un nombre fini de mesures I. D. est I. D.

IEMME 8. - Pour tout ratiomnel r =p/q >0, il existe une mesure I. D. p
unique telle que (F_7-)% =P (p y¥d = “*p et Vr, rteqQ o ir}lp/gp.

. Pp/q > /e > = ’ Zp0 Fp¥Hp Fhpgp
Enfin, ﬁr = eF 108 ¢

. A
si H=¢ .

On a donc un semi-groupe de mesures de Radon >0 de masses 1 : (Hr)reQ* y
qu'on peut compléter par My =6 . +
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PROPOSITION 10. - L'application r ~- o est continue pour la topologie vague

et pour la convergence étroite sur ¥ (G)

Nous aurons besoin, pour démontrer cette proposition, du

IEME 9. - Si ﬁ; > % simplement, p et v étant des mesures de probabilités,

alors 4 -V vaguement (et méme étroitement).

I1 suffit de montrer la convergence sur un ensemble positivement riche & dans
%(G) « Oril er existe un O (par exemple ¥* % % ) dont les transformées de Fourier

des éléments sont ihtégrables.
Soit donc ¢ € & .
fovan, =/p 00 ax,
ﬁnl,s I&l intégrable, et ﬁ -9 . Donc
/é Y dp, - /% ¢m /' Y av .

1Y

Co Qu F. D.

Démonstration de la proposition. - 5i une suite de rationnels LS

r, log ¢
h, =e n L eT log o _ ﬁ

n
simplement, et méme uniformément sur tout compact.

r

Donc o =M, vaguement, et méme étroitement,,puisque les masses se conservent.
n
C. Q¢ F. D.

THECREIE 3. - Si ¢ est conmexe par arcg le semi-groupe (p.r) rcq 8¢ plonge

e

dans un semi-groupe (pt)teR vaguement continu de mesures de Redon > O de masse
o+

1 , unique.

Ce semi-groupe est étroitement continu, et chagque p, est I. D.

Vre g+ y M, = e’ log } .81 r-tekR , B = e’ log f qui vaut 1 en O

b
et est continue de type positif, donc il existe Hy unique > 0, de masse 1
telle que ﬁt = et log a.

B % B = By X By = Heipr o
Donc
P"t hd P'tt = ""’t+-tl °
L'unicité du semi-groupe résulte de la continuité vague démontrée par le lemme 9.

Co Qo Fo Do



On trouvera dens [1], le théoréme suivant.

THEOREHME 4. — Pour que (“t)teR, soit un semi-groupe de mesures de Radon de

ke s . . . .
masses £ 1, sur G , tendant vaguement vers d & 1l'origine, il faut et il suffit

A
qu'il existe y de type négatif continue sur G telle que

Vt>0, @:e-hlj.
Voir une démonstration & 1'appendice (§ 4).

On peut alors démontrer le

THEOREME 5. - Si j est une mesure de Radon 3> O de masse 1 I. D. sur G de

e

A
dual G connexe par arcs, il existe une fonction de type négatif continue Y sur

, unique telle que

Pp(0) =0, B= e~V , clest-d-dire ¢ = - log R

(détermination construite plus haut).

La réciproque est évidente.

En effet, il existe ¢ de type négatif, continue, telle que V t >0 ﬁ; = o~

b=1 = f=eV.

fi(0) =1 = y(0) =0 .

Inversement, Y contimue, Y(0) =0, et R = oV — Y est la détermination

de - log ﬁ construite plus haut.
C' Q' Fu D.

THE ORCIE 6 de Lévy-khindin. - Soit M une mesure de Radon > 0 de masse 1 I. D.
n
sur R .

1°©5i p est non symétrique : Il existe :

L forme linéaire réelle sur R" ,

Q forme gquadratique > 0 sur R®

~

3

o mesure de Radon > O bornée sur R™ - {0}

uniques telles que :

. , 2
B(x) = exp {- iL(x) - @(x) - /%n {0} (1 - ™7 . 1 1X}Y‘2) ! I igl do(y)}
R~ + ly y

2° Si p est symétrique s: Il existe :

@ forme quadratique > 0 sur E?

2l

o mesure de Radon > O bornée symétrique sur R" - {0}




uniques telles que ¢

2
) = e (- 00) = fon ) (4 = 00 ) 2t a0y
- y

En effet, p = ﬁ . Donc si p est symétrique, ﬁ et Y sont réelles (f = Symé-
trique de p ).

I « - Ve 3 2 . n
Le théoréme de Lévy-Khinlin exprime donc l'équivalence entre la donnée, sur R~ ,
de :

(a) Une fonction définie négative continue, nulle en O s Y

(b) Une mesure de probzbilité indéfiniment divisible : M

(c) Un semi-groupe de mesures de probsbilité veguement continu : (Ht)tER
~+

(d) Un triplet formé d'une forme lindaire réelle, d'une forme
quadratique >0 et d'une mesure de Radon bornée ne chargeant pas
1torigine : (L,Q, o)

Les probebilistes pourraient y ajouter la donnde d'un processus & accroissements

indépendants qui se déduirait du semi-groupe (pt)teR .
poirs

4. Appendice : Démonstration du théoréme 4.

1° Un tel semi-groupe (”t)t>CJ est étroitement continu. Donc, quand t - O ,
by = d étroitement
ANy AN A PN
by () B(x) =T (%) .
Done
~ . A
}J.,t(é\C) = /G (X 5 g\{) G-Ht(x) i (O ) X) =1

car x ~» (x , %) est bornée continue. Donc £(t) 2 t ~a'ﬁ;(§) est continue &
droite en O , et vérifie f(s + t) = £(s) £(t) . C'est une exponentielle continue,

et il existe Y(X) bien déterminde telle que l'on ait :

V£ 0 @) = o-th (%)

b4
PN A
pt(ﬁ)zfdpts1, Vt20 = y(0) estréel 30 .

La proposition 3 prouve alors que Y est de type négatif.

R° Montrons que Y est contimue. Soit %, -» & suivant un filtre $

Rt L
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Donc il existe Uy tel que w(Qj) =uy ZKj(in) et uy - ¢(§) . Par suite

-tu. =RItK, A
6 .6 o, o~(X) 9
et tK. - 0O sur le cercle I , ]Zl =1, VYt réel = 0 ; cecl entratne que
J
Kj = 0 & partir d'un certain rang (séparer les cas ol tKj - E(tKj) -0 ou 1,

ramener le ler cas au 2e, en remplagant t par u =mn -1t > 0 d'abord, puis u
par u/2 ; si 1'on est pas dans 1'un de ces deux cas, considérer les sous-filtres
qui y sont).
En définitive, si &j > %, ¢(&j) > P(R) .
A
3° Inversement, soit  de type négatif continue sur G . D'aprés la proposi-
tion 3, vt=> 0, e~ W est de type positif, continue. D'aprés le théoréme de

Bochner, Vt>0, 3p, >0 bornée sur G telle que ﬁ; - e~W

el

N __=tw(0)
[ap, ={;(0) =e <1
N _(t+s)\]) AN N
Hies = © = By Bg o

Done o = Hy w My -

A
4° & =%%(G) #» X7(G) est positivement riche dans X(G) , et & est formé de
fonctions de B(C) (ef. [3]).

Soit fed.
A
A A -
fy £0x) dug(x) = f3 BR) ILR) ok = /3 2%) e t(x) 40
D'aprés le théoréme de convergence dominée, quand t - O

Jo £(x) ap, (z) > [ B(R) ax = £(0) .

Done p, - d wvaguement quand t - O . c. Q. F. D.
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