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Séminaire CHOQUET 201
(Initiation & 1ianalyse)
8e année, 1968/69, n° 2 21 novembre 1968

CONTINUITé D'APPLICATIONS LINEATRES

par Michéle DEHEN

Je vais rechercher des conditions suffisantes assez générales qui permettent
d'assurer la continuité d'une application linéaire d'un espace vectoriel topologigue

localement convexe séparé dans un autre.

Tous les espaces vectoriels que je considérerai seront supposés localement con-

vexes et séparés.

1. Théoréme des homomorphismes et théordme du graphe fermé.

LEMME 1.1.0. - Soient F un espace vectoriel topologique de Baire, et W un

sous—ensemble de F tel que U nW=F, et vérifiant la condition de Baire (si
neN
D(W) est 1'ensemble dérivé de W , D(W) s W est maigre). Alors :

(a) W est non maigre ;

(b) W= W estun voisinage de 1l'origine de F .

Démonstration.

(a) Puisque F est un espace de Baire et que U n¥ =F , on peut en déduire que
W est non maigre. . o

(b) Soit o(w) ='EQ;5 ; puisque W est non maigre, 0(W) est non vide, c'est—a-
dire : i1 existe y € O(W) ; [0(W) = y] est encore un ouvert non vide contenant
1ltorigine et, pour tout z appartenant & [o(w) =y], [o(W) +2]n 0(W) est en-
core un ouvert non vide j ceci entraine, puisque W vérifie la condition de Baire,
que [W+ z]nW estnon vide. Or ceci est vérifié pour tout =z appartenant 3
o(W) = 0(W) . Par suite, O(W) - O(W) est contenu dans W - W , et W - W est donc

un voisinage de 1l'origine.

THEOREME 1.1 (Théoréme des homomorphismes). — Soit u une application linéaire,

continue, surjective d'un espace vectoriel métrisable E sur un espace de Baire F.

§i. u transforme tout ouvert de E en un ensemble vérifiant la condition de Baire

dens F , alors u est un homomorphisme du premier espace sur le second.

Démonstration. — BEn considérant le quotient de E par le noyau de u , on obtient

encore un espace métrisable. On peut donc supposer u injective.



2-02

Pour démontrer que u™* est une application continue de I sur B , il suffit de
démontrer que, pour tout voisinage V équilibré et ouvert de l'origine dans E ,
1timage u(V) est un voisinage de l'origine dans F . Si 1'on pose W = u(V) , com-

me E= U nV, on déduit que F = U nW , et de plus W vérifie la condition de
neN nel
Baire, D'aprés le lemme 1.1.0, on conclut alors que W - W = 24 est un voisinage de

l'origine dans F . L'application u est donc un homomorphisme.

COROLLAIRE 1.1.1. = Soit u une application linéaire continue surjective d'un es-

pace vectoriel métrisable E sur un espace de Baire F . Si u transforme tout ou-

vert de E en un ensemble S-analytique de F (gg. & désigne 1'ensemble des fer-—

més de F ), alors u est un homomorphisme du premier espace sur le second.

Démonstration. = Elle est immédiate si 1'on utilise le fait que tout ensemble &-

analytique vérifie la condition de Baire.

COROLLAIRE 1.1.2. - Soit u wune application linéaire continue surjective d'un es~

pace métrisable et complet E sur un autre F . Alors u est un homomorphisme du

premier espace sur le second.

Démonstration. - Si F est métrisable et complet, alors F est un espace de

Baire,

Soient d wune distance sur E , et d' une distance sur F . Pour tout ouvert V
de E , il existe une distance dV sur V qui fasse de V un espace métrique com-
plet, et qui définisse sur V 1la méme topologie que d . Comme u est injective,
u(V) peut 8tre muni de la distance d} , image de d, par u, et d% fait de
u(V) un espace métrique, complet. La continuité de wu implique que la topologie
définie par dé sur u(V) , est plus fine que la topologie définie par la restric—
tion de la distance d' de F a u(V) .

On peut supposer que d& est majorée par 1 , par exemple, ainsi que d4' . L'ap-

plication de F x F dans R , qui, au couple (x , y) , associe :
-8 (x,y) eul) xulv),

dy(x , v) = sup(al(x, y) , at(x, ¥)) ,

-8 x ou y appartient & (Cu(V) ,

dolx , ¥) =1 ,

définit une distance sur F . De plus, cette distance d, définit, sur u(V) , une

topologie identique & la restriction de celle de F a u(V) , et d, fait de u(V)
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un sous—espace complet de F . [1 résuite du 1ait que 1lfapplication identité
(w(v) , an) - (¥, 4,)

est continue, que u(V) est un G, de F muni de la distance initiale 4' , cl'est-

8
a~dire un G6 de F muni de sa topologie.
Or un G6 vérifie la condition de Baire, et on peut conclure que D[u(V)] - u(V)

est maigre.

On peut donc conclure que u(V) vérifie la condition de Baire, et par suite u

est un homomorphisme de E sur F .

COROLLAIRE 1.1.3. - Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques métri-

sables, F étant de plus un espace de Baire. Si u est une application linéaire

continue de E dans F , qui transforme tout ouvert de E en un ensemble de F

vérifiant la condition de Baire, et si u(B) n'est pas égal & F , alors u(E) est

maigre.

Démonstration. - Si 1'on suppose que W = u(E) est non maigre dans F , on peut

déduire du lemme 1.1.0 que W - W = u(E) est un voisinage de l'origine dans F .

Utilisant la métrisabilité de F , on déduit que

F= U n(W-W =ulB) ,
nell

ce qui est en contradiction avec 1'hypothése.

THEOREME 1.2 (Continuité d!applications linéaires). - Soient E et F deux espa-

ces vectoriels topologiques métrisables, E d&tant de plus un espace de Baire. Si u

est une application linéaire de E dans F , telle que tout ouvert du graphe de u

dens E x F se projette sur E en uun ensemble vérifiant la condition de Baire,

alors u est une application continue de E dans F .

Démonstration. - Soit H 1le graphe de u, H={(x, u(x)) | xeBE . H étant

un sous—espace vectoriel de E x F , est métrisable. La projection Pp de H sur
E est une application linéaire, continue, surjective, et qui transforme tout ouvert
de H en un ensemble vérifiant la condition de Baire. D'aprés le théoréme 1.1, son
inverse est donc une application continue de E sur H . L'application u qui
s'obtient en composant cette application avec la projection de H sur F est donc

aussi continue.

COROLLAIRE 1.2.1. — Soit wu une application linéaire d'un espace vectoriel métri-

sable de Baire E dans un espace métrisable F . Si tout ouvert du graphe de u
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dans B x F se projette en un ensemble J-analytique de B (22 & désigne 1l'en~

semble des fermés de B ), alors u est continue.

Démonstration. = On se raméne au théoréme 1.1, car tout ensemble S-analytique vé-

rifie la condition de Baire.

COROLLAIRE 1.2.2. — Soit u une application linéaire d'un espace vectoriel métri-

gsable et complet E dans un autre F . Si le graphe de u est fermé, alors u est

une application continue.

Démonstration. - Le graphe H de u étant un sous—espace vectoriel femmé de

E x F, est métrisable complet. D'aprés le corollaire 1.1.2, Pp est donc biconti=-

nue, et par suite, u est bien une application continue de E dans T .

COROLLAIRE 1.2.3. = Dans un cadre plus général, si E et F sont deux espaces

métrisables, si [ est un espace de Baire, et si E et F sont des espaces sous-

liniens (c'est-2-dire des images d'espaces polonais par des applications continues),

ou bien des espaces X-sousliniens (on dit qu'un espace X est X-souslinien, s'il

existe un espace polonais P et une application & semi-continue supérieurement

au sens fort de P dans 1l'ensemble des compacts de X tels gue £ = @(P) ), toute

application linéaire uw de E dans F , dont le graphe est un ensemble borélien de

E x P, est continue.

Démonstration. — Les conditions sur B et F entratnent que E x F est ¥*=

souslinien. Si V est un ouvert du graphe H de u, V est borélien dans E x F.

La projection de V dans B est, par suite, un sous-ensemble S-analytique de

E, et 1'on sait qu'un tel sous-ensemble vérifie la condition de Baire.

On peut donc conclure que u est continue.

2. Généralisations du théoréme de continuité d’aERlications linéaires.

LEMME 2,1.1. -= Si f est une application linéaire continue d'un espace métrisable

de Baire Y dans un espace métrisable de Baire & , alors :

(a) Tout ouvert du graphe H de f se projette sur Y en un ensemble qui vEri-

fie la condition de Baire ;

(b) f est un homomorphisme de ¥ dans & .

Démonstration.

(a) On notera H 1le graphe de f dans ¥ x & , et p la projection de H sur

Y

L
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Comme f est continue, H est un sous—espace vectoriel fermé de Y x & , il est

de plus métrisable.

A
Soient w wun ouvert de H , et W 1la
H

projection de « sur VY .

Comme (D(w) \ w) est rare dans H , pour
tout point x de ¥ et pour tout voisinage D(w)
WX de p(x) , il existe un voisinage YX de o

C N

x tel que f(\?X) LI

L'ensemble (YX X ﬂx) NH est alors un ./, W L
voisinage de (x ’ p(x)) dans H . L'ensem— (W) ¥

ble (Yx x WX) n (D(w) N~ w) est rare dans H ,

donc dans VY x & .
Comme & est métrisable, D(\?x nw ~ Yx N'W est maigre dans V¥ .
L'ensemble D(W) N W est donc localement maigre j il est, par suite, maigre.

(b) se déduit immédiatement de (a) en utilisant le théordme 1.2.

LEMME 2.1.2. = Soient E un espace vectoriel métrisable de Baire, et F un espa-

ce vectoriel localement convexe, limite projective d'espaces (Ey) par des applica-

tions fa : F “Q'FE , Ces espaces Fa vérifiant :

"Si U, est une application de E dans F& , dont le graphe Ha dans E x Fa

est tel que tout ouvert de Ha se projette sur E en un ensemble vérifiant la con-

dition de Baire, alors u, est continue'.

Si u est une application de E dans F telle que tout ouvert du graphe se pro=-

jette sur E en un ensemble vérifiant la condition de Baire, alors u est continue.

Démonstration. - Pour tout « , on pose u, = fa °ou .

On note G 1le graphe de u dans E x F , et Gd le graphe de U, dans E x Fa .

Comme fa est continue, 1l'application &, de E x F dans E x Fa définie par

8, = (identité de B s fa) est aussi continue.

On note Pn la projection de E x F sur E , et p% la projection de B x Fa

sur E .

Pour montrer que le graphe Gd de u, vérifie les conditions exigées, il suffit
de montrer que, pour tout ouvert w, de Ga s la projection pg(wd) vérifie la

propriété de Baire.
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Puisque Ga est muni de la topologie induite par celle de E x Fa s 11 existe un

ouvert w' de E x F_ tel que
o o

o NG =w .
o o o

On peut alors écrire les égalités suivantes :

]

p%(qa) {xeB: (x, ua(x)) € q&}

Il

fxeBE: (x, £, ° u(x)) e Q&}

={XGE

(x, u(x) e &)} -

Comme 8y est continue, g;l(u&) est alors un ouvert de B x F , et par suite
g;l(%;) NG est un ouvert du graphe G de u .

L'égalité précédente peut encore s'écrire :
o -1
pp(e,) = pgle "(0)) n Gl .

D'aprds 1'hypothdse sur u , la projection sur E de 1'ouvert g;l(q;) nG de G
est un ensemble vérifiant la condition de Baire ; par suite, il en est de méme de
ﬂEU%y) , et 1'on peut conclure que U, est continue. Comme F est muni de la to-

pologie limite projective des Fa , 11 en résulte que u est continue.

LEMME 2.1.3. — Soient & un espace métrisable de Baire, et & un espace vecto-

riel, limite inductive dénombrable d'espaces @p métrisables par des applications

o telles que &= U o & . 51 v est une application continue de E dans &
1Y P —_ ’

pell
alors, il existe un entier p, tel que v(E) ©o_ (3 ) . Si, de plus, &  est
PO PO po -
un espace de Baire, et si @p est injective, il existe une application vp y li-
0 0
néaire continue de E dans & , telleque o oV _ =7V .
Po =T Po Po
Démonstration. = Si Bp désigne le sous—espace de
E x 3 défini par : v
D B —=>%
B ={(x,y) | v(x) =0 ()} , AN
P b LN
P o,
BP est un sous—espace fermé métrisable. La projec— \\ b
tion m_ de B sur E est linéaire et continue. \l@
p
De plus E= U m (B ) , par conséquent 1'un des
pey P P

np(Bp) est non maigre.

Dtaprdés le corollaire 1.1.3, on peut donc déduire qu'il existe un p, tel que
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n_ (B ) =E, et, par suite, v(E) est continue dans ¢_ (3_) .

Py Py Py Pg

Dfapres le théoréme 1.1, mp est un homomorphisme, par suite, 1l'application

0

m_l de v(E) dans 3§ est continue ; et donc 1l'application v de B dans
Po Po Po
 , définie par v. = ©° Vv , est continue.
Po Po  Po

On peut de plus remarquer que 7V est, d'aprés le lemme 2.1l.1, un homomorphisme

0

de E dans & .
Py

LEMME 2.1.4. - Soit E un espace vectoriel métrisable de Baire, et soit & un

espace localement convexe séparé, limite inductive dénombrable d'une suite d'espa-

ces & métrisables de Baire par des applications o vérifiant 3= U o (8.)
- P ‘P peN %
On suppose que ® est une application continue surjective de 3 sur E :'gui

transforme tout ouvert de & en un ensemble vérifiant la condition de Baire dans

E . AMlors ® est un homomorphisme.

Démonstration. - On peut poser, pour tout pe€ N ,

— Z’S_—a inl
6; =®o mp . Pour tout p , E; est une applica~- J %?
tion continue surjective de 1l'espace métrisable de e
Baire @p sur l'espace B de Baire et métrisable. wp /‘/wp

Ve

D'aprés le lemme 2.1.1, E; est donc un homomor- e
2 7
phisme. Comme ceci est vrai pour tout p , on peut 3
Y

en déduire que © est un homomorphisme.

THEOREME 2.1. - Soient B un espace vectoriel métrisable de Baire, et F un es-

pace vectoriel localement convexe séparé, limite inductive dénombrable d'espaces

métrisables de Baire (Fp) par des applications linéaires £, : tels que

F=uU £(Fr) .

5i uw est une application linéaire de E dans F , telle que tout ouvert du gra-

phe de u se projette sur E en un ensemble vérifiant la condition de Baire,

alors u est une application continue de E dans F .

Démonstration. - Soit & 1le graphe de u dans E x F, on pose

8, =80 [E x fp(Fp)] ’

et on désigne par @p , 1'injection canonique de @p dans & . Si fp(Fp) est mu-
ni de la topologie image de celle de Fp , et si & est muni de la topologie in~

duite par la topologie produit de celle de E et de celle de fp(Fp) définie
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précddemzent, on peut déduire que @p est une application continue de @p dans
%, que % , muni de la topologie restriction de celle de E x F, est limite in-

ductive des @p par les injections wp , et que

De plus, comme les (Fp) sont métrisables et de Baire, il en est de méme des (@p).

Soient v 1'application de B sur § définie par : x =-» v(x) = (x, u(x)) ,
et ® 1l'application de & sur E définie par : (x, u(x)) =>» x. @ est con-
tinue et surjective, et les espaces E et & vérifient les conditions du lemme

2.1.4, par suite W est un homomorphisme, et donc v = W est continue.

D'aprés le lemme 2.l.3, on peut alors déduire qu'il existe un entier Py tel que

v(E) = 3 soit contenu dans @p , et, comme @p est de Baire, il existe une ap-
0 0
plication linéaire continue vp de E dans &

I

% telle que v =0 o .

0 Po Po  Po
Soit 1 la projection de & sur £ (7 ) y T est une application continue,
Po Po Po
et par suite u=mo vp est aussi une application continue.
0
1 S !
[ ,
——————— )
f (F
b ( po)

> B

LEMME 2.2.1. = Soit E un espace vectoriel localement convexe séparé, limite in-

ductive (de pulssance qpelconqge) d'espaces vectoriels topologiques (Ea) métrisa~

bles et de Baire par des applications linéaires (ea) s et soit F un espace vec-

toriel localement convexe séparé vérifiant :

"Si Y, est une application de Ea dans F 1linéaire, et si tout ouvert du gra-

phe de u, se projette sur Ea en un ensemble vérifiant la condition de Baire,

alors u, est continue'.

Si u est une application de E dans F , telle que tout ouvert du graphe de u

se projette sur E en un ensemble vérifiant la condition de Baire, alors u est

continue.
Démonstration. = Pour tout « , on considdre 1'application u, =uoee de Ed

dans F . Comme ey est continue, tout ouvert du graphe Ha de u, se projette

sur Ea en un ensemble vérifiant la condition de Baire. Par suite, u o ea =,



2~-09

est une application continue de Ea dans F .

Comme E est muni de la topologie limite inductive des Ea , on peut en déduire

que u est continue de E dans F .

THEORﬁME 2.2. - 30it E un espace vectoriel limite inductive (degpuissance quel-

conque) d'espaces vectoriels topologiques (Ea) métrisables et de Baire par des

applications linéaires. Soit F wun espace limite projective (de puissance quelcon=

que) d'espaces (Fg) , les espaces (Fg) étant des limites inductives dénombrables

d'espaces (Fg)pel\l vectoriels topologiques métrisables et de Baire par des appli-

cations (fp) 3 on suppose que, pour tout &, F. = U fE(Fp) .
—_— & & pell &8
Si u est une application linéaire de E dans F , telle que tout ouvert du

graphe de u se projette sur E en un ensemble vérifiant la condition de Baire,

alors u est une application continue de E dans F .

Démonstration. — Elle est immédiate en utilisant successivement le théordme 2.1,

le lemme 2.1.2, et le lemme 2.2.1.

(Texte regu le 7 janvier 1969)
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