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3-01

TOPOLOGIES FACIALES DANS LES CONVEXES COMPACTS ;

CALCUL FONCTIONNEL ET DÉCOMPOSITION SPECTRALE

DANS LE CENTRE D’UN ESPACE A(x)

par Marc ROGALSKI

Séminaire CHOQUET
(initiation à l’Analyse)
9e année, 1969/70, n° 3, 56 p. 27 novembre 1969

1. Rappels et notations.

Nous noterons A(X) l’espace des fonctions affines continues sur un convexe com-

pact X ~ et le cône positif de cet espace.

Nous rappelons que si  t v appartiennent à M+(X~ (mesures positives de masse
1 sur X ~, on note ~, ~ v la relation définie par ~(f) ~ v(f) pour toute f

de S ~ c8ne des fonctions convexes continues sur X . Toute mesure est majorée par
une mesure maximale pour cet ordre. Si x appartient à X, le barycentre de )i

est x 
: 

si, et seulement si, on a Ex ~ ~, . On dit que X est un simplexe si, pour
tout x de X, il existe une seule mesure maximale de barycentre x . Pour que X

soit un simplexe y il faut et il suffit que A(X) , muni de son ordre naturel, véri-
fie le lemme de décomposition de Riesz. Si, de plus, l’ensemble S(X) des points
extrémaux de X est fermé, on dit que X est un simplexe de Bauer. Pour qu’un
convexe compact X soit un simplexe de Bauer, il faut et il suffit que l’espace
A(X) soit réticulé pour son ordre naturel. L’application-restriction de A(X) dans

est alors une isométrie bijective transportant l’ordre. Inversement, si

l’application-restriction de A(x) dans C~~(X~ ~ est surjective, X est un sim-

plexe de Bauer..

Soit f une fonction majorée sur X . On pose

v . 

Si f est minorée sur X~ on pose f(x) =- (-f)(x) .
~

La fonction f est concave semi-continue supérieurement (s. c. s.). On peut la
définir de deux autres façons, si f est s. c. s.

f une fonction s. c. s. sur le convexe compact X.

(a) Pour tout x de X , on a



(b) Si et SSG(f) sont les sous-graphes de f et f , on a la relation

dans l’espace X x R :
= 

( conv(B) désigne l’enveloppe convexe fermée de B ; désigne le sous-

ensemble de X x R : ( (x , | 03BB  f (x)} .)
On déduit de ce résultat les trois propriétés suivantes.

2.

(a) Soit f s. c. s. sur X. Alors f et f coïnci-

dent sur ë(x) .

(b) Soient une famille filtrante décroissante

de fonctions s. c. s. sur X, telle que inff. soit finie
. 

en tout point. Alors on a

(c) X est un simplexe si, et seulement si, f est affine, V feS . Il en est

alors de même pour toute f convexe s. c. s.

Le point (b) n’est autre que le "théorème du minimax" pour les fonctions f. ,
considérées comme fonctions s. c. s. sur le compact M = {  e 1 u, > e ) mu-

ni de la topologie vague.

Nous rappelons enfin deux résultats qui servent fréquemment.

LEMME 3. - Soit X un convexe compact, et soit AS(x) le cône des fonctions af-

fines s. c. s. sur X.

(a) Si fEAS(x) , l’ensemble 1 h>f) est filtrant décrois-

sant, et a pour enveloppe inférieure f. On a le même résultat en se bornant au

sous-ensemble de formé des traces sur X des fonctions affines continues sur

l’espace vectoriel localement convexe séparé "ambiant".

(b) Soient f et g deux fonctions de l’espace vectoriel AS(x) -AS(x) . Si f

et g coïncident sur &#x26;(X) , alors f==g.

Pour tous ces résultats sur les convexes compacts et les simplexes, on se reporte-
ra à [3], [5], En]. [l3], [14].



2. Faces com lémentables et faces parallélisables.

Si F est une face de X , et si f est une fonction définie sur F ~ nous no-

terons fF la fonction sur X obtenue en prolongeant f par 0 sur x ~ F . Le

symbole 1F représentera donc la fonction caractéristique de F . Le lemme suivant

est dû à ALFSEN et ANDERSEN (cf. [2]).

4. - Soient ... , f ~= ~,~~~~ ! g , ... , g E A~(F) ~ où F est

une f ace fermée de X .

Alors, V x ~ X , 3 xi , ... , x ... , ym ~ F , et 03BB1 , ... , À ,
1 , ... , n , nombres >, Q vérifiant ¿ X. + I j = 1 ’tels que

Ce lemme résulte facilement du lemme 1 (b), si on remarque qu’on a.la relation :

SSG[sup(f1 , ... , fn , g1 , ... , gm)] = [U SSG(fJ] u [U SSG(gJ] ," " 
"F ~p i 

~ 
j J

et que, chacun de ces ensembles étant convexe compacta leur enveloppe convexe est
fermée.

LEMME 5. - Soit X un convexe compact, et soit x E x . Notons face(x) la lus

petite face (non nécessairement fermée) contenant x . Alors on a l ’égalité

(où (y, z) et )y , z( désignent les segments fennés et ouverts d’extrémités y

j3~ z).

Ce lemme se ramené à une simple vérification géométrique dans 



~__
DEFINITION 6. - Soi t F une face fermée d ’un convexe compact X . On appelle en-

semble supplémentaire d~ F ~ la réunion, notée F’ y de toutes les faces de X

disjointes de F ; autrement dit, x signifie face(x) ~ F = 03C6.

F’ est une face siy et seulement si, c’est un ensemble convexe.

PROPOSITION?. - Soit F une face fermée d ’un convexe compact X . On a les re-

lations suivantes :

L’ensemble F’ est un G~ ~
Ce résultat se trouve dans [2], ainsi que la démonstration qui suit.

Démonstration.

(a) La fonction 1F vérifie 0  1F  1F  1 ; donc F C 1-1F(1) . D’autre part,
si on applique le lemme 4, avec f 

i 
== 0 et g. = 1 , on voit qu’on peut écrire

x = Xy+ (l-B)z , avec 1 ~ zeF, de telle sorte que î-(x) =X. Donc,
si lp(x) = 1 , x~F. Donc F=~(l) .

(b) De plus, si lp(x) = X ~ 0 , alors y e face(x) n F qui est donc non vide,

et x ~ F’ . Donc F’ c 

Inversement, soit x tel que lp(x) = 0 , et montrons que face(x) n F = %) .
Soit u e face(x) . D’après le lemme 5, 3 v e face(x) et p, 7~ 0 tels que
x = u + (l - p.)v . La fonction 1F étant concave, % 0 , nulle en x, on en dé-
duit que îy(u) = 0 , donc u ~ F .

(c) Reprenons la décomposition x==By+(l-B)z, avec z e F et X = î (x) .
Utilisant la concavité de î- y on obtient

, . ~

d’où on déduit, si x / F ,que z e F’ . Donc X = conv(F u F’ ) .

(d) Enfin, la relation F’ = 1-1F(0) montre, puisque îp est s. c. s. , que F’
~~~ ~ ~ô °

C. Q. F. D.

ALFSEN et ANDERSEN ont introduit dans [2] la notion suivante, qui généralise celle
de [1], [14].

,

DEFINITION 8 . - £n di t qu’une face fermée F d ’un convexe compact X est complé-
mentable, si :



1° F’ est une face ;

2° Pour tout x ~ de x ~ ~F u F~~ , la décomposition barycentrique de x selon
F et F’ est unique.

F’ s’appelle alors la face complémentaire de F.

REMARQUE 9. - Les exemples suivant 3 montrent que ces deux conditions sont indépen-
dantes :

D’autre part, il est équivalent de dire que F’ est une face, ou que F’ est

convexe. 
’

EXEMPLE 1. - Soit Y un convexe compact dans un espace E (e. 1. c. s.) ; dans
E considérons X = conv[Y x (0) u ((0 , 1~~~ . Alors Y x (0) et ((0 , 1~~
sont deux faces complémentables de X .

EXEMPLE 2. - Soit Y un convexe compact dans un espace E, et soit Z un autre

convexe compact dans un espace F . Dans E x F soit

Alors Y x (0) x (0) et {0} x Z x ~1~ sont deux faces complémentables de X .



EXEMPLE 3. - Considérons X = M~((0 ~ il) , et F e X j 1 ~((û ~ ~() = 0) .
Alors F est une face complémentable, et F’ est exactement l’ensemble des mesu-

res portées par (0 , ’~( . On a l’égalité :

et )j, se décompose de la façon suivante 9 F u F’ :

PROPOSITION 10. - Soient X un convexe compacta et F et G deux faces complé..
mentables.

(a) F n G est complémentable, et on a 

(b) conv(F u G) est complémentable.

La démonstration se fait au moyen de calculs barycentriques naturels ; on commen-

ce par montrer que tout x de X s’écrit:

une telle décomposition étant unique (pour des coefficients non nuls) ; la proposi-
tion s’ensuit facilement (cf. [2]).

~ 
Par contre, les faces complémentables ne sont pas stables par "image réciproque

~2014 directe", c’est-à-dire que si cp : X -~ Y est affine continue surjective, et

"directe" au sens où C &#x26;(Y) , et si F est une face complémentable dans

Y ~ n’est pas nécessairement une face complémentable dans X (c’est une
face fermée de X , bien sûr).

EXEMPLE. - On prend pour X un rectangle, pour
Y un segment, et pour 03C6 une projection.

On voit qu’on obtient bien c~ 1 Pt ~ cp~(F)’ ,
qui est une face, mais il n’y a plus unicité dans

la décomposition x =. ~y + t 1 -~ h~ Z : y et z

peuvent varier. Par contre, il y a unicité de ~t ,

D’où l’idée d’introduire une notion plus faible

que celle de face complémentable, et restant stable par image réciproque directe.



DEFINITION 11. - on dit qu’une face fermée F d ’_yg convexe compact X est paral-

lélisable, si :

1° F’ est une face ;

2° Pour tout x de X , (F ~ F’) les décompositions barycentriques de x 

vant F et F’ ont mêmes coefficients barycentriques.

F’ s’appelle alors la face parallèle à F.

Les conditions 1° et 2° sont mxnifestement indépendantes (cf. remarque 9). Remar-
quons que si x e ~(X~ , la face (x) est complémentable dès qu’elle est parallé-
lisable.

Cette fois, les faces parallélisables ne sont stables, ni par intersection fi-
C2014 nie, ni par enveloppe convexe d’un nombre fini d’entre elles ; il suffit de
considérer l’exemple du rectangle ci-contre : ni F n G , 

-

ni conv(F u G) ne sont parallélisables.

Mais nous allons voir qu’on a la stabilité par’ image ré-

ciproque directe. ,

Remarquons d’abord que, grâce au lemme 4 appliqué à f 1 z 0
et gl = 1 , il revient au même de dire que la deuxième condi-
tion de parallélisabilité est vérifiée, ou que, pour toute décomposition barycen-
trique de x :

on a nécessairement X == 

Nous allons en déduire un critère pour qu’une face soit parallélisable.

THÉORÈME 12. - Soit F une face fermée de X . F est parallélisable si, et

seulement si~ la fonction 1~ ~st affine.

Démonstration. - Si îp est affine, soit x = 03BBy + (1-03BB)z une décomposition
barycentrique de x suivant F et F’ . On a î (x) = B.l + (l - X).0 == 03BB , donc
X est unique. De plus, F’ = l" (o) est bien une face..

Réciproquement, supposons F parallélisable. Soit x = (yx + (l - 03B1)x2 . On peut
écrire:

On a alors :



où a E F , et beF’ (car Ft est alors convexe). Donc on a X = ~, + ~ ~ -. a}v ~,

c’est-à-dire îF(x) = + (1 - a) 1 tx ) , et la fonction î est affine.

C. Q. F. D.

PROPOSITION 13. - Soit X --~ Y une application affine continue surjective
directe. Si F est une face parallélisable de Y , (p"(F) est une face parallé-
lisable de X, et on a

Démonstration. - On a les relations suivantes :

La fonction u est concave s. c. s.~ v est affine s. c. s., et u  v . Or u

et v coïncident sur ~(x) , car, sur (p (F) , elles valent 1 , et, sur

5(X) ~ cp" (F) ~ elles valent 0 . On déduit alors facilement du lemme 3 (b) que
u = v . Donc u est affine, et (p" (?) est parallélisable. De plus, comme

(îp o = cp"~[î~(o)] , on voit que = qT~(F’) .
C. Q. F. D~

Z Ce résultat est faux si cp n’est pas directe :

la situation ci-contre fournit un contre-exemple.

LEMME 14. - Soit F une face parallélisable du con-
vexe compact X . Soient f 1 > ... , é A+ ( ~ ~ X et
g E A+(F) . Alors, pour tout x de X , il existe une

décomposition barycentrique de x : + ( 1, - 03BB)z,
avec y E F, telle que, si f = f , ... , f ~ , on ait



Bien si F est complémentable, cette relation est vraie pour la décomposi-
tion barycentrique de x 4

Pour démontrer ce lemme, on utilise une décomposition de x, fournie par le lemme

4,

On décompose ensuite chaque x4 suivant ? et et un simple calcul barycen-

trique permet, compte tenu de la concavité de  , de terminer la démonstration

(cf. [2]).

Le théorème suivant est l ’analogue, pour les faces complémentables, du théorème

12 ; il est dû à ALFSEN et ANDERSEN (cf. [2]).

THÉORÈME 15. - Soit F une face fermée de X . Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(a) F est complémentable ;

(b) V f e A~(F) ~ l’ensemble ~g e A(x) ) 1 g > tp~ est filtrant décroissant ~

(c) ? f e A~(F) ~ la fonction fp est affine.

Démonstration. - Compte tenu du lemme 3 (a)~ (b) =====> (c) est immédiat.

(a) =~~ (c) . Diaprés le lemme 14, si x + (l - B)z est la décomposition

barycentrique d’un point x ~ on a

Or sur F , donc f- est affine sur F.

De plus, on = (sup f) x îp . Cette dernière fonction étant
nulle sur F ont nulle sur donc elle y est affine. Alors, les applica-

tions et étant affines (par unicité) , il en résulte
A .

que f~ est affine.

(c) ====> (a). étant affine, on sait déjà que F est parallélisable. Soient

deux décompositions de x . de même coefficient barycentrique, nécessairement :

Soit f dans A~(F) . ?p(x) == Bf(y) = Xf(y~) . f e A~(?) ,
f(y) = f(y~) ’ Comme A~(F) sépare les points de F ~ on en déduit que y = y’ ,

et donc 

Donc F est complémentable.
C. Q~ F. D.



COROLLAIRE 16 (ALFSEN). - Toute face fermée d’un simplexe est complémentable.

En effet, f~ est convexe s. c. s. si f E 4 . D’après le lemme 2 (c), f- est

alors affine. 
’

Il résulte du lemme 2 (b) et du lemme 3 (a) que, si F est une face compléments-
ble d’un convexe compact X, alors V f E ~.~ ~F~ , f F est affine s. c. s. sur X

et prolonge f . 
’

REMARQUE 17. - On trouvera, dans [2], le résultat suivant : si F est complémen-

table, toute fonction f de A(F) se prolonge en une fonction f de A(X) (et
même, ~ e > 0 , on peut choisir f pour que I~ ~ ~ !  ~ 1 

"~ 
Ce résultat est faux pour les faces parallélisables. Voici un contre-exemple,

~L- dû à PHELPS (ce contre-exemple peut être généralisé ; 

Dans ~ , on pose

Alors F est une face fermée parallélisable du convexe compact X = conv(F u G)
.

( et F’ = G ) . Si on définit f sur F par f( ( x ~ ~ ~ ~ x ~ f appartient àn n=0 n
A(F~ , mais ne possède aucun prolongement affine borné à X .

Nous donnons maintenant une proprieté des faces parallélisables et des faces com-

plémentables, essentielle pour la notion de topologie faciale. La démonstration qui
figure ci-dessous est plus simple que celle de [2].
,

THEOREME 18.

(a) Soit (F ) une famille filtrante décroissante de faces parallélisables de X .

Alors F = ~ F est parallélisable.
-

(b) Soit une famille quelconque de faces complémentables. Alors F = ~ F

est ou complémentable.

Démonstration.

(a) D’après le lemme 2 ( b ~ , on a les relations

~ /B

., 

" 

Les 1- 
OE 

sont affines filtrantes décroissantes. Donc est affine, et F est
Qf



parallélisable.

(b) Si F est non vide, on peut, d’après la proposition 10, supposer (F ) fil-
OE

trante décroissante.

Soi t f une fonction affine continue sur l ’espace E "anbiant", f  0 sur X ,
et soi t f 

a 

la fonction qui vaut f sur F03B1, et 0 sur X , F . on définit de.
même fp . On a alors, d’après le lemme 2 (b) ,

~ 
, _ , , 

A 

Les f sont affines filtrantes décroissantes. Donc fF est affine.

Puis, si f E 4 , il existe g affine continue

sur E , telle que f  g e  f +. e sur F 

BANACH dans E  ). Alors, on a encore g > 0 sur
e

un ouvert U contenant F. Il existe ~ 0 tel que

~‘ ûf Alors on voit, connue ci-dessus,

que g est affine. Comme l’application q~ -.~ 
EF

est continue pour la nonne uniforme, et que g 
EF ~ f F

uniformément, (x) .-~ f-(x) , et f F est affine.

Donc F est complémentable.
’ C. Q. F. Do

COROLLAIRE 19 (ALFSEN et ANDERSEN). - Les ..... ensembles F ~ ~(X) , où F es t une
face complémentable de X, sont les fermés d’une topologie sur ë(x) , ui est
quasi-compacte.

Cette topologie, appelée 1a sera notée a(x) .
Les ensembles F n ~(~) _ ~~~) forment une topologie, d’après la proposition 10

et le théorème 18 (b).

Cette topologie est quasi-compacte, car si (F ) est une famille filtrante dé-
croissante de faces complémentables, F 

a 
est complémentable, et

COROLLAIRE 20 (EFFROS ? cf. [6]). - Si X est un simplexe, les ensembles
F n6(x) , où F est une face fennée, sont les fermés d’une topologie sur X, qui

quasi-compacte. Cette topologie est notée ma.x(X) (elle coïncide avec 0(X) ).
Si X. est un simplexe de Bauer, ma.x(X) n’est autre que la topologie induite par



celle de X .

Si on utilise les faces parallélisables, leur non stabilité par intersection fi-
nie et l ’opération d’enveloppe convexe d’un nombre fini d’entre-elles exclut un ré-
sultat analogue au corollaire 19. Par contre, un tel résultat est possible pour des

familles particulières de faces parallélisables (les faces complémentables en for-
ment un exemple 1) . C’est ainsi que GOULLET de RUGY [10] et ( sous des
formes particulières et d’ailleurs différentes) ont introduit des "familles topolo-
giques de faces parallélisables", que nous allons étudier maintenant.

Signalons, avant de poursuivre, que les notions de faces parallélisables et de
faces complémentables ont été étendues par GOULLET de RUGY aux cônes convexes sail-
lants faiblement complets (cf. ~9 ~9 ~ 10 ~~ .

D’autre part, pour l’étude détaillée des faces complémentables d’un convexe com-
pact, on se reportera à [2].

3. Familles topologiques de faces parallélisables et topologies faciales.

LEMME 21. - Soit S = (F ) une famille de faces parallélisables, stable ar in-
tersection finie et l’opération d’enveloppe convexe d’un nombre fini d’entre-elles.
Alors la famille s (~~ , obtenue en rajoutant à ~ les intersections filtrantes

décroissantes d’éléments de , est encore stable par les deux opérations précéden-
tes, et pour l’intersection de familles filtrantes décroissantes.

Démonstrati on.

Soient F=nF. et G = n F. deux éléments de Alors

F n G = n n F.) appartient à 03B4(F)
I xJ 

" J

(elle est vide éventuellement).

Soient F = n F. et G=DF. deux éléments de ô (~~ . Posons K = conv(F u G) .‘ 

J J
Alors

Soit x E H . Alors, ~ i , j , ~ y.. E F., z .. ~ F., ~.. E (0 , 1 ~ ~. 1 , J 1 ~.~J J J 1 , J
tels que x = ~.. y.. + (1 - ?~, , ~ z, , . Soit U un ultrafiltre sur I x J plus. i, j 1sJ i , j i , j
fin qu~ le filtre des sections. Alors



et on a Donc Hc:K, et H = K .

Enfin, soit (F ) une famille filtrante décroissante d’éléments de &#x26;(S) . Pour

tout soit une famille filtrante décroissante d’éléments de S ,

d’intersection F . Alors la famille des faces de la forme P ’-n... nF -

est contenue dans S y filtrante décroissante, et a D F pour intersection. Donc,
c~ 

~~’

D F appartient à &#x26;(s) .

C. (~ F. D.

DEFINITION 22. - Une famille S = (F ) de faces parallélisables est dite topolo-

gique, si elle est stable par intersection finie, enveloppe convexe d’un nombre fi-

ni d ’entre-elles, intersection filtrante décroissante, et si elle contient ~ etX.

PROPOSITION 23. - Soit X -"~ Y une application affine continue surjective

directe. Si F est une famille topologique de faces parallélisables sur Y y les

pour F ~ F forment une famille topologique de faces parallélisables sur X.

Démonstration. - Il est clair que les sont stables par intersection quel-

conque, et que ce sont des faces parallélisables (proposition 13)* Il y a juste à
montrer la stabilité par enveloppe convexe de deux telles faces.

Soient donc F ~ G e S . L’ensemble conv(F u G) appartient à S . Montrons que,

si H = u G) ] et K = u ] , on a H = K (le résultat
sera ainsi prouvé). L’inclusion K ~H est immédiate. Inversement, soit x dans

ë(s) . Puisque H est une face, x e ë(x) . Donc p(x) ~ ë(Y) n conv(F u G) . Donc

p(x) e &#x26;(F) u 5(G) , donc x e u et x e K .

Ce Q. F. D.

La proposition 23 fournit ainsi un moyen commode pour construire des familles to-

pologiques de faces parallélisables sur X. En particulier, si Y est un simplexe

image directe de X, les où F est une face fennée quelconque de Y,
tonnent une famille topologique de faces parallélisables sur X.

PROPOSITION 24. - Soit S une famille topologique de faces parallélisables.
Alors les ensembles Fnë(x) , pour sont les fermés d’une topologie quasi-
compacte sur ë(x) .

C’est immédiat. Une telle topologie sur &#x26;(X) sera dite topologie faciale. Il ré-

sul te de la proposition 23 que l’image réciproque directe d’une topologie faciale
est une topologie faciale.



Le résultat suivant, de GOULLET de RUGY, pemet de retrouver de façon’ extrêmement

simple les théorèmes de prolongement de EFFROS (cas des simplexes ; cf. [7J) et de
ALFSEN et ANDERSEN (cas de la a-topologie du corollaire 19 ; cf. [2]).

Si G est une topologie quasi-compacte sur ~(X) , nous noterons le

cône des fonctions positives sur ~~(x~ , s. c. s. pour 0, et l’espace des

fonctions sur ~(~~ , continues pour 5 .

THEOREME 25 (GOULLET de RUGY). - Soit G une topologie f aciale sur ~(X).

(a) Tout élément f de se prolonge en une fonction f uni ue de 

Nous écrirons en abrégé : 
’ ’ 

,

(b) Toute fonction facialement continue f se prolonge en une fonction 1 uni-

que de A(X) : A(X) .

Démonstration. ’

(a) Soit f E CS+(G) , 0  f  1 . Soit n un entier > 1 . L’ensemble

est un fermé facial (K = 1 , 2 , ... , n) . Donc il existe une face parallélisable
FK , unique, telle que n F . Sur ~(X) , on a 1AK = 1FK . Soit

La fonction 03C6n appartient à et on a f  1 . n Donc on a
- 03C6p~ 1 n + 1 p (car l’inégalité a lieu Donc (p converge uniformé-

ment vers une fonction f de = f .

L’unicité de f résulte du lemme 3 (b).

(b) Il existe a et b ~ constantes, telles que et b -- f > 0 .
Soient u = f + a E AS~(x) ~ et v = b - f E AS (X) . Alors u - a et b - v sont

affines respectivement s. c. s. et s. c. i. , et coïncident avec f sur 

Donc f ~ u .- a ~ b - v est affine continue, et prolonge f (lemme 3 (b) ) .

Enfin, f est unique, grâce au lemme 3 (b).

C. Q. F. D.

COROLLAIRE 26 (EFFROS, ALFSEN et ANDERSEN).

(a) Si X est un convexe compact, toute fonction définie sur ~(X) , et continue
pour la 0-topologie, se prolonge en une fonction de A(X) 8



(b) Si X est un simplexe, toute fonction sur &#x26;(X) , continue pour se

prolonge en une f onction de ~(X~ .

COROLLAIRE 27. - Pour toute topologie faciale G , il existe un sous-espace fermé

IL. de A(X) , contenant les constantes, et fortement réticulé pour son ordre pro-
pre si f 9 g E la borne supérieure f v g de f et g dans

A(X) existe, et appartient à tel que H = C(G) . L’application
~ -~ H~ est croissante.

Démonstration. - Il est clair que l’espace H~ des prolongements des fonctions
de est fermé, et contient les constantes.

Si f et g 
. -

est affine continue si, et seulement si, f v g existe dans A,(X~ , et o~i a alors

f v g = 

= sup(f|E , g|E ~ C(G) . Son prolongement 03C6 appartient à HG , est affi-
ne continu, et coïncide avec sup(f, g) sur &#x26;(X) . On a alors 03C6  sup(f , g ,
et cette dernière fonction est concave s. c. s. il en résulte que

REMARQUE 28. - Deux topologies faciales différentes peuvent avoir le même es-C2014 pace de fonctions continues, c ’est-à-dire le même sous-espace H de 

associé. Nous préciserons ce point plus loin.

COROLLAIRE 29. - Pour toute topologie faciale G , ïl existe un simplexe de Bauer
et X --~ Y~ affine continue surjective directe, tels que

soit continue pour 5 et la topologie induite par celle de YG , et tels que l’on
ait

~

c’est-à-dire telle que l’application f ~-> f . ce de C[ë(Y)] dans C(S) soit
un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach réticulés.

Démonstration. - Soit H~ le sous-espace de A(X) associé à 5 . Posons par dé-
finition Y~ = (H~ 1 et = l) , et munissons Y~ de



S ) . Alors Y est un convexe compact, et l’application p : de

X dans Y~ permet d’identifier H~ à (ci. [14~)). Le caractère réticule
de EL. montre que YG est un simplexe de Bauer. La surjectivité de 03C6 se montre

par le théorème de Hahn-Banach appliqué au convexe compact cp(x) inclus dans 
e + e

Montrons que c: 6(Y~) . Soit x e ë(x) . Si on a cp(x) = e = 
sur et si e et e sont distincts de e sur il IL.
telle que f(x) =0 y f(y) > 0 , f(z)  0 . La fonction g = f v 0 appartient à

et coïncide sur ë(x) y donc au point x , avec sup(f y 0) = F (cf. démons-
tration du corollaire 27). Donc 0 = g(x) = ~y-L2014~l ~~~ ~ > 0 , ce qui est
absurde. Donc e == e == e sur et 5(Yj .

On sait que la restriction A(Y~) -"~ C[g(Y~)] est un isomorphisne isométrique
d’espaces de Banach réticulés. Pour montrer que 6(x) -~ë(Y~) est conti-

nue si on munit 6(x) de la topologie G , il suffit de montrer que, ~ f e 
f o est continue. Or f o n’est autre que la trace sur ë(x) . de la
fonction f considérée comme élément de H y et cette trace est bien continue

pour S .

C. Q. F. D.

REMARQUE 30. - Il en résulte, la topologie H) sur 6(Y ) coïncidant

avec 
. 

que la topologie G* sur 6(x) définie par 
est une topologie faciale moins fine que 5 y pour laquelle C(5~) = C(E) .

générale S~ est strictement moins fine que S . Nous allons préciser ces
. questions de comparaison de topologies faciales.

DEFINITION 31.

(a) Soient deux topologies faciales S et S’ sur &#x26;(X) . On dit que S et G’

sont équivalentes, et on écrit S pj 5’ ~ si ou a

La relation G~G’ est une relation d’équivalence entre topologies faciales.

(b) On dit qu’une topologie faciale G sur ~(X) est irréductible, si toute to-
pologie faciale équivalente à G , et moins fine que G , coincide avec G .

Nous noterons ~ l ’ensemble des topologies faciales sur ~(X~ ~ et nous l ’ordon-

nerons par la relation de finesse entre topologies.

PROPOSITION 32.

(a) La borne inférieure d’une famille de topologies faciales est encore une topo-
logie faciale.



(b) Toute classe d’équivalence de topologies faciales possède une topologie mini-

mum, qui est irréductible ; une topologie faciale est irréductible si, et seulement

si c’ est le minimum de sa classe d’équivalence.

(c) La borne supérieure d’une famille filtrante croissante de topologies faciales
est une topologie faciale.

(d) L’ensemble ordonné 03A6X est inductif vers le haut et possède donc des topo-
logies faciales maximales.

Exemples de topologies faciales maximales non maximum.

Dém~onstration.

(a) est évident.

(b) résulte de (a) trivialement.

(c) Soient (Gi) une famille filtrante croissante de topologies faciales, asso-
ciées à une famille filtrante croissante (Fi) de familles topologiques de faces

parallélisables. Soit S = ô U Fi) définie comme au lemme 21.
. 

i

Alors S définit une topologie faciale G0 , plus fine que chaque Gi , et moins
fine que toute topologie $ plus fine que chaque ~..

i

Donc ~0 _ et ~~ E a~ ~
~â) résulte trivialement de (c)o

C. Q. F. D.

THEOREME .33. - Les propriétés suivantes, pour une topologie faciale G sur E(X) ,
définie par une famille FG de faces parallélisables, sont équivalentes:

~a) ~ est irréductible 9 .

(b) Il existe un simplexe de Bauer Y , et une application affine continue sur-
jective directe Y ~ YG, telle que G=03C6-1|E(X)[max(YG)];

(c) Pour toute F de FG , 1 est enveloppe inférieure de fonctions de H ;
(d) Toute fonction s. c. s. 0 sur ~(X) , muni de G , est enveloppe inférieu-

re de fonctions continues pour ~~ ;

~e) ~ est uniformisable.



Démonstration*

(a) ====~> (b). On a vu, à la remarque 30, que si Y~ est le simplexe de Bauer

associé à 5 par le corollaire 29, et cp Inapplication canonique de X sur 

alors on =  G , et que G0 ~ G . Si G est irréductible,

on a donc S == S~ ~
(b) ~ (c) . Si G = alors toute FG est de

la forme qT~(G) , où G est une face fermée de Y~. y et, d’après la proposition
~ ~

16, on a 1- = 1~ Or

Donc on a les égalités :

(c) ===> (d) . Si G est un fermé de G, alors pour une face

F de ~r . On a donc

Si, maintenant, f est s. c. s. pour ~ ~ et pose

De plus, il est clair que >r c~ . Donc ~tp ~ est une suite filtrante
. 

n p n~ n

décroissante, d’enveloppe inférieure f. Comme chaque fonction étagée 03C6n est en-

veloppe inférieure de fonctions de C~~~ f il en est de même de f .

(d) ~ (a) . Un fermé G de G est défini par

Donc est s. c. s. pour toute ~’ telle que C~~~ ~ donc G est fermé

pour une telle topologie, Donc 5 est irréductible.

(d) ?==~> (e). C’est là un résultat classique de topologie générale (cf. L4~)).

C. Q. F. D.



PROPOSITION 34. - Si X est un simplexe, alors ~~ possède un maximum: la to-

pologie max(X) .

Par contre, la 03B1-topologie d’un convexe compact X peut

n’être même pas maximale dans Le convexe compact

ci-contre fournit un contre-exemple.

REMARQUE 35. - Considérons les trois propriétés suivantes :

(a) X est un simplexe ;

(b) Si des faces F , G sont parallélisables, F n G et conv(F u G) sont des

faces parallélisables ;
(c) $y. possède un maximum.

Alors (a) ===> (b) ?====> (c) .

Z Mais la réciproque (b) => (a) est fausse~ comme le

C_ montre l’exemple du trapèze dans R2 e

REMARQUE 36. - En général, ni max(X) si X est un simplexe, ni la 03B1-topologie

"~ 
si X est un convexe compact quelconque, ne sont irréductibles. Un exemple de

FAKHOURY, associé à un simplexe "primaire ", montre que H peut être ré-

duit aux constantes, c’est-à-dire que $y. peut comporter une seule classe, et une

seule topologie irréductible, la topologie grossière (cf. ~8 ~~. En effet, un sim-
plexe primaire est un simplexe tel que A(X) soit "anti-réticulé", c’est-à-dire

que f v g n’existe dans que si f ~g ou g >,, f . Il en résulte que, pour
un tel simplexe, H est réduit aux constantes (corollaire 27~. Un exemple
simple de simplexe primaire est donné dans ~8 ~ : soit A le sous-espace de

C((0 , 1)) formé des fonctions vérifiant 0 1 f(t) dt = f(l) . Alors A’ + est un

simplexe primaire, dont l’ensemble des points extrémaux est isomorphe à (0, l( .

Dans le cas d’un simplexe X , FAKHOURY a étudié directement, en utili-

sant la notion de relation d’équivalence simpliciale. Nous renvoyons le lecteur,
pour cette étude, à 

L’introduction des topologies faciales irréductibles permet de donner une récipro-
que satisfaisante au corollaire 27.

Notons 03A6*X l’ensemble des topologies faciales irréductibles sur X, ordonné par
la relation de finesse. Et notons ~ l’ensemble, ordonné par l’inclusion, des

sous-espaces fermés de A(X) , contenant les constantes, fortement réticulés pour
leur propre.



THEOREME 37. - L’application de 03A6*X dans est en fait un isomor-

phisne d’ensembles ordonnés.

Démonstration.

(a) Pour montrer que Inapplication S est bijective, il suffit de montrer

que tout espace H de Ky est associé à une topologie faciale. Pour cela, si on

reprend le simplexe de Bauer Y = H~ de la démonstration du corollaire 29, on

voit immédiatement que H est associé à la topologie faciale 

où (p : X -~Y est l’application canonique x !2014~ e de X dans H’~ (cette

topologie est d’ailleurs irréductible).

(b) Soient S et 5’ deux éléments de 03A6*X , et supposons que HG c: 

Soit G un fermé de 5. On a

or C~ ~~ ~ C~~ t ~ . Donc la est s. c. s. pour 0’ , et G est un fermé de 0’ .

Donc ~ ~ ~’ .

C. Q. F. D.

Une autre méthode consisterait à mettre en évidence un diagramme commutatif avec

les convexes X , et 

COROLLAIRE 38. - Considérons les trois propriétés suivantes :

(a) $y a un maximum ;
(b) ~’~ a un maximum ;

(c) Ky a un maximum- 
’

Alors on a les implications :

COROLLAIRE 39 (FAKHOURY, NAEL). Si X est un simplexe, H est le maxi-

mum de HX .

COROLLAIRE 40. - L’ensemble ordonné 03A6*X vérifie 1 e théorème de 1 a borne infé-

rieure : toute partie non vide de 03A6*X posséde une borne inférieure.X -.- .. 

-.. - ..... --- 

- 

 
- 

... - 
. 

/ -.-

En effet, cela est clair pour ~X .

COROLLAIRE 41. - L’ensemble HX est inductif vers le haut et possède des
ments maximaux.



En effet, on voit facilement, à partir du théorème 37 et de la proposition 32 (d),

que $~ est inductif. Il en est donc de même de K~ .
Le problème de la caractérisation "intrinsèque" des éléments maximaux de $~ , ou

de est actuellement ouvert.

Nous allons donner, dans la suite de ce paragraphe, quelques propriétés des topo-

logies faciales.

Si 5 est une topologie faciale, nous noterons G* la topologie faciale irré-

ductible équivalente à 5 .

LEMME 42. - Soit cp: X ~ Y une application directe, et soit 5 une topologie

faciale sur Y. Alors on a

C[qT~)]= 0(5) o q) ,

c’est-à-dire que l’application f ~ f de C(5) dans C[(p" (5)] est un

isomorphisme isométrique d ’ esp_çces_de_ Banach réticulés.

Démonstration. - Le seul problème est de montrer que l’application f ~2014~ f o (p

est surjective. Posons § = et soient X et Y les simplexes de Bauer

associés à § et 5 par le corollaire 29, et ; : Y -3>? et 0 : X les

applications directes correspondantes.

On sait que X ~ ~t~ ) t~ ~ et que ~ ‘ ~H ) t+ .
L’ espace o c~ est un sous-espace ferme de

Soit y la restriction à X d~ l’applica-

tion transposée de 1 ~injection de o cp dans

HG . Si x~ X , il est clair que 
Donc y est une application affine continue de X dans ~ . Si on a évi-

demment 03B3[03B8(x)] = (03A8 C I 03C6) (x) . Done 03B3 est surjective. De plus, le caractère direct

de 03B8 , 03C6 et 03C8 montre que y est directe.

Il en résulte alors que l ton a A(X~ _ o y ~cf. ~ ~4~~ . Soit alors f dans

Hg . On peut écrire f E A(X) . Mais alors 
Donc on a

COROLLAIRE 43. - Soit rp : X -’> Y une application directe.

(a) Si G et G’ sont deux topologies f aciales sur Y , on a



(b) Si G est une topologie faciale sur Y , on a

(c) Si 5 est une topologie faciale sur Y , on a l’équivalence :

5 => çT (s) irréductible .

(a) et (b) résultent du lemme 42. Le point (c) aussi, si on remarque l’équivalence

Donnons, pour terminer ce paragraphe, une propriété des topologies faciales irré-

ductibles.

PROPOSITION 44: - Soit X un convexe compact.

(ay Toute faciale sur &#x26;(X) , irréductible, est donc de

Baire.

(b) Ce résultat est faux, en général, pour une topologie f aciale non irréductible.

Démonstration.

(a) C’est une propriété générale des topologies quasi-compactes uniformisables.

(b) Reprenons l’exemple de la remarque 36 (cf. [8 ~~. Le simplexe X = A~+ a l ’en-

semble de ses points isomorphe à (0 , ~.~ , et on voit facilement que les

fermés de sont les compacts ordinaires de ~0 ~ l( et (0, 1) . Si on

pose alors U = ]1 - 1 n, 1[ , c’est une suite d’ouverts partout denses de 
dont l’intersection est vide, max(X) n’est pas un espace de Baire.

C. ~1, F. D.

REMARQUE 45. - On peut signaler un résultat qui généralise une proposition de [8] :
Si S est une topologie faciale sur x 9 si Y~. est le simplexe de Bauer associé,
et cp : X ~ YG l’application directe correspondante, alors, en désignant par R

la relation d ’équivalence sur définie par

on voit facilement que :

x R y ~~> .

~~X~~R ~ muni de ou de ~~~F. ~ est isomorphe à max(Y~) ;
G* a pour fermé les femés de G saturés pour R .



4. Topologies faciales et simplexes.

Nous allons étudier ce qui se passe lorsqu’une topologie faciale sur X est sépa-
rée. Notre méthode sera celle de 

LEMME 46. - Soit X un convexe compact, dont l’ensemble des points extrémaux

n’est pas fermé. Soit S une topologie faciale associée à une famille 5 de faces

parallélisables. Soit x ~ ë(x) ~ ë(x) ~ et soit F la plus petite face de 5

contenant x . Alors y si u v e &#x26;(F ) , et u ~ v , pour tout couple d’ouverts
U et V de S contenant respectivement u et v , on a U n V ~ 03C6 .

Démonstration. - On raisonne par l’absurde. Si U n V == ~ pour un certain couple

U , V , il existerait deux faces G et H de S ~ telles que ë(x) ~ U = ë(G) ~
ë(x) B V = ë(H) , et &#x26;(X) = S(G) u ë(H) .

On aurait’ donc ë(x) = ë(G) u ë(H) ~ et x appartiendrait à G ou H . Si, par

exemple, x e G , alors F cG. Donc ê(F ) C §(&#x26;) ~ et alors

ce qui serait absurde, car u é U .

C. Q. F.D.

PROPOSITION 47. - Les conditions suivantes sont équivalentes pour un convexe com-

pact X :

( a) X est un simplexe de Bauer ;
(b) Il exis te une topologie f aciale séparée ~ sur ~(~) .

Si ces conditions sont vérifiées, il n’y a qu’une seule topologie faciale séparée :
max(X) (qui n’est autre, alors, que la topologie ordinaire de ~(~) ).

Démonstration.

(a) ====> (b) est triviale car est séparée si (a) est vraie.

(b) ====> (a) . D’après le lemme 46, ~(X) est fermé, donc compact pour sa topo-
logie ordinaire o- . Or 5 est compacte, cr . Donc ~ = c- . Soit f E 

Alors f E C(0) , donc f se prolonge en f E A(X) . Il en résulte (cf. [3]) que
X est un simplexe de Bauer.

Et, de plus, on a 5 == a = ,

C. Q. F. D.

COROLLAIRE 48. - Soit X un convexe compact. Alors :



ou bien X est un simplexe de Bauer,
ou bien il n’existe aucune topologie faciale irréductible sur X pour laquelle

extrémaux sont fermés.

En effet, si M est fermé, V x E &#x26;(X) , pour une G irréductible, donc uni-

formisable, G est alors séparée, et X est un simplexe de Bauer.

En particulier, si X est un convexe compact tel que sa 03B1-topologie soit acces-

sible (exemples donnés dans [2] et qui n’est pas un simplexe de Bauer,

alors la a-topologie n’est pas irréductible, c est-à-dire n’est pas uniformisable.

COROLLAIRE 49. - Soit X un simplexe. X est de Bauer si, et seulement si,

max(X) est irréductible.

DEFINITION 50. - Soit X un convexe compact. On note la topologie sur

&#x26;(X) , dont les fermées sont les compacts ordinaires de ~(X), et ~(X) . Cette to-

pologie est quasi-compacte et accessible.

Il résulte de ce qui précède le corollaire suivant.

COROLLAIRE 51. s

1° Soit X un convexe compact. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) X est un simplexe de Bauer ;

(b) est une topologie faciale irréductible. 
’

2° Si X est un simplexe, ust une topologie faciale.

Le deuxième point résulte du corollaire 20, et de ce que, si K est compact
c ~(X) , est une face et que F n ~(X) = K .

Achevons cette partie en donnant une réciproque partielle au deuxième point du
corollaire précédent.

DEFINITION 52. - Un convexe compact X est dit standard, si porte toute

mesure maximale sur X .

Par exemple, un convexe compact métrisable est standard. Il en est de même d’un
convexe compact dont l’ensemble des points extrémaux est K-analytique (cf. [5]).

. .‘ Le résultat suivant améliore un théorème de [15], [16].

THÉORÈME 53. - Soit X un convexe compact standard. Les propriétés suivantes
sont équivalentes : 

’ "



( a) X est un simplexe ;

(b) est une topologie faciale K compact de &#x26;(X) ,
est une f ace parallélisable).

Démonstration.

(a) ====> (b) . C’est le corollaire 51.

(b) ====> (a) . Si conv(K) = FK est une face parallélisable, alors il résulte
de l’affinité de (cf. [15]) que l’on a

F = ~b(~~ 1 ~ E F’ = ~bCw~ ~ ~ E ~+C~C~~ ~ ~~~
(où b(~) désigne le barycentre de

Raisonnons alors par l’absurde : si X n’est pas un simplexe, il existe x ~ X
~ 

et deux mesures et v positives de masse 1, portées par &#x26;(X) , de barycen-
tre x, et distinctes. Il existe donc un compact K C ~(X~ tel que ~(K) ~ v(K) .

Si et v(K) sont tous deux distincts de 0 et 1, on a alors deux dé-

compositions de x à coefficients barycentriques distincts :

et conv(K) ne serait pas parallélisable.

Les cas où l’un des nombres ou B~(K) vaut 0 ou 1 sont encore plus fa-
ciles à étudier! et mènent aussi. à une contradiction.

C. Q. F. D.

Un certain nombre de questions se posent en ce qui concerne les relations entre

simplexes et topologies faciales :

1° Si X est un simplexe, on a X(X)  max(X) . A-t-on ru max(X) ? Peut-on
caractériser la topologie faciale irréductible X*(X) équivalente à ~(~~ ? On
peut constater que, dans l ~exemple de la remarque 36, on a X(X) = max( X) , et

est grossière.
2° Si X est un convexe compact quelconque, le fait que soit faciale im-

plique-t-il que X est un simplexe ?
3° Peut-on caractériser les topologies faciales, sur un convexe compact X ~ qui

sont image réciproque directe d’une topologie max(Y) , où Y est un simplexe non



de Bauer ? Le résultat suivant, qu’on déduit facilement du corollaire 43 (c) et du
corollaire 49, montre en tout cas qu’une telle topologie n’est pas irréductible.

PROPOSITION 54. - Soient X un convexe compact, Y un simplexe~ et

cp: 

affine continue surjective directe.

Alors Y est un simplexe de Bauer si, et seulement est irré-

ductible.

5. Topologies quasi-compactes prolongeables sur &#x26;(X) .

DEFINITION 55. - Une topologie quasi-compacte 5 sur 5(x) est dite prolongea-

ble, si toute fonction continue pour 5 se prolonge en une fonction de A(X) ,
c’est-à-dire si 

Nous dirons toujours que E est équivalente à 5’ ~ si C(S) = C(S~) . 
ble des topologies équivalentes à une topologie donnée possède un minimum.

On doit à NAGEL l’équivalence (a) ~===> (c) dans le résultat suivant (cf.
f~l2~). Nous suivrons sa démonstration.

~ ~

THEOREHE56. - Soit S une topologie quasi-compacte sur ê(x) , et soit S la

topologie la moins fine équivalente à 5 (elle est quasi-compacte). Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(a) G est prolongeable ;

(b) 5~ est faciale ;
(c) E~ vérifie la propriété (P. U.) suivante (dite de ~partition de l’unité") :
Pour tout recouvrement fini de 6(x) par des ouverts U, , ... , Un de S~ .

3f. y ... , f telles que

Démonstration.

(a) ==> (b) ~ car alors il est clair = où Y == et

cp: X  Y est l’application x 2014~. e 
x 

( H étant l’espace des prolongements à
X des fonctions de C(s) ).

(b) ===> (a) , diaprés le théorème 25.

(a) ====> (o) . On a encore 5~ = 



Si les U 
p 

P=l ~ *~ ~ ~ ~ V ouvert de max(Y) , sont des ou-
verts recouvrant V 

p 
recouvrent max(Y) ~ qui est compacte. Il existe

... , g~ ~ A~(Y) ~ tels que

Alors les f = g o 03C6 sont telles que
P p

Soient U1 , ... ,Un des ouverts sur lesquels f oscille de moins de
n

e ~ et tels que U U =ë(x) .
p=l P

Soient ... y par condition (P. et soit 

Alors, si g~ = n03A3p=1 fp(xp)  fp , g~ appartient à A(x) , et 

Il en résulte que les g 
e 

convergent vers une fonction g de A(x) y et que

~)ê(x)=~ -
C. Q~ F. D.

Une question concernant les convexes compacts se pose : La topologie X(X) est-

elle prolongeable, c’est-à-dire la topologie la moins fine parmi les topo-
logies équivalentes à K(x) est-elle faciale ?

6. Fonctions facialement continues, calcul fonctionnel sur le centre de A(x) ;
décomposition spectrale.

DEFINITION 57. - Nous dirons qu’une fonction f de A(x) est facialement conti-

nue, s’il existe une topologie faciale pour laquelle elle est continue. L’ensemble
des fonctions facialement continues s’appelle le centre de A(X) , et se note Zy .
On a donc la relation

En général, Z~ n’est pas un sous-espace vectoriel de A(~~ .

Si X est un simplexe, Zx coincide avec 

Si ~~ a un maximum H . 
Pour un convexe compact X , nous appellerons centre strict de A(X) , l’espace

associé aux faces complémentables. En particulier, si toute face paralléli-



sable de X est complémentable (et GOULLET de RUGY a montré que c’ est le cas du
convexe compact formé par les "états" d’une unitaire), HX a un maxi-

mum qui est et le centre strict de X n’est autre, alors, que son centre.

Nous allons d’abord donner des critères "individuels" de continuité faciale.

PROPOSITION 58. - Soit X un simplexe, et soit f E A(X) . Les propriétés sui-

vantes sont équivalentes :

(a) f appartient à 

(b) Pour tout X réel, f v X existe dans A(X) ;
(c) Pour tout X réel, sup(f, X) est continue ;

(d) Pour tout X réel, les ensembles

contiennent, chacun, une plus grande face fermée.

L’équivalence (a) ===> (b) est due à NAGEL (cf. [12]).

Démonstration.

(a) => (b) est clair, puisque Zx = max(X) est fortement réticulé.

(b) ===> (c) est évident, car

Appelons F~ la face définie par

C’est une face y car sup(f , 03BB) est affine continue supérieure à f . Or (lemme 2

(a)) sur ~(~~ . Donc A~ n 6(X) == ~(F ~ . Soit alors G

une face fermée incluse dans A . On a nécessairement ~(G~ ~ ~(F ~ ~ donc F .

on fait un raisonnement analogue pour B03BB .
(d) ====> (a) . Soient F. /L et G. À les plus grandes faces fermées incluses res-

n n 
-

pectivement dans A~ et B~ . Alors il est clair que
A~ n ~(X) _ donc fx E 1 f(x) >~ ~~ est un

fermé de max(X) . Donc f|~ est s. c. s. pour max(X) .
On voit de même que f|~ est s. c. i., et f appartient

donc à Z~ .
C. Q. F. D.



Si X n’est pas un simplexe, l’équivalence (a) ====> (d) subsiste pour les

fonctions continues pour une topologie faciale donnée ~ , à condition de modifier

(d).

PROPOSITION 59. - Soient X un convexe compact, et 5 une topologie faciale as-

sociée à une famille 5 de faces parallélisables. Les conditions suivantes sont

équivalentes pour une fonction f de A(X) :

(a) est continue pour ~ ;

(b) Pour tout X réel, les ensembles A contiennent, chacun, une plus
grande face fermée et ces faces a artiennent à ..u 

.. - - . > .--. -..  --.-.» .

La démonstration est analogue à celle qui précède ; nous la laissons au lecteur.

Par contre, une caractérisation analogue de l’appartenance d’une fonction don-

. née f à Zx semble plus difficile à prouver. L’idée naturelle est de dire

réel, AÀ et B~ contiennent, chacun, une plus grande face F~ et G~ 9
et que ces faces sont parallélisables.

On voit alors facilement que les et g = {G03BB}03BB~R définis-

sent deux topologies faciales 0 et § , pour lesquelles f est respectivement
s. c. s.ets.c.i.La difficulté, alors, est qu’il peut ne pas exister; a priori,
de topologie faciale plus fine que G et § . Une autre voie s’offre cependant,
dans un cas très particulier : si G (ou S) est irréductible, alors f est con-

tinue Cela résulte du lemme suivant.

LEMME 60. - Soit S une topologie faciale irréductible sur ~(X) . Si f est

affine continue sur X , et telle que est s. c. s. (resp. s. c. i.) pour G ,
alors f|~ est continue pour 5 .

Démonstration. - En effet, si f , par exemple, est s. c. s., on a

puisque S est irréductible. L’ensemble M., = (h e ]L ) 1 h ~f) est filtrant dé-

croissante converge simplement vers f ~ et f est continue. Diaprés le théorème
de Dini, M~ converge uniformément vers f. Donc converge uniformément

vers Comme chaque de est continue pour 5 ~ il en est de même
de 

C. Q. F. D.

On peut d’ailleurs poser le problème de savoir si cette propriété est caractéris-

tique des topologies irréductibles.



L’équivalence (a) ====> (b) de la proposition 58 n’est pas vraie, en gêné-
~ pour un convexe compact quelconque (bien que (a) => (b) soit vraie).
Voici comment il faut modifier l ’énoncé.

PROPOSITION 61. - Soit X un convexe compact, soit f dans A(X) . Les proprié-
tés suivantes sont équivalentes :

( a) f appartient à 

(b) Pour toute famille finie de couples de réels (ap , b ) , V/ (a f + b )
’ ’ " 

. 
" ’ "" " " ""° ’ " ’ ~ ~ pxl ~ ~

existe dans A(X) . 9 
.

(c) Pour toute famille finie de couples de réels ( a ~ b ) ! sup (a f + b )
’ ’ ’ ° ° ~ ’ ° ° ~ ’° ~ P ~

est affine continue.

Si on désigne alors par le plus petit espace de HX contenant f, H f
n’est autre que le sous-espace vectoriel fermé engendré par les fonctions du type
n 

~ ’ ’" " " " " ’ ’ ’ " ’ " " ’ " " " ’ ’ ’ ~ "’ ’ "

V (a f + b ) .
p=1 P P 

.

Démonstration.

(b) ?===> (c) est évident, et on a

(a) ===> (b) est immédiate
n

(b) ====> (a) . Soit r l’ensemble des fonctions de la forme V (a f + b ) .
p_1 P P

Si et X ~0 ~ alors Xf er.

Si f, ger y f v g existe dans A(X) , et f vge r.

Si f, g Er, en effet, si (a f+b) et g = N/ (a f+ p),
p=l " ~ 

q==l q q

alors

et c~est f + g .

Enfin, si f, g , alors (f+h) v(g+h) existe dans A(X) , appar-
tient à 0393 , et vaut f v g + h .

T11 en résulte que r - r est un sous-espace vectoriel fortement réticulé de

A(X) , contenant les constantes ; et, bien sür, f e W .

Il est facile de voir que H., = W appartient à et contient f . Donc



f est continue pour la topologie faciale associée à De plus, H-, est bien

le plus petit espace de Ky contenant f.

C. Q. F. D.

Nous allons retrouver l’espace H., d’une autre façon, en introduisant le calcul

fonctionnel sur Zy .

DEFINITION 62. - Soit f un élément du centre Zy. de X. On appellera spectre
de f ~ le sous-ensemble S = fj[ë(x) j de R . C’est un compact dont les bornes

inférieures et supérieures sont inf f et sup f .
2014 ~

Nous noterons en abrégé X y la fonction X -~ X définie sur 

THEOREME 63. - Il existe un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach réticu-
lés unique de sur l’espace tel que = 1 ~ ~(X) = f .

~ on notera la fonction 

Démonstration. - Soit S une topologie faciale pour laquelle est continue.

g(x) étant quasi-compact pour S ~ il est clair que S~ est compact. Notons g
le prolongement à X d’une fonction g de C(~) . Pour toute ~ de la

fonction 1B1 o appartient à C(5) y donc on peut définir 03C8.(f|E qui ap-
partient à Zx .

Soit 03A6f l’application 03C8 ~ 03C8 o En tant qu’application de 
dans A(X) , elle est linéaire et isométrique : on a en effet

= sup 1 = sup 1 = sup 03C8 ° (fjJ = sup |03C8| == .~" 
X 

03A6f(03C8)| = 
ë(x) 

03A6f(03C8)| = 
6(X) ’" ~03C8 ~.

Son image est donc un sous-espace fermé de A(x) isométrique à Comme il

est clair que 1 et = f , ce sous-espace contient f et la fonc-

tion 1.

Si 03C8 0 , on a évidemment 03A6f(03C8) 0 , et la réciproque est immédiate. Soient
a.X+b.,...~a n fonctions affines sur Alors on voit facile-

ment que

car il est évident que l’on a

Si on note r~ le c8ne des fonctions sur S f qui sont traces de fonctions con-
vexes affines par morceaux (c’est-à-dire du type sup -~ et si on

~ 



pose donc $~(r~) = F , et ~) = W , en reprenant les no-
tations de la démonstration de la proposition 61.

Remarquons que la donnée de $~(l) et de imposé $ sur W .
Il n’y a plus qu’à remarquer que W0 est dense dans pour conclure que

~C(S~)] = H~ = W , est uniquement défini sur 

C. Q, F. D.

La correspondance , - = $~(~,) s’appelle le calcul fonctionnel sur f.

COROLLAIRE 64. - Soit f une fonction du centre de A(X) . Alors l’espace H

séparable, et la topologie faciale la moins fine rendant f facialement conti-
nue qui est la topologie faciale irréductible ~ associée à à base dé-
nombrable. 

- -

Puisque H~ est isomorphe à où S~ est un compact de R , il est clair
que Hf est séparable. D’autre part, il existe un simplexe de Bauer Y et une ap-
plication directe ~ : X -~Y , tels que 5~ = et que ~ soit iso-
morphe à C[max(Y) ] . Il en résulte que max(Y) est homéomorphe à S , donc est àbase dénombrable. Il en est donc de même de 5 . .

COROLLAIRE 65. - La topologie faciale Gf n’est autre que l’image réciproque par
de la topologie de S .

Démonstration. - Si Y est le simplexe de Bauer précédemment défini, et o l’ap-
plication directe de X sur Y, il existe g = A(Y) telle que

On a donc = Sf , et la relation

Donc, on a

Comme la correspondance 111 E-.> ~r ° f est un isomorphisme, et qu’il en est
de même de l’application h ~ h o ~pl de C(~(Y) ~ dans C(~f) ~ il en ré-sulte que l’application BII o est un isomorphisme de C(Sf) sur

C~~(Y)~ . Donc est un isomorphisme.
Donc l’image réciproque par ~pl~~~~ de la topologie de Sf est 5..Or c’est aussi l’image réciproque de la topologie de Sf par 

C. Q. F. D.



On peut donc prendre comme simplexe de Bauer associe à H., le simplexe 

C’est ce que nous allons voir directement par la "décomposition spectrale" de f.

THEOREME 66. - Il existe une application affine continue surjective directe

unique, telle que, pour toute V de on ait

L’ application de rolonge à X l’application f : ~~X~ --~ Elle s t a -

pelle la décomposition spectrale de f . La mesure de (x) est la mesure spectrale
de x associée à f .

On a, en particulier, la formule

On écrira, en abrégé,

Démonstration. - Pour tout x de X ~ l’application

est linéaire, positive, et vaut 1 sur la fonction 1 . Il existe donc une mesure

de Radon positive, de masse 1 , unique, notée de ~x~ , telle que

L’application x ~ de03BB(x) est évidemment affine ; elle est continue, car si on
la compose avec une fonction affine continue sur dont on note 03C8 la restric-
tion à S(Y~) = on obtient précisément ~(f)(x) , qui est continue en x .

Si x e ë(X) , on a J 
f 

03C8(03BB) de (x) = = 03C8[f(x)] . Donc la mesure de,(x)
est qu’on peut identifier à f(x) .

Donc == il en résulte que de. est surjective et directe.

Le convexe est alors tel que c de == que



c’est le simplexe de Bauer associé à H f ; et on a bien

Nous allons voir qu’on peut se ramener à la formulation traditionnelle de la dé-

composition spectrale, avec une "famille spectrale étalée sur un intervalle~ comme

dans la théorie des opérateurs sur les espaces de Hilbert. Mais les projecteurs E.
sont ici remplacés par des fonctions affines s. c. s. , dont les restrictions à

ë(x) sont des fonctions caractéristiques de fermés faciaux.

DÉFINITION 67. - Une fonction f du centre de A(x) étant donnée, appelons fa-
mille spectrale étalée sur le segment (jn , M) , subordonnée à 5~ ~ une famille de
fonctions affines s. c. s. sur X ~ (e.) ~ dépendant du paramètre réel X chaque

e. ayant pour restriction à §(x) la fonction caractéristique d’un 

telle que:

(a) fe.). est croissante ===> 

(b) est continue à droite (? 03BB , V x , lim e03BB+~(x) = e.(x)) ;A 20142014201420142014201420142014201420142014201420142014 A+e A

(c) ex = 0 pour X  m, ex = 1 pour 

PROPOSITION 68. - Pour toute fonction f du centre de A(x) y de bornes m et

M , il existe une famille spectrale étalée sur le segment M) , subordonnée à
telle que, pour tout x de X y la mesure de Stieltjes associée à la

fonction coïncide avec la mesure spectrale du point x ~

c’est-à-dire telle que pour toute ~ de on ait

De plus, une telle famille spectrale est unique, si on impose seulement que l’on
ait .

Démonstration. - Quite à paramétrer la droite réelle en écrivant un point
~q ~ (1 - X)m , nous supposerons, pour simplifier l’écriture, que m = 0 et r~ ~ ~ .

1° Posons, pour tout J~ réel, A

La fonction 03BB(x) est donc le prolongement affine s. c. s. à X de la fonction



caractéristique du fermé de ê(x) pour ~ formé par l’ensemble des points où
est inférieure ou 

Il est clair que e si X~~ ~ que e.==0 si X0 ~ et que e.==l
si 

De plus, il est évident que, si x e ë(x) ~ on a

Sous cette forme, la fonction X ~2014~ e (x~ est évidemment continue à droite pour
tout x de ~(X~ . Si on considère alors la fonction affine s. c. s. e 

+ 
définie

par

cette fonction coïncide avec e~ sur ~(X) , donc sur X. Donc À E-~.e~(x) est
continue à droite pour tout x de X . 

’ x

Soit la mesure de Stieltjes associée à la fonction eÀ(x) . Il est clair
que ôeÀ(x) >~ 0 , et que J = 1 . De plus, si )a , e~(x) est
constante sur )a, b( . Donc est portée par Sf. D’autre part, on peut
écrire

La fonction 03C6n(x) est différence de deux fonctions affines s. c. s. (nous verrons
ci-dessous qu’elle est, en fait, s. c. i.). Or, si x e ë(x) , on a évidemment, ~r
définition des e. ,

Donc cette égalité a lieu partout sur X, et on a à la limite

2° Supposons que nous ayons montre qu’il résulte formellement des hypothèses (a),
(b), (c), et de l’égalité 6eÀ(x) que, pour toute, de C(Sf) , on a

Alors, puisque les prolongements de 03C8 au complémentaire de Sf sont, dans une
grande mesure, arbitraires, on voit d’abord que est portée par Donc,
elle coïncide avec la mesure spectrale Alors, il y a une seule fonction



e~(x) croissante continue à droite et vérifiant (c)~ dont la mesure de Stieltjes
associée soit de ~x~ .
On voit ainsi que la famille spectrale est unique.

3° Montrons maintenant ce que nous avons annoncé ci-dessus. Soit r 
1 

le cône des

fonctions continues affines par morceaux croissantes et convexes sur R . Toute

fonction 03C8 de r 1 s’écrit

Comme il est clair que T’1 - F. est dense dans C(Sf) , il suffit de montrer l’é-
galité 03C8(f)(x)=~ 03C8(03BB) 03B4e03BB(x) pour 03C8 dans F, .

Or elle est vraie si ~r(7~) = a~ + b , avec a O (car J = 1 , d’après
(c)). Il suffit donc de montrer que, e appartiennent à et si la re-

lation cherchée est vraie pour 03C8 et e , elle l’est pour 03B8) , c’est-à-
dire qu’on a

Remarquons d’abord que, si x E ~(X~ , e ( x~ vaut 0 ou 1 . Il en résulte que
~ - eÀ (x) est une fonction caractéristique. Comme elle est croissante et continue
à droite, elle est donc de la forme

Dans les deux quantités

on a donc, si x E ~(.K) , et si q est tel que g 1  ~ ~

Il en résulte que les deux quantités précédentes sont égales si x E &#x26;(X) . Or, si

~(i~~ est une fonction de on a, en posant



Donc I$(x) est affine s, c, i. De plus, il est clair que la sous-sui te 

est croissante (cela se voit par un calcul immédiat).

Donc Î ç(X) ôe,(x) = lim = lim I’(x) est affine s, c, i. Or nous avons
n-- ° °

montré, Si + et B appartiennent à r~ , que

En passant à la limite, on obtient

La première fonction est affine s. c. i. sur X , la deuxième est la trace sur

ë(x) de la fonction v 8(f~ , qui est affine continue. Ces deux fonctions
coïncident sur ~(~~ 9 elles coïncident donc partout, et on a bien

et e appartiennent à r. et vérifient déjà ù(f) = J ~(B) 8e- .
e(f) e(x) 

À

C. Q. F. D.

La décomposition spectrale d’une fonction du centre de A(x) nous permet d’éten-
dre le calcul fonctionnel à des fonctions qui ne sont plus nécessairement continues.
Nous obtiendrons des fonctions affines sur X, non continues, mais vérifiant le
calcul barycentrique, et "approchables" en un certain sens par des fonctions de H .
DEFINITION 69.

1° Nous noterons H~ (resp. H~ ) le cône des fonctions bornées sur X qui sont

enveloppes supérieures de familles filtrantes croissantes (resp. enveloppes infé-
rieures de familles filtrantes décroissantes) de fonctions de Les fonctions

de ~f seront dites affines f - s. c. i. (et celles de H~ ~ affines f - s. c. s.).
S° Nous noterons U~ l’espace vectoriel des fonctions v sur X vérifiant :



~  de M+1(X) , ~ E > 0 , 3 telles que

Les fonctions de U., sont dites f-universellement-intégrables.

Nous allons montrer que les fonctions f-semi-continues, d’abord, puis les fonc-
tions f-universellement-intégrables, sont exactement celles que l’on peut attein-
dre par le calcul fonctionnel, généralisé au moyen des mesures spectrales.

PROPOSITION 70. - Soit g une fonction numérique sur X. Les propriétés suivan-
tes sont équivalentes :

(a) g appartient à H.. (resp. H ) ;
(b) est s. c. i. (resp. s. c. s.) pour ~ ~ ~ g est affine s. c. i.

(resp. s. c. s.) ;
~ II existe cp définie sur s. c..i. majorée (resp. s. c. s. minorée),

telle que

La fonction cp de la condition (c) est alors unique.

Démonstration.

(a) ===> (b) est évidente car si {g03B1} est une famille filtrante croissante de

fonctions de Hf ’,.telles que g = sup g03B1 , alors = sup qui est

s. c. i. majorée pour 5p .
(b) ====> (a) résulte de ce que la topologie S est irréductible (cf. théorème

33).

(a) ====> (c). Chaque (g ) de la famille introduite ci-dessus est de la fonne

où # OE 
e C(S~) . La famille j~ OE est filtrante croissante, majorée par sup g °

Soit 03C6 = sup 03C803B1 , s. c. i. majorée sur Alors, pour tout x de X , on aOE

(c) => (a) . Soit {03C803B1} une famille filtrante croissante de fonctions de
cy

CSf> , telle que SU» #a = m . Alors, Si ~cy = +~yf> , on a, pour tout x de x ,



et la famille (g ) est filtrante croissante majorée, et incluse dans Hf.
L’unicité de 03C6 résulte de l’égalité g(x) = si x E &#x26;(x) .

En particulier, on voit facilement qu’on a la relation e  
== J 1]-~, ](03BB) de03BB *

THÉORÈME 71.

lo Soit v une fonction numérique sur X . Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(a) v appartient à U., ;
(b) II existe u définie sur universellement intégrable, telle que

20 s~ v appartient à de barycentre b ~ 

que h ~ v dans quand et hn(b) ~ v(b) .

30 Toute fonction v de U.. vérifie le calcul barycentrique module c’est-

à-dire que, ~  , 03BD de M(X) , on a {  = 03BD sur Hf} ===> {  = 03BD sur 

40 L’application u -"3> Ju(x) de. est bijective de l’espace des fonctions uni-
versellement intégrables sur sur U~ .

Démonstration.

10 (b) ===> (a) .11 est clair que la fonction

est affine. Soit ~ dans M~(x) ~ et soit b le barycentre Puisque u est

universellement intégrable, u est intégrable pour de.(b) . Soit e > 0 . Il exis-

te 03C8 s c. i. et 6 s. c. s., sur que l’on peut supposer bornées puisque

u l’est (considérer les mesures e~ ~0 ~ S~ )~ telles que
~

On en déduit

Mais comme et sont affines semi-continues, elles vérifient le calcul



barycentrique. Donc on a

Il résulte alors de la proposition 70 que u(f) appartient à U~ .
(a) ===> (b). Montrons d’abord que, si v appartient à et si x et y

sont deux points de &#x26;(X) tels que f(x) = f(y) , alors v(x) = v(y) . En effet,
soit e > 0 . Il existe ~i~ et e dans telles que

Donc on a :

Mais si f(x) = f(y) , on a

Donc )v(x) - £ , et ceci ~ e > 0 . Donc v(x) = v(~~ . On peut donc défi-
nir une fonction u sur S., = unique, telle que 

Mais alors, on voit que, 3 e s. c. s. minorée et
s. c. i. majorée, sur S f , telles que

(il suffit de considérer la restriction à &#x26;(X) de l’inégalité correspondante sur

X).

Ceci signifie exactement que u est de ~ x~~intégrable, et ceci pour tout x .

Donc u est universellement intégrable sur Sf.
On peut alors trouver, pour x fixé, une suite de fonctions s. c. i. majorées

et une suite de fonctions s. c. s. minorées 6 , telles que

Alors on a bien (puisqu’il résulte de ce qui précède que u ~ ~ ) :



20 Soit E M~(X) , de barycentre b. Soient g E -, h n E telles que

où 8 n est s. c. s. et ~sn s. c, i., avec 9n  ~rn . Qn sait existe alors

une fonction continue 03C6n , telle que 8n  03C6n  03C8n . Donc

Donc cpn(f) , qui appartient à converge vers v dans ~1(~,) , et

Il

D’ailleurs, la condition " h (b)  v(b) " résulte de celle sur la convergence dans

S ~ appliquée à la 

3~ résulte trivialement de 2~ appliqué à rr == ~ ~ ~ .
4° résulte de l’égalité u(f)(x) = u[r(x)] si x e &#x26;(X) , et de 1°.

C. Q. F. D.

Si, au moyen de f|, on "identifie" &#x26;(X) muni de f avec Sf (car S., est

le compact séparé de l’espace quasi-compact uniformisable f ), le théorème 71 si-
gnifie, en quelque sorte, que toute fonction "universellement intégrable sur &#x26;(X)
muni de se prolonge en une fonction vérifiant le calcul barycentrique, et

"approchable au sens des " 
par des fonctions de Le problème se pose

d’ailleurs de savoir si les propriétés 2° et 3° du théorème 71 sont équivalentes au
fait que v appartienne à U~ .

Tous les résultats précédents sont valables pour une topologie faciale du type
Nous allons essayer de les caractériser.

DEFINITION 72. - Une topologie 5 sur ë(x) est dite principale, si c’est la to-

pologie faciale la moins fine rendant continue une certaine fonction f de A(X) ~
c’est-à-dire si elle est de la forme pour f dans Zy.

PROPOSITION 73. - Soit S une topologie sur &#x26;(X) . Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) 5 est principale ;

(b) Il existe un compact K de H ~ et une application affine continue surjective



directe cp de X sur M+1(K) , telle que 5 soit l’image réciproque par 
de la topologie de K .

Démonstration.

(a) ==> (b) est évident. On prend K = Sf , si  est de la forme f;f (cf.
corollaire 65).

(b) ===r> (a~ . ~ est une topologie faciale irréductible, associée à l’espace

H = A[M+1(K)] o CI’ . La fonction 03C6| est facialement continue pour  , donc elle

se prolonge en une fonction f de A(X) . Et il est alors clair que  est la to-

pologie faciale la moins fine rendant continue, donc  = f . De plus, on

voit facilement que f s’écrit g o g E A~M+(K~ ~ ; la fonction g n’est

autre, alors, que la fonction .

COROLLAIRE 74. - Si f et g sont deux fonctions facialement continues, telles

que il existe un homéomorphisme ~ de Sf sur S , 
(et f=~T (g) ). Inversement~ si une fonction g de H~ s’écrit g=~(f) ~ où
~ est continue injective, alors 

On peut définir, donc, le spectre d’une topologie principale S ~ comme le spec-
tre S., d’une fonction f de telle que S = 5.p ~ à un homéomorphisme près.
Ou bien, comme un compact K de j~ ~ vérifiant la propriété (b) de la proposition
73, à un homéomorphisme près.

7. Calcul fonctionnel et décomposition spectrale pour les fonctions facialement
semi-continues.

Nous noterons Al(x) le cône des fonctions affines s. c. i. sur X.

. 

DEFINITION 75. - Nous noterons ZIX (resp. l’ensemble des fonctions f af-
fines s. c. i. (resp. s. c. s.) sur X, dont la trace sur &#x26;(X) est s. c. i.

(resp. s. c. s.) pour une topologie faciale. C’est aussi l’ensemble des prolonge-
ments affines s. c. i. (resp. s. c. s.) à X des fonctions bornées sur ë(X) y qui
sont s. c. i. (resp. s. o. s.) pour une topologie faciale (théorème 25). Une fonc-
tion de Zy (resp. Zy. ) sera dite facialement s. c. i. (resp. s. c. s.).

Z Zy. n’est pas, en générale un cône convexe. C’est le cas si X est un sim-

plexe, ou si $y. a un maximum.



REMARIE 76.

( a) Il résulte des commentaires qui suivent la proposition 59 qu’une fonction f

de appartient à zi si, et seulement si, pour tout réel X y l’ensemble

B. = (x Î f(x) ~ ~~ contient une plus grande face fermée~ qui est parallélisable.
Ce fait sera utilisé plus loin.

(b) Si X est un simplexe, f affine s. c. i. est dans ZIX => ~ 03BB , f v À

existe dans et coïncide avec sup(f , X) sur &#x26;(X) .

DEFINITION 77. - On appellera famille spectrale de f aces parallélisables étalée

sur le segment (m , 14) , une famille (F.), p de faces parallélisables vérifiant
les trois conditions suivantes :

(a) L’application À i~ F. est croissante ;

(b) L’application 03BB ~ F est "continue à droite", c’est-à-dire que, V À ,

F ;~ 

( c ) Pour À  m, F. = %! y et pour î~ >x M , F. = X .

DEFINITION 78. - On appelle famille spectrale de fonctions affines s. c, s. éta-

lée sur le segment (m , une famille de fonctions affines s. c. s.

sur X , dont les restrictions à &#x26;(X) sont les fonctions caractéristiques de

1 ~ensemble des points extrémaux de faces parallélisables, et vérifiant les trois

conditions suivantes :

(a) L’application X ~ e h (x) est croissante pour tout x ; .

(b) L’application À ~ e (x) est continue à droite ;

(c) Pour e ~0, et pour ~>,,M, e h == 1 .

DEFINITION 79. - On appelle topologie spectrale sur ~(X) , une topologie faciale
5 telle qu’ il existe une fonction f facialement s. c. i., pour laquelle  est

la topologie faciale la moins fine rendant s. c. i.

" 

Toutes ces notions sont reliées par le résultat suivant.

PROPOSITION 80.

1° Il y a équivalence (et bijeotion) entre la donnée :

(a) d’une fonction f de ZI comprise entre m et M ;

(b) d’une famille spectrale de faces parallélisables (F.), étalée sur

(c) d’une famille spectrale de fonctions affines s. c. s. (e~)~ étalée sur

(m , T~I~ .



2~ La famille (Fy)~ de faces parallélisables définit alors une topologie facia-

le qui est la moins fine rendant la fonction f associée à faciale-

ment s. c. i* ; cette topologie S~ est donc spectrale.

Précisons comment on passe de l’une de ces données à l’autre :

Si f~ on pose F. = 1 . r~ë(X)];
Si (F~). est une famille spectrale, on pose ex = l? ;A A ~

Si (e.) est une famille spectrale de fonctions affines s. c. s.~ on a, pour x

dans &#x26;(X) , e~(x) = alors f e 2~ .
Démonstration.

lo Soit f dans Pour tout X réel, (x ) 1 f(x)~B) est un fenné

d’une topologie faciale pour laquelle f est s. c. i. Donc il existe une face fer-

mée parallélisable F, , telle que

Si m  f  M , il est clair que F = ~ si De

. plus, ~ ,~ ~, implique 

Enfin, soit F = n F . C’est une face fermée de X, dont l’ensemble des
~+ i~>?~ I~

points extrémaux &#x26;(F ) n’est autre que (1 ~~ F ~ . Mais on a évidemment
X~ u~>~ w

Donc F03BB = F03BB+ .

Soit (F03BB) une famille spectrale de faces parallélisables étalée sur M) .
BAt

Posons e. = Alors les ~e ~ sont affines s. c. s. ; la famille ~e ~ est

F
croissante. Soit e 

A+ 
= inf e ; cette fonction est affine s. c. s., et coïncide

sur ~(X) avec e . Donc e. = 

e . 
On a bien = 

1~(F03BB) , et enfin

si si 

Soit ~ ~ une famille spectrale de fonctions affines s. c. s. étalée sur

M) . Si x E ~~X~ , la fonction X ~ e ~x~ est croissante continue à droite,

et ne prend que les valeurs 0 et 1. Donc il existe unique 9 tel que

La fonction f, définie sur ~(X) , est telle que



Cet ensemble est donc l’ensemble des points extrémaux d’une face parallélisable F..

Alors la famille (F.) est croissante, donc elle définit une topologie faciale

sur ë(x) , pour laquelle f est évidemment s. c. i. Il existe un prolongement de

fàX, que nous noterons encore f, affine s. c. i., et unique. Et la relation

e.(x) = montre que f est comprise entre m et N sur ë(x) ,
donc partout. Elle montre aussi que f coïncide avec la fonction dont on est parti

pour fabriquer la famille (F.) initiale, puis la famille (e.) .
2° Ce point a été en partie montré dans ce qui précède, et est d’ailleurs évident.

C. Q. F. D.

Nous allons voir qu’un calcul fonctionnel est possible sur une fonction f de

en restant dans le cadre de Zy.. Ceci s’interprétera par une décomposition
spectrale de la fonction f, et les mesures spectrales correspondantes nous per-
mettront de prolonger le calcul fonctionnel.

Par la même occasion, nous allons donner un critère, analogue à celui de la propo-
sition 61, pour qu’une fonction affine s. c. i. soit facialement s. c. i.

. 

n 
°

Nous noterons une fonction quelconque obtenue à partir d’une suite de
p==l P

fonctions ... , cp par composition finie d’opérations du type v et A ,
dans le cône Al(x) des fonctions affines s. c. i. sur X, lorsque ces opérations
ont un sens. Nous noterons IS cp une fonction obtenue de façon analogue au moyen

p 
P

des inf et sup ponctuels.

PROPOSITION 81. - Soit f une fonction affine s. c. i. sur X. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(a) f appartient à Z" ;
(b) Pour tout réel X y l’ensemble B. = (x ) 1 X~ contient une plus gran-

de face fermée, et cette face est parallélisable ;
(c) Pour toute suite finie de couples de réels (a , b ) ~ ... , b ) où

ap  0 , V p y toutes les fonctions (a f + b ) existent dans Al(x) y et

de plus, ~ B réel, f v B coïncide avec sup(f , X) sur ë(x) .

Si on désigne alors par Nf le cône convexe formé par les fonctions du type

v/B (ap f + bp) (ap  0) , et par CIf l’ensemble des fonctions majorées, enve-

loppes supérieures de familles filtrantes croissantes de fonctions de C"
est le plus petit convexe de fonctions affines s. c. i. contenant les constan-

tes, fortement stable par A fini et v quelconque, majoré dans Al(X) , et con-

tenant f .



g2 ~ CIf , g1 03BD g2 et g1 ^ g2 coïncident sur ë(x) avec

g~) ~ ê~) .
Démonstration.

(a) ===> (b) , d’après la remarque 76.

(b) => (c) est évident, car si g , h sont facialement s. c. i. pour 5 ~
alors les fonctions et sont s. c. i.

sur ë(x) muni de 5 . Elles ont donc des prolongements affines s. c. i. u et v

à X. Il est alors clair que gvh=u et gAh= v dans Al(x) (de plus, on
a gAh=).

(c) => (b) . Soit N le cône convexe forme par les fonctions du type
(a f + b ) (a ~0) , et soit C~ le cône formé des fonctions majorées,

enveloppes supérieures de familles filtrantes croissantes d’éléments de Alors
il est clair que, de C~ ~ gvh et g A h existent dans Al(x) , et

appartiennent à C~ . Donc C~ est le plus petit cône convexe de Al(x) qui con-
tienne f , et qui soit fortement stable par A fini et v quelconque, majoré
dans Al(x) (pour les v quelconques, on se ramène aux familles filtrantes crois-
santes).

Nous allons construire une topologie faciale pour laquelle toutes les fonctions
de C~ ~ et en particulier f , seront s. c. i. Pour cela nous nous inspirons d’une
méthode de GOULLET de RUGY (cf. [10]).
Soit F la famille des faces F CIf-exposées, c’est-à-dire de la forme F 

où g est  0 et g e CIf . Une telle face est fermée. Montrons quelle est paral-
". lélisable.

Posons q3? = V Cette fonction appartient est affine
neN 1

s. c. i. De plus, elle vaut 0 sur &#x26;(F) , et 1 sur ë(x) ~ F (cf. lemme 2).
Donc elle coïncide avec la fonction c’est-à-dire que 1 - 03C6F = îF est affi-

F ’ "

ne s. c. s. Donc F est parallélisable.

Soient maintenant F et G dans Alors, si F = et G = h"~(o) ~ on
a A (car g A h = inf(g , h) sur &#x26;(X) , car

g A h = inf(g , h)), et F n G = (f + g)-1(0) . Donc F n G et conv(F u G) ap-
partiennent 

Enfin, soit (p~) une famille filtrante décroissante de faces de S . Alors

sup cpp ~ CIf , et vaut 0 sur F , et 1 sur ~(X)  F . Donc c’est 

c’est-à-dire 03C6F , qui appartient à et F = 03C6-1F(0) , donc F eS. Donc 5



définit bien une topologie faciale 5 .

Montrons que toute fonction de Cp est s. c. i. pour S . Pour cela, il suffit

de le montrer pour les fonctions de Np .
De plus, si g, h e Nf , l’égalité (g A h)tg/yB = montre

que, si g et h sont s. c. i. pour S , il en est de même de g A h . Compte te-

nu du procédé de construction de il suffit donc de montrer que :

1~ Si g, h e et s. c. i. pour 5 , alors (g v est s. c.

i. pour S .

2~ est s. c. i. pour E .

Le point 1~ est facile : est s. c. i. pour 5 , donc admet un

prolongement affine s. c. i. cp . On a cp  g v h sur ë(x) . Donc cp ~ g v h sur

X . Donc 03C6 = g v h , et (g v est s. c. i. pour S .

Donc, la seule chose à montrer est que fj~ est s. c. i. pour 5 . Soit

Bx = 1 X) . Posons g. = f A X - X . et g. ~0 . Or,
puisque f v X = sup(f , X) sur ë(x) , on a l’égalité

Or appartient à F. Donc h est un fermé de , et f g
est s. c. i. pour S .

C. Q. F. D.

g Remarquons que 
la nécessité de l’hypothèse " f v X = sur "

~.2014 tient au fait que, si u , v E et si u v v existe dans on

ne peut affinner que cette fonction coïncide avec sup(u, v) sur &#x26;(X) (alors
que c’ est vrai pour u A v et inf(u , v) ).

DEFINITION 82. - Soit f une fonction facialement s. c. et soit

(e ~ h h~ la famille spectrale de fonctions affines s, c. s. associée à f . On a
pelle décomposition spectrale de f , l’application

(ou S~ = f[ë(x)] ) qui, à un point x ~ fait correspondre la mesure de Stieltjes

de.(x) associée à la fonction croissante Xf2014~e.(x) . S~ s’appelle le spectre
de de~(x) s’appelle la mesure spectrale du point x associée à f (on
voit facilement que de.(x) a son support dans 

THÉORÈME 83. - Il existe un isomorphisme isométrique 03A6f du cône ordonné r
des fonctions croissantes s. c. i. bornées sur S sur le cône ordonné CIf défini



£ lç proposition 81. Si # à r§ , on notera jq(f) la fonction corres-

pondante de C§ °
Démonstration. - soit y dans r§ . Mors la fonction # o est s. c. i.

bornée sur &#x26;(X) , pour la topologie faciale  pour laquelle f est s, c, i.

D’après le théorème 25, il existe % 
. 

o unique, prolongement affine s. c.

i. de i . à x . Nous poserons

L’application 03A6f : 03C8 ~ 03C8(f) est additive et positivement homogène. Si

= e(f) , il est clair que 03C8 == e ; donc 03A6f est injective. Si 03C8  03B8 , il est

clair que et la réciproque est immédiate. De plus, on a

donc j~ est une 

L’image de 4 par 03A6f est un sous-cône convexe de Al(x) contenant les cons-

tantes (~ = 1) et la fonction f (~(B) = X) ~ fortement stable par A fini et

v quelconque majoré dans Al(x) . Donc cette image contient C~ .
Soit r le sous-c8ne de ]’ formé par les restrictions à S des fonctions

croissantes continues affines par morceaux. Une fonction ~ de r 0 s’écrit

Il résulte alors de la proposition 81 que l’on a

Donc l’image de r~ est le cône Nf.

. . 
Pour montrer que l’image de r~ n’est autre que il suffit de mo nt rer que

., 

. toute fonction V de I’~ f est enveloppe supérieure d’une famille filtrante crois-

sante de f onctions de r0 ‘
Pour cela, remarquons que 03C8 peut être prolongée en une fonction croissante con-

tinue à gauche sur si À E on pose



(ceci est possible, car inf Sf E Sf ). Puis on prolonge + à un intervalle

)a, b( de en posant

Enfin, si B > sup Sr ’ on pose

Si a est une fonction croissante continue sur Jï ~ on voit facilement que e

est enveloppe supérieure d’une suite filtrante croissante de fonctions en de 0
convergeant d’ailleurs uniformément.

Comme f est une isométrie, on voit d’ailleurs que l’image de r , c’est-à-dire
du c8ne des fonctions croissantes continues, est exactement et est incluse

dans 

Si on retourne maintenant à la fonction 03C8 , nous allons voir que 03C8 est le sup

d’une famille filtrante croissante de fonctions continues et croissantes.

Admettons pour l’instant ce lemme. Alors ~ sera enveloppe supérieure de fonc-
tions de F’ (et même de et i(f) sera donc dans C . = C’ ,
donc on a 1=égalité.

C. Q. F. D.

Démontrons maintenant le lemme qu’on a admis.

LEMME 84. - Toute fonction croissante bornée continue à gauche sur R est limite

croissante d’une suite de fonctions croissantes continues.

Démonstration. - Soit ,1~ une telle fonction. On peut écrire

en désignant par x 
n 

un point de discontinuité et par 03C3
n 

le saut corres-

pondant, et la fonction 03C81 étant croissante continue. On sait que I 6 n  + ~ ,

puisque $ est bornée. 
,

Pour tout n ~ soit e~(B) la fonction dont

le graphe est dessiné ci-contre (e > 0) .

Posons u’ ’ = I 03B8~n(03BB) . Comme e 
. 

n n’ ~ n

et comme la série de terme général c converge, u est une fonction croissante
, n e

continue en À , * 03C81 + u~ est croissante continue. De plus, Si e décroît,

jq croit. Or, si on pose 03B8On(03BB) = S (X) , pour tout X fixé, 03B8~n(03BB) est continuee n n n 



en e  0 . De la relation |03B8~n(03BB)| 1 q J , Y e J0 , on déd:ui t que u est conti-
- n "’ n e

nue en e . Donc

La suite est alors la suite cherchée.

C. Q. F. D.

COROLLAIRE 85. - Le cône C~ est fermé pour la convergence unifonne. De plus,

tout élément de C" est limite d’une suite croissante d’éléments de EL .

En effet ’ Inapplication ~ t2014~ ~(f) est une isométrie, et I’ est manifestement

fennec donc complet, pour la distance unifome. Le deuxième point résulte facile-

ment du lemme 84 et du théorème 83.

Nous allons voir que le calcul fonctionnel peut, comme dans le cas des fonctions

facialement continues, s’interpréter au moyen des mesures spectrales.

~  T
THEOREME 86. - Pour toute fonction 03C8 de on a la relation

est un prolongement croissant s. c. i. quelconque de ,b à R ..

Démonstration. - Supposons dl abord  croissante continue En reprenant
le point 3° de la démonstration de la proposition 68, on voit que la fonction

est affine s. c. i. ( 0394 désigne la subdivision 03BB-1 , 03BB0 , 1 ... , 03BBn-1 , où
03BB-1  inf Sf , 03BBn-1 = sup Sf ). De plus, si une subdivision Dt est plus fine que1 f ni f

~ ’ z’~ x  I ~ x . Donc

est affine s. c. i. Or, si x E ~(X) , on a e~(~) = l~f~x~~~~(7~) ~ donc
de~(x) _ ~f~x~ . Donc

Les fonctions affines s. c, i. ~~f) et J ~~A) de. coïncidant sur ~(~) i elles
coïncident partout.



Si maintenant Test croissante s. c. i.,  = lim 03C8n , où les 03C8n sont
n n

croissantes continues, la suite (03C8n) étant croissante. Alors
n

On peut déduire de ce résultat que, ~ non adhérent à S., n )- CI) , p,( ~
aucune mesure spectrale de-(x) ne charge le point p, ~

Nous allons étendre le calcul fonctionnel aux fonctions croissantes sur 

DEFINITION 87. - Nous noterons V., le cône convexe des fonctions v sur X vé-

rifiant :

1~ v est universellement intégrable (donc bornée) ; ..

Par ailleurs, nous noterons A~ le cône convexe des fonctions croissantes bor-

nées sur Sr.
Nous allons montrer sur V~ un résultat analogue au théorème 71. Pour cela, nous

aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 88. - Toute fonction croissante bornée sur R est limite décroissante

d’une suite de fonctions croissantes s. c. i. bornées.

Démonstration. - Soit u une telle fonction. On peut écrire u = u + Z wn ,

où w est nulle sur ]- ~ , x ( , a une valeur s 
n 

> 0 en x , et n

sur + et où u est croissante s. c. i. bornée. De plus, on a

I cr  + oo .
1 n .

Pour tout n , soit w~n(03BB) la fonction croissante

~ 

n

s, c, i. dont le graphe est dessiné ci-contre

(e > 0) .
oe

Posons w (X) = 1 w~n(03BB) . Comme 1 c  + ce ,~ l ~ ~

c’est une fonction croissante s. c. i. en À. Il en est de même de u = Ul + w .
De plus, si e croît, u décroît. Or, si on pose 110 = 11 ,la fonction 11£ est

e n n n

’. 

continue en e j 0 , pour tout À fixé. De la convergence normale de la série, on
alors que n est continue en e . Donc on a

é



La suite u P est alors la suite cherchée.

C. ~. F. D.

. ,

THEOREME 89.

I° Soit v une fonction minorée sur X . Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(a) Il existe u E 0394f , telle ue

où V zst ie plus .-Pe.tit prolongement croissant Ée U à f ;
(b) i° Ii existe une suite décroissante de fonctions de C§ conver-

geant simplement vers v ; 
.

2° v vérifie l’implication (D) (cf. définition 87) ;
( C ) V appartient ,Ô V f .

2° Toute fonction v de Vf vérifie le calcul barycentrique modulo Nf .
3° L’application u -> j %Î(X) de est une bijection de A sur V .

Démonstration.

i° (a) => (b) . On suppose que v = 1 ù(X) de03BB , où ù est Un prolongement
croissant borné à £ de u e D’ après le lemme 88, il existe une sui te décrois-
sante (1)~) de fonctions croissantes s, c, i. bornées qui converge vers iÎT .

Soit hn = 03C8n(f) = j 03C8n(03BB) de, . La suite (hn) est décroissante, chaque h
appartient à C§ , et V x de x , on a

De plus, soit h e avec h >, v sur &#x26;(X) . Soit telle que h = ~r(f) .
Si x E ~(X) ~ on a

Donc 03C8 >, u sur Sf. Par suite, si  est le plus petit prolongement croissant
de u à Sf ’ ~r >, û sur S . Par intégration sur on en déduit h bv sur

X , et v vérifie l’implication (D).

(b) ===~> ~ c ~ . Si v = lim h , il est clair que v est uni-

versellement intégrable. De plus, diaprés le théorème de Lebesgue,



Donc, V e > 0 , Bh telle que v  hn et J (h - v) e .

(c) => (a) A. Soient deux points x et y de ë(x) y tels que f(x) = f(y) .

Soit e>0 . Il existe telle que v  h et J(h - v) de si

f(x) = f(y) ~ on a h(x) == h e C~ . Donc on a les inégalités

Donc v(y) ~ v(x) . Par symétrie, il en résulte que v(x) = v(y) . Donc on peut dé-
finir une fonction u sur S~ , unique, telle que

B. Montrons que u est croissante sur Sf . Soient x et y dans tels

que f(y) . Alors, ti h E f ~ h(y) . Soit e > 0 . Il existe h

dans telle que v ~ h et ,~(h - v) dey  e , soit

Donc + > 0 ~ et par suite 

C. Soit  , prolongement de u à R , défini ainsi :

on pose

Si )a~ be on pose

Si on pose

D’après le lemm,e 88, il existe une suite décroissante 03C8n de fonctions croissan-
tes s. c. i. bornées, telles que lim 03C8n 

: û sur R .

Soit w la fonction définie par



Soit e > 0 , et xeX . Il existe h dans telle que

donc v(x) § h(x) ( v(x) + e . Mors il existe 8 croissante bornée s. c, i. , tel-

le que h = j o de03BB = o(f) . Remplaçons o par la fonction Z obtenue en prolon-
geant 03B8|Sf par le même procédé que celui utilisé pour prolonger u , Alors on a

encore ° de03BB .
L ’inégalité v § h , restreinte à &#x26;(X) , prouve que u £ 03B8|~(X) , donc    .
Soient 0 = inff , $ ) . Mors 1a sui te 0 décrott vers à . Donc

n n . n

Or on a h(x) ~ v(x) + e . Mais, sur ~(X) , on a v ~ An(f) (puisque,
si v(y) Donc sur X, et, en particu-
lier, v(x) ~ Quand n tend vers l’infini, on obtient

donc v(x) = w(x) = j ?(B) de.(x) .
Et il est clair que est le plus petit prolongement croissant de u à S" .

. 2° Cela résulte immédiatement de la propriété (b).

3° C’est bien clair, d’après ce qui précède : la correspondance u étant

bijective, si  de03BB == J ?’ de03BB , alors il y a égalité sur ~(X) , donc u = u’

(et par suite T = 

C. Q. F. D.

REMARIE 90. - Si le convexe compact X est standard~ l’implication (D) peut
être supprimée dans la définition de V et dans la condition (b) du théorème 89.

Dans le premier cas, soit en effet p, ~ M~(x) ~ de barycentre x. Soit

~ ~x i r~ = 2014g20142014 ’ Soi te> 0 . Il existe h ~ telle que h ~ v et (h - v) d~  e .

Donc on a à la fois

Or les fonctions de C~ vérifient le calcul barycentrique. Donc 1 h dp. = h(x) .
Parasite )J v dgà - v(x) ) 1 2e , V e>0 ~ donc J vdp, =v(x) . Donc v vérifie
le calcul barycentrique. Soit alors h eC~ , sur §(x) . Si h et v



vérifient le calcul barycentrique, et si toute mesure maximale est portée par ê(x) ~
il est clair que h~v sur X.

Dans le deuxième cas, si (h ) est une suite de fonctions de CIf’ et si v ,

avec v  m , le théorème de Lebesgue prouve que v vérifie le calcul barycentri-

que. On conclue alors comme précédemment.

Achevons en explicitant la liaison entre le cône C~ et la topologie 5 asso-

ciée à f .

PROPOSITION 91. - Soit g une fonction affine s. c. i. sur X . Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(a) g appartient au cône C~ ;
(b) est s. c. i. pour la topologie S~ .
Démonstration.

(a) ===> (b) est évident.

(b) => (a) . Si F.=c5Ev[(x ) 1 n6(x)]y on sait que les F. ,
pour sont exactement les fermés de 5~ .

Si nous montrons que cp.-, 
À 
= lp- 

X 
appartient à C., ~ alors g appartiendra à C~ ~

car d’après la démonstration du théorème 25, g est limite croissante de combinai-

sons linéaires à coefficients positifs de fonctions du type 
X 

(à une constante

fixe près).

Or S(F.) est l’ensemble des points où (f - X) est nulle. Comme on a

0 ~ (f - X) ~ (f - X) v 0 , et comme ces deux dernières fonctions coïncident sur

(x) , on voit que

Alors, il en résulte facilement qu’on a l’égalité

(cf. démonstration de la proposition 8l). Par suite, cp~ appartient à C" .
À

C. Q. F. D.
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