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Séminaire CHOQUET 1-01
(Initiation & 1'analyse)
1le-12e années, 1971-1973, n® 1, 20 p. 13 et 20 janvier 1972

PROPRIéTéS DES APPLICATIONS QUADRATIQUES
D'UN ESPACE DE HILBERT DANS UN ESPACE VECTORIEL.
APPLICATIONS i LA THEORIE SPECTRALE DES OPéhATEURS NORMAUX
ET A L' IMAGE NUMERIQUE D'UN OPﬁhATEUR

par Claude PIQUET

On considdre une classe particulidre d'applications d'un espace de Hilbert dans

un espace vectoriel topologique ; ces applications sont continues et satisfont a

1'identité du parallélogramme.

On étudie, dans une premiére partie, les propriétés de l'image W de la sphd- -
re unité du Hilbert par une application b du type précédent. On montre, moyennant
une hypothése supplémentaire sur b , que W est convexe, et 1l'on obtient une ca-

ractérisation des faces de W .

On applique, dans les paragraphes 2 et 3, les résultats précédents aux représen-
tations unitaires d'un groupe abélien localement compact, ce qui permet de retrou-

ver la théorie spectrale des opérateurs normaux (§ 4).

Enfin, on retrouve, dans les paragraphes 6 et 7, les propriétés essentielles de

1'image numérique d'un opérateur.

On aura présent & l'esprit, dans les sections 2, 3 et 4, que 1l'on se refuse d'uti-
liser la théorie spectrale des opérateurs normaux (1), puisque c'est le but de ces
paragraphes. A peu prés tous les théorémes énoncés deviennent évidents si l'on sup-

pose connue la théorie spectrale des opérateurs normaux.
1. Définition des b-applications. Propriétés générales.
OIS I I SIS TSNS ONININI I SIS I OO DD NSNS PSPPI

1.1. Notations et définitions : % est un espace de Hilbert complexe dont le

produit scalaire, noté ( , ) est linéaire & gauche. Si x € ¥ , on pose
£=0 si x=0, 2=x/|x|| si x#0.

B, (resp. Br) est l'ensemble des x de % tels que ||x|| =r (resp.

=l < =) .
Enfin, £() est l'espace vectoriel des opérateurs lindaires continus de ¥ dans
% .51 Lee(r) , L désigne 1'adjoint de L .

DEFINITION : Une application b de % dans un e. v. t. 1, c. ¥ sera une b-

application si

1° b est continue,

(1) On se rappellera que l'existence et les propriétés de la racine carrée posi-
tive d'un opérateur positif borné ne font pas appel & la théorie spectrale. Cf. [1]
par exemple,
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2° b satisfait & 1'identité du parallélogramme :

Vxe®, Y7k, b(x +y) + b(x = y) = 2b(x) + 2v(y)

I1 est facile de montrer qu'alors :
tvreC, vxek ,  b(x) =A% v(x)
et que
{x , v} —e%{b(x +y) = b(x =y) +ib(x + iy) - ib(x - iy)}
est sesquilinéaire de %X x % dans Y .

Soit V un sous-espace de ¥ . On pose W(V) = conv {b(V n %1)} et W=w®) .
Soit A une partie de W(V) . On définit alors

F(A) = face de W engendrée par A .

M(a) = {xe vV ; b(x)e |4} .

l1.2. PROPOSITION : Si A est une face de W(V) ’ M(A) est un sous-espace vec-

toriel de V .

I1 est évident que M(A) est thomogéne ; soient x et y dans M(A) e« On a
b(x + ¥) + b(x = ) = 2{b(x) + b(y)} € 2(||<|% + ||¥|®)a . Posons
2 Ré (x , )
t= el
[1=l]= + 1|7l

alors te (0, 1) et 1'on a :
%ﬁl +t) b(x + v) +-%(1 -t)p(x-y) enr,

N .
A est une face, donc b(x + y) € A, soit x+ y € M(A) °
C. Qo Fo D.

La réciproque de cette proposition est en général fausse. C'est pourquoi nous in-

troduisons une classe plus restreinte de b-applications.

1.3. DEFINITION : Une b-application b de % dans ¥ est une bec-application

si, pour tout couple (x ) de %, x %1 , 11 existe un y! de %1 tel que

P 1
b(y') = b(y) et b(x + y') appartient & la droite (réelle) définie par b(x) et

b(y) .

Afin de pouvoir caractériser le W d'une bc-application, nous avons besoin d'un

lemme.,

le4. LEMME ¢ Soit b wune be-application de ® dans ¥ . Alors :

leeb(z(’,l), Vw2eb(3€1), vte (0, 1),

n) s tels que

il existe x et y de % , xeM(wl), yEM(wz),_e_E ee(o,-z-

b«65§7§;/:?;257§y) = twl + (1 - t)w2 .
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/\ - \
b étant une be-application, on peut supposer que b(X + ¥) appartient a 1la
droite A définie par ©, et w, . Comme b(x +y) + b(x = y) = 2b(x) + 2b(y) ,
on voit que b(¥—-¥) € A . Il existe donc o et B réels tels que

b(x+y) = ||x+y||2{ozm1+(1-a)w2} et b(x-y) = Hx-yll2{6w1+(1-5)w2} .

De plus, W(cos@)x + (sing)y) = (cos® G)wl + (sin2 9);92 +(sin 0 cos8)[b(x+y)-b(x-y)] ,
donc en posant

£(8) = cos® © + sin 6 cos 8 {o - 8 + 2(o + B) Re(x , y)}
- 1+ 2 sin 6 cos 6 Re{x , y)

on obtient

K(cea 9 +(sTm ) = t(e)a, + 1 = t(0)u, -

Comme l'application 6 -3 t(0) est continue et que t(6) = 1 et t(%) =0, le

lemme est démontré,

Remargue : I1 existe aussi un 9 € [—g , n] répondant & la question.

Nous obtenons maintenant le théortme suivant @

1.5 THEOREME : Soit b: % -—»¥ une bc-application. Alors

10 b(Jﬁl) est convexe.

2° A est une face de b(Rl) si et seulement si M(A) est un sous-espace vec~
toriel de # .

3° Pour toute partie A de b(Jﬁl) , M(F(A)) est le sous-espace de ¥® engendré
par m(a) .

1° Cela résulte trivialement du lemme 1.4.

2° Compte tenu de la proposition 1.2, il faut montrer que si M(A) est un sous-
espace, A est une face., Considérons w1 et w, dans b(:h‘:) tels que tw1+(1-t)w2
pour un t e )0, 1( . b étant une be-application, et compte tenu du lemme 1.4,

il existe x e M(wl) sy Y E M(w2) , 6¢ (0 ’ 12[) (x , y € 3&1) tels que
b((cos e)x +(sin G)y) = twl + (1 - t)wz € A .

Donc (cos §)x + (sin e)y e m(a) . D'aprés la remarque du lemme 1.4, il existe
8' e (0., 3) tel que cos 6' x - sin ' y € M(4) .

M(A) sous-espace =>x et y € M(a) ,

donc wl et w,

30 Soit )M(A)( le sous-espace engendré par M(A) « Comme M(A) < M(F(A)) y ON &
)M(A)( < M(F(A)) . Si A est une face, il n'y a rien & démontrer. Si A n'est pas
une face, pour tout x € M(F(A)) tel que b(x) ;é A (”X” =1) s 11 existe
b(y) e P(A) et te o, 1( tels que tb(x) + (1 = t)b(y) e A . b &tant une
bc-application, on remplace y par y' tel que b(y') = b(y) et

€ A, et donc A est une face,

b(cos 6x + sin oy) € 4
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(lemme 1.4). Donc cos 6x + sin 6y € M(A) s de méme, il existe 6' tel que
cos B' x - sin p' y € M(a) , donc x (et y ) appartient & )M(A)( y Ce qui montre

que
y(a)( = M(F(a)) .
Ce Q¢ F. D.

D'une fagon plus parlante, on peut dire que l'image réciproque par b de la face

du c8ne convexe b(%) engendrée par A est le sous-espace de ® engendré par

1'image réciproque de A .

2. Fonctions de type pogitif associées 4 une représentation unitaire d'un groupe
abélien localement compact.

2.1. Notations et définition.

G est un groupe abélien localement compact ; son groupe dual G est localement

compact,

P(G)‘ (resp. PI(G) s TESPe. Pl(G)) est le c8ne convexe propre (resp. le convexe)
des fonctions f : G =-=»C continues, de type positif sur G (resp. feP@),f0)=1 ;
resp. £ € P(¢) , £(0) < 1) .

X est l'espace vectoriel des fonctions f : G = C , continues, muni de la topo-

logie de la convergence uniforme sur tout compact. P(G) - P(G¢) est dense dans X .

Si % est un espace topologique compact, Mq(EQ désigne le compact convexe des

mesures positives sur © , de masse totale <1 .
m: G-—yL(R) est une représentation unitaire de G ; mn(0) = 1, .

bn ou bt % —»P(G) ©X est définie par b(x) = fx ou fx(g) = (m(g)x , x)
(ge ) .

{n}' est le commutant dans £(%) de la famille (abélienne) des {n(g)} .

®¥ est l'adhérence, dans PI(G) , de bn(ﬁl) pour la topologie faible

o(r(e) , 1}(q)) .

2.2, LEMME : b(x) =b(y)&>23Ue {n}', U unitaire tel que y = Ux .

I1 est clair que si y =Ux , <{(n(g)y , y) = (=lg)x , o Ux) , donc b(x) = v(y) .

si b(x) = b(y) , alors ||| = |ly]| (# 0, sinon prendre U = 1y ). Soit V(x)
(resp. V(y)) 1le sous-espace de % engendré par les m(g)x (resp. m(g)y) ou
g € G . Donec
zeV(x)é:-_}HM de la forme zrllkkn(gk) , Ou )\keg, gkeG,
tel que 2z = Mx .,
Soit S ¢ V(x) =3 V(y) 1'opérateur lindaire défini par S(z) = My ou z =DMx .
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Cette définition a un sens car HS(z)“2 = Hz“2 . En effet,

Isel® = o 2, Ty B e, - &) =T, A K b6, - g) = |12l

Donc si Mx = M' x , alors My = M' y . La relation précédente montre de plus que

S est une isométrie, et se prolonge donc en une isométrie de V(x) -»V(y) . I1

est évident que S est surjective ; l'isométrie T de V(y) == V(x) , Aéfinie par

T(My) = Mx , est son inverse & droite. D'autre part, si z e V(x)*n V(y) , on a @

z = lim Z_ , Ou Zn € V(y) .

k
2 L - . >
z, s écrit z, Mh y et, pour tout opérateur N de la forme 1 hp n(gp) yna

limndm Nx , zn) =0 , soit limnﬂm Nx , Mh ¥y =0,

. 3 1 . . 3
donc 1lmn~m (M; x , N'y) =0 . Comme V(y) est invariant par Mh et Mh , On

Mx appartient & V(y)* . Il en résulte que

T{V(x)* n T(7)} = T(x) n 7(y)* .

en déduit que limn_ﬂgo Mﬁ X

Soient maintenant P 1le projecteur sur V(x) , Q le projecteur sur V(x)an ¥),
et R le projecteur sur V(zx)* nVv(y)* . ona P+Q+R = 1y, 3 soit alors
U=SP+TQ +R . En raison de l'invariance par 7 des espaces V(x) et WyJ ,
ona Ue({n}' et U est unitaire, car SP, TQ et R sont des isométries sur-

jectives de
V(x) dans V(y) ’ V(X)‘L s} V(y) dans V(%) n V(y)‘L et V(x)'L n V(y)*dans V(x)‘L n V(y)*
respectivement. Bnfin,

Ux

SPx =8x =y .

C. Q. F. D.

2.3, LEMME : A tout couple (x , y) de %1 x %
re U de {m}' tel que

correspond un opérateur unitai-

1

vgecd, mlg)x, Uy)+ (mlg) Uy, x) =0 .

Soit V(x) 1le sous-espace attaché 3 x , défini au lemme précédent. Nous consi-
dérons quatre cas :

(a) y € V(x)‘L s U= 1% convient alors parfaitement.
(B) y € V(x) ; on a alors y=DMNx , o M est normal et M€ {m}" .

Soit M = iU¥ H une décomposition polaire de M , ou U est unitaire (possible
car M est normal). On sait qu'alors H est hermitien, et que H et U appare

tiennent & {m}' . Alors Uy = iHx et l'on a
(m(g)x , Uy) + (n(g)uy , x) =0 .

(y) y € V(x) ; alors y = limnqm Mn X , ou Mn est de la forme précédente. Soit
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Mn = iUz Hn une décomposition polaire analogue & celle de M dans (B) . On sait

que M,n X converge., Montrons que Hn X converge. On a

ICe, - Hq)xn2 - |17, 1| + g, x||° - 2(8, H_ %, %)
car HP Hq = Hq Hp « Mais Hp , donc Hp Hq est positif, donc
|(Mp x o, Mox I x)l-—l(Hp B, U"; U X+ (] H %, U; v, x|

est majoré par

P q b

I1 en résulte que H(H - H )xn H(Mp - Mq)x” , si bien que z =1lim  iH

existe, b étant contlnue (en effet, sup G|b(x (g) - v(y)(g)| < 2” x=-y| ) onea

4<H qu,x)(H HqU U x,U*qu)—(2(H qu,x))2

b(z) = 2im _ b(H x) = lim __ b(H x) =b(y) .

D'aprés le lemme 2.2, il existe U unitaire dans {mw}' tel que z =1Uy , et

comme on a
(me)x , 2y + (n(g)z , x) = lm _ {im(e)E x , x) - i(nle)z , B x)} =
Le lemme est démontré dans ce cas.
(8) Enfin, si y est quelconque, on écrit y =u+v , ol ue z), vevVix)?t

Soient U1 1'opérateur donné par (y) appliqué au couple (x , u) et P le pro-

jecteur sur V(x) . Alors U = PU1 + (1 - P) est unitaire et dans {m}' , car PU

est un opérateur unitaire de V(x) . I1 vient Uy = Uu + v et comme

1

(ﬂ(g)x ’ U.V> = (n(g)x ’ Uu) ’
le lemme est démontré.

En appliquant ce lemme & un couple quelconque, on voit que bn est une be-
application de ® dans X . (Prendre y' = Uy ). Compte tenu du théordme 1.5, on

obtient le théordme suivant.

2.4, THEOREME : L'application bn , définie en 2.1, est une bc-application de #

dans X . On a :

(i) b(%l) est un convexe de PI(G)

(1) 8i w=1b(x) , ob x € ®, , ona
M(w) n %, ={ye®; 3U unitaire, Ue {n}' , tel que y =TUx} .

(iii) 8i A est une partie de b(}ﬁl) , M(F(a)) est le sous-espace de % en-
gendré par M(A)

Remarque : La condition (i) peut s'énoncer ainsi : L'ensemble des fonctions de

type positif associées & une représentation unitaire ™ d4'un groupe abélien G

est convexe,

Nous allons maintenant examiner plus en détail les propriétés de W ,
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2.5. LEMME : ® est un compact convexe dont les points extrémaux sont {0} et

la trace ® n G de ¥ sur le groupe dual G .

b(Rl) étant un convexe de PI(G) , b(@l) est un convexe de Pl(G) . Comme
P1(G) est un simplexe de Bauer pour la topologie faible o(L (@) , ’Ll(G)) ([2],
théordme 13.5.2), ® est un compact convexe de PI(G) .

Soit f € ¥ , extrémal et distinct de O ( 0 est évidemment extrémal, car P(G)
est un céne propre). £(0) =1 puisque f est extrémal ; donc f € Pl(G) « Or
([ 3], chapitre VI, § 31,7, théoréme 6), sur Pl(G) y la topologie faible coIncide
avec la topologie forte (topologie de la convergence compacte). I1 existe donc une
suite généralisée (2), fn de b(@l) telle que limn fn = f (pour la convergence
compacte). I1 existe donc une suite x de B, telle que b(xn) converge vers

1
f . Comme Hxnnz = fn(O) » on peut supposer que x € Byoe

. N +
Soit xi =[14+ Xn(go)]xn , Ou |k| =1,et fi = b(xn) « On a
£i(g) = 2f () + (r (g + g,) + %1 (& - g5)) ;
par conséquent, lin fi = 5 oxiste, et 1'on a (g) + £7(g) = 4£(g) . Mais
+,2 -
=" =2+ (xfn(go) + )\fn(go)) .

L'extrémalité de f implique donc :

[2 + af(gy) + Xe(gy) X (e)

il

2f(g) + Mg + g5) + Ri(g - g5) -

Ceci est vrai pour tout A , |A| =1, donc f(g + go) = f(g) f(go) : f estun

caractére continu de G .

Inversement, tout élément de ® n & est extrémal dans PI(G) , donc dans ® . Le

lemme est démontré.

On remarque que ® n é est fortement fermé ; comme PI(G) est un simplexe de
Bauer, il en va de méme de ® qui est une face fermde de PI(G) . Donc on a le ré-

sultat suivant.

2.6, THEOREME : L'adhérence faible ® de l'ensemble des fonctions de type posi-

tif (continues) f telles que f(O).s 1 , associées & une représentation unitaire

m d'un groupe abélien localement compact G , est une face fermée de PI(G) . Clest

un simplexe de Bauer dont les points extrémaux sont {0} et ®n G .

On introduit maintenant une définition.

2.7. DEFINITION : On appelle spectre de m , et l'on note sp(m) le fermé ® n ¢ .

Par le théoréme de représentation des simplexes de Bauer, on a le théoréme sui=-

vant.

2 3 ’ - 0 - . . 3 ’ 7 . 4
(¢) Dans la suite de la démonstration, "suite" signifie "suite généralisée™.
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2.8. THEOREME : ® est affinement isomorphe et homéomorphe & m{(sp(n) v {0}) .
A tout x de %1 correspond une mesure ey unique, de m;(sp(n)) telle que

b(x) = Iy % a0 -

Nous avons seulement & montrer que si x # 0 , Hy ne charge pas le point {O} s

Ceci résulte de ce que b(x)(0) =1 = Isp(n) du, , donc p_ est portée par sp(m) .

Remarque : L'homéomorphisme précédent n'est riem d'autre que la transformation de

Fourier.

Nous précisons maintenant la structure des faces de ¥ ,

2.9. THéORﬁME : Soit F une face fermée de ¥® ; alors
u(r) = x ek ; v e x| F)

est un sous-espace fermé de ¥ invariant par m . Inversement, si E est un sous-

espace fermé invariant par m , l'adhérence faible de b(E n Bl) est une face fer--

mée de ® .

La proposition directe résulte du théoréme 1.5 et de la continuité de b . La

proposition inverse est évidente en remplacant # par E .

Toute face fermée de ¥ étant déterminée par ses points extrémaux et inversement,

on a un corollaire.

2.10. COROLLAIRE : Soit F un fermé de G ;3 8i T est la face fermée de ¥

engendrée par F n ¥ , alors M(F) = fxe &, By est portée par F} est un sous-

egspace fermé de ¥ invariant par m . Inversement, si E est un sous—espace fermé

de % , invariant par mw, alors E = M(F) ol F est la face fermée de ¥ engen-

drée par la trace F de l'adhérence de b(E n 01) sur & .

N. B, — Fermé signifie fermé pour la topologie de la convergence compacte.

3. Mesure spectrale associée & une représentation unitaire 1 .
NN NI NI NP IS NT ISP NP NS NI N NG NI NN NN NS N T NSNS NS NN NI NI NI NSNS NI NSNS

Les mots "fermé", "compact", ... signifient fermé, compact, ... pour la topologie

de la convergence compacte.

3.1. Notations : On note &(F) 1le sous-espace fermé de # associé au fermé F
de é obtenu au corollaire 2.10. On rappelle que si x € # , V(x) est le sous-
espace fermé de ¥ , engendré par les vecteurs n(g)x . I1 est clair que pour tout
xe §F) , V(x) < &(F) . Plus précisément, il résulte du théoréme 2.4 que &(F)
s'identifie au sous-espace de ¥ engendré par Ux lorsque U € {n}' , et U est

unitaire. ( ¥ quelconque dans &(F) ).

Un probléme important est de savoir quand &(F) est non réduit a {0} . A cet

effet, nous démontrons quelques lemmes.
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3.2. LEMME : Soit x € ¥ . Pour toute fonction o : G -» C , continue, & support

2
compact, il existe un Xa e V(x) tel que uxa = lal By o

"~

Soit ¢ ¢ G ~-=>C de la forme ¢ = E? k &) (ol &) € G G) (Xk € E) e On as~
. s\ ' , Zﬂ
socie & ¢ 1'opérateur Mb kk n(gk « On a alors

b M AA + - X 5 X
(M x) = pqpq(ﬂ(g g, = EJE » X
et par conséquent,
= {2 A
"M x o q *p Rq B Eglwy

soit
By ¢ |¢|2 uw .
Or o est limite uniforme sur G de fonctions ¢ du type précédent.
D'autre part, ”xH = b(x)(0) = <”x , 1) , donc HM& xn = <ux , |¢‘2> et
R N L R A
Si donc la suite ®; converge uniformément sur G y M x converge dans VTET.

¥
Si x, désigne la limite obtenue, on a 1

. . 2 2
pxa = lim uM@ x = lim |¢i| By = |a| By o

i
De plus, pour tout ye V(x) , vl =1, on &

il

2 ,
" = Ial b, avec M lim forte sur V(x) de UM .
M&Y y o @i
Donc
g 912 = Gy s 1el® < o2
o y - uy ? - o
T, est uniformément borné sur V(x) , donc se prolonge en un opérateur borné de
V(x) . Enfin, si & est la conjugée hermitienne de « , on a ﬁa = (na)* .

3.3. LEMME : Soit o« la fonction caractéristique d'un compact K de ¢ . Alors,

o est une limite décroissante d'une suite de fonctions continues positives a
support compact. Soient o, ces fonctions ; soit Mh 1'opérateur associé & x

(fixé) et Vah » par le lemme précédent. o, 20 ==>N%' hermitien positif. Comme
<('n'p - Wq)x » X) = <IJ'X ’ "/Q—’-.; ""/Ol') ’

la suite M d'opérateurs bornés positifs est monotone décroissante. Soit

M=1lim M « M est borné et by = Oy avec My € V(x) .

3.4. LBMME : Soient F, et F, deux fermés de G . Alors &(F,) et &(r)

2
sont orthogonaux si, et seulement si, pour tout Xy de S(Fl) , tout X, de
S(FZ) , les mesures By et b sont étrangdres.

1 2

Supposons S(Fl) et S(FZ) non orthogonaux : Il existe un couple (xl R x2) de
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= 1 N ' i
Kl x El tel que X, € S(Fl) s X, € 8(F2) et x1 = ax2 + ax2 ou  x € S(Fz) et

a#0 . 8(15"2)'L étant m-invariant, on a :

2 2
b =l p, + gl Pt o
xl x2 xé

Comme My (F2) =1, wg (F2) >0, et les mesures Moy et by ne sont pas

étrangéres. 1 1 2

Supposons maintenant u et p_ mnon étrangdres (x1 € S(Fl) y X, € 5(F2)) .

Les mesures My et by sont c(ﬁn(G) ’ LI(G)) boréliennes § il existe un X
faiblement comp&ct tel qée My (k) >0, by (K) >0 . Mais K <P (G) et, comme
sur P (G) les topologies for%es et fa1bles2c01nc1dent, K est fortement compact.
D!aprés le lemme 3.3, il existe y € Vr—;) (Fl) tel que uy(K) = by (K) >0 .
I1 existe donc y # 0 tel que y e S(Fl) et ye E(FZ) y Ce qui montré que S(Fl)

et S(Fz) ne sont pas orthogonaux.
3.5. COROLLAIRE : Soit F un fermé de G . Alors, V x € &(F)* , px(F) =

Ce résultat est immédiat.

3.6. LEMME : Soient F un fermé de G , et E(F) le projecteur sur &(F) .

Alors, pour tout x de ¥ , on a

E&(Mx , x) = IF dux = Hx“2 jF duﬁ .

1.5 xe&(F), E(F)x=x et Ide,x=1.Si
xe §(F)* , on a px(F) =0 (Corollaire 3.5). Enfin, si x est quelconque,

On peut supposer ||x||

=gu+ BV ou ue &F) , ve&F? . Ces espaces étant invariants par m, on a

]

b = al? u, + 1812

et donc

lo]? = @(®)x , x) .

ux(F)

Nous obtenons enfin le théoréme de décomposition spectrale ([8], chap. VI, § 31,
7, théor. 6).

Il

3.7. THEOREME : Soient G un groupe abélien localement compact, et m une repré-

sentation unitaire de G . Soient 8(&) la tribu borélienne de é et ® 1l1la fa-

mille des projecteurs de ¥ . Il existe une fonction E ¢ G(a) —» ® , et une seule,
telle que :
1o E(f) = 0, , E(G) =E(sp(m)) =

2°8i B, , B, € %(@e) , B

i% .

B, ,ona E(Bl).s E(B ) .

3°8i B est une classe monotone de %(G) , E(llmnqm ) = lim_ E(B ) , cet-

te derniére limite étant prise au sens de la topologie forte (ou falble) de B(%) .

4 vxe¥%, vBeBa) , &B)x, )= IB dp, = u (B) .
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50 ¥ xe®, b(x)=[xdu(x) .
L'existence de E résulte du lemme 3.6 et du fait que la tribu borélienne de G
est engendrée par les compacts.
L'unicité est due & 1'unicité de la mesure My représentant b(x) .

Enfin, E est o-additive car (B(B)x , x) = IB dp_ » et p_ est une mesure de

probabilité sur X .

4. Mesure spectrale d'un opérateur normal.

On indique, dans ce paragraphe, comment le théoréme précédent permet de retrouver

le théordme classique de décomposition spectrale d'un opérateur normal.

4.1. DEFINITION : Un opérateur L de domaine de définition @L dense dans ¥

est normal s'il est lindaire, fermé, et si LL¥ = L.

Par le théortme de Von Neumann, on sait que ® =0 ,=0 , est dense dans ¥
(LL* et IL* L sont autoadjoints). Comme pour tout x de & , on a ”LXH=HL* x|| ,
on voit que @L ==®L* . On peut donc écrire L = A + iB , ¥ = A-1B avec A et
B autoadjoints, définis sur @L o Enfin, ¥ xe® , ((AB - BA)x , x) =0 , donc
AB = BA .

4.2. LAMME : Soit A un opérateur autosdjoint. Alors A = (1 + 02 421

(p € R+) est autoadjoint, borné et converge fortement sur ® vers A lorsque
p=>0 (@ = domaine de 2% ).

L'existence de Ap , €t le fait que Ap soit borné, sont classiques.,Pour achever

la démonstration, il suffit de remarquer que, pour tout x de ® 52 On &

1 = )] = [|6® 4%(1 + 6% 4%)7H x| < ol]a°

4.3. LEMME : Soit m la fonction de R® dans £(%) , définie par
o™ lu v) = exp i(uA +vB .
p( ,y V) p i( 0 p)

rd . . . 2 \ . z
ﬂp est une représentation unitaire de R~ et posséde, uniformément en u et v

sur tout compact de R2 , une limite forte notée m . On écrit

mlu , v) = exp i(ua + vB) .

I1 suffit de remarquer que AB = BA =%>Ap Bp = Bp Ap sur ® % qui est dense
dans % . L'existence de m résulte du lemme précédont. Comme Ap Bp = Bp A, m
(et donec 1 ) est une représentation unitaire de R% .

~

P

" 4.4, DEFINITION : La représentation m précédente est la représentatien unitaire

2 . 2 \ r'd
de R~ associée a l'opérateur normal L .

Avant d'appliquer le paragraphe 3 & la représentation m , il faut préciser le
gspectre de m .
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4.5, THEOREME : Soient L un opérateur normal, et s la représentation unitai-

re de R2 associée. Alors sp(nL) est le spectre de 1l'opérateur L .

~

Soit (o , B) € sp(nL) . Bn changeant L en I-(y + iB)ER , on se raméne au cas
ou (O ’ O) € sp(nL) . R2 étant o-compact, il existe une suite xn telle que
“Xn” =1 et <(exp(i(uA + vB)) X,

lorsque n == o , Soit K vun voisinage compact de l'origine dans R2 o On peut

~

» X ) =>1 uniformément sur tout compact de ‘52,
(lemme 3.3) supposer que Xn € E(K) . En ce cas, les transformées de Fourier B(xn)
de b(xn) convergent vers § au sens des distributions & support compact. Par le
théoréme de Paley-Wiener, on voit que ((62 b)/au2)(xn)(0) converge vers zéro lors-
que n -3 o , Donc Axn ->0 quand n ->o . De méme, an ->0 quand n =P ,
Donc, (0, 0) appartient au spectre de L : sp(ﬂL) c sp(L) . Inversement, si

0 € sp(L) , il existe une suite X telle que an —> 0 (le spectre résiduel de

L est vide, car L est normal). On a donc

lim Ax = lim Bx 0,
n—e “n n—° n
De plus,
. . A
llexp(iua) n - an = 2”31n(%?) an < |u!HAan .

Donc b(xn) converge uniformément vers 1 sur tout compact de R2 si bien que

~~

0 € sp(my)

Appliquant enfin le théordme 3.7 on obtient le résultat suivant.

4.6, THEOREME : Soit L = A + iB un opérateur normal de ¥ . Alors, si
E(h ’ u) = E()- ® Xj x )- ) u])

au sens du théoréme 3.7, pour tout =x de % , la fonction (X,u) -Ap(E(h,u)x,x)

. z . . 2 . \ . 4
est une fonction de répartition sur R™ , continue & droite. La mesure associde est

la mesure spectrale de L , et l'on a

10 E(—m,—m)=o N E(+cr>,+co)='h€.

2 ¥xe®, (A, p) ->ENXN, u) x, x) est continue & droite.

3 vxe®, (exp(i(uA + vB)) x y X) = If exp(i(uh + Vp)) d (E(K ’ M) X 4 X) o

5. Deux critdres de normalité pour un opérateur.
L N e o e ¥ oV W N Y e a4

Dans ce paragraphe, L désigne un opérateur que l'on sait mettre sous la forme
L=A+iB, L¥=aA-iB ( A+ B autoadjoints). Autrement dit, L est un couple
d'opérateurs autoadjoints. On a vu, au paragraphe 4, que L est normal si, et seu-
lement si, la fonction nL(u , v) = exp(i(uA + vB)) est une représentation (uni—

taire) de R° .

~

561 THEOREME (3) ¢ L est normal si, et seulement si, pour tout x de % , 1la

(3) Ce théoréme est démontré, par une autre méthode, dans : BROISE (M.). - Sur
les représentations unitaires des groupes abéliens, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 258,

1964, p. 3157-3160.
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‘ - 2
fonction (u , v) -9 (TTL(u , V) x , x) est continue de type positif sur E e

La condition nécessaire est évidente.

Démontrer la condition suffisante revient & démontrer que tout projecteur EA()\)

de la famille spectrale de A commute avec tout projecteur de la famille spectra-

le de B, autrement dit que EA()\) EB(p,) est hermitien pour tout couple (A , p)

de R2 .

On pose
wx(u ’ V) = (ﬂL(u ’ V) X , X) ,
et
&x = transformée de Fourier de w_ .
G}x est une mesure positive finie par hypothése.

Soient xe€ ¥ et x=f + g sa décomposition suivant EA()\) et ,.1., - EA()\) ’
f = EA(x) X, g=x-1f . Puis on introduit

u, = Eglp) £ =E3G) B,(A) x5 wy, =By(u)1-8,0)]x,
v, = [1 - EB(p,)] EA()\) x, v,= [1 - EB(p,):[l - EA(A)] X .

na x=f+g=u +v_ +u,+v,3et f=u +v, , g=u,+ v, . Donc

1 T TR T e o1 27 V2
w, =f -v, .Par conséquent, @ + W, =2 e + 2w, . Les mesures § sont po-
sitives, donc &u < Z(G.zf + G)v ) 1s:i. bien"que : 1
1 1
supp &ul S supp (&f) U supp (Z:,vl) .
Or supp (&f) c)-® ,A) xR, et &V est portée par R x Ju , + ») , done
~ 1 ~
&u est portée par ()= o , A) x E) u (R x )p, y ©)) .
1 ~
D'autre part, Gh est portée par R x ) , p,) , donc
1
&ul est portée par {(J== , M) xR) U (R x Jp , )} n (B x J-w , )},
clest-a-dire par )= = y A x J=o ’ p,) « On opére de méme pour &u , a’v ’ &v .
On a : 2 1 2
fuu est portée par J-o , A) x J= w , )
1
a;u ] " " ))\.,@)Xj—m,u]
2
&v n n " )= , A) x Jp , @)
1
@ " " n JA ,m)x]u,céj..
Y2
I1 résulte du lemme 3.4, que u1 y Uy vy et v, sont orthogonaux deux a
deux, donc

<u1 R ul) = (EB(u.) EA(X) X ., X)

est positif, et le théordme est démontré.
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5¢26 THEORRME : Soient A et B deux opérateurs autoadjoints tous deux définis

sur un méme domaine ® , dense dans ¥ . Alors L = A + iB est normal si, et seule-
ment si, ¥ , enveloppe convexe fermde (Eur la topologie g(Lm ’ Ll) ) de la fa-
mille des fonctions w_: (w , v) ~» (exp(i(ua + vB)) x , x) , x € 8, , est un
simplexe de Choquet. Dans ces conditions, c'est une face fermée de P1(52) .

La condition nécessaire et la conclusion résultent du théoréme 2.6 et de la défi-.
nition 4.4.

Condition suffisante : On suppose que ® est un simplexe de Choquet. Seit F un
compact de R . F détermine une face fermée F, de X, (théordme 2,9), ol 8,
est la face de PI(E) associée & la représentation u -wexp iuA . Il est immédiat
de vérifier que EA détermine une face F fermée de ® : T = {wek 3 m(u,o)e&} .

De plus, si F, et F, sont disjoints, F et F, le sont également ({0}%’3‘2) .

Soient F, et F, deux compacts disjoints de R, et soient x € GA(FI) et
y € EA(FZ) deux vecteurs de X

wxef‘_'l ’ ‘”yef,z o Or
3 {9 eay) /8 + (xmy) 3} =3 (g + uy)

appartient & la variété affine fermée engendrée par '131 et £2

simplexe, la trace sur ¥ de cette variété est une face fermée F de ¥ , Donme
wWx+y)N2eF, et lona

1
W(gsy)/WE =3 Wy = Aoy + (1 - )‘)“’2 ’

ou A€eR, wlezl, wzegz.Or

~

{+ X et y sont orthogonaux (lemme 3,4), ot

o Comme R estun

wx+y(u ’ 0) = wx(u ’ 0) + Wy(u ’ 0) ’

car SA(FI) et SA(Fz) sont orthogoneux et invariants par A . Done A s% , et

' = . 5 H
l'on a Wepy = @ + w, On en déduit que

“cos xkain g)y~c0" ofein e)“’1+(°°s 6-sin e)wx}+sin9600s 9)w2~(008 g-sin e)wy} .

Mais axc os B)x+sin Oy appartient & F , donc se décompose de fagon unique sous la
forme

t(e) w3’9 + (1 - t(e)) w4,9 y ®u t(e) € (0 ’ ﬂ ’ w3.9 € El ) “’4'9 € 2'2 .
Par normalisation, on voit que t(p) = cos? o et que
(sin G)wl + (cos 0 = sin e)wx = (cos e)wJ,e .

Le cas oi © tend vers m/2 montre que W= W . De m8me, w, = wy , et done

wx-._y:wx‘.'u&o

On change y en iy pour obtenir Cppdy = Wy ¥ & donc (exp(i(ua+vB))x,y)=0,

On en déduit que SA(FI) est invariant par B, pour tout F. compact. Comme R

1
est og-compact, on en déduit aisément que L est normal.



1~15
6. Image numérique d'un opérateur.
D o et e s e e e e
On examine maintenant une application b , associée & un opérateur L , qui est

une bec-application, mais telle que b(ul) ne soit pas, en général, un simplexe.

6.1. Notations : A tout opérateur L de £(%®) , on associe 1'application bL de
% dans C , définie par bL(x) = (Ix , x) . I1 est immédiat de vérifier que bL

est une b-application de #® dans C .

6.2. DEFINITION : On appelle image numérique de L , et 1'on note W(L) 1'image

de la sphére unité ®

1 de ® par bL :

w(L) = bL(xl) .

6.+.3. PROPOSITION : b, est une be-application de # dans C .

On remarque tout d'abord que b, est une fonction affine de L . On en déduit
que W(aL1 + BL2) = aW(Ll) + BW(LZ) (0 et B complexes).

Soit (x ,y) wn couple de Rl X %1 «» On peut poser b(y) =b(x) +r exp io
avec r >0 (r =0 sans intérét). En changeant L en exp(- iz) (L - bL(x) ER) ,
on est remené au cas ou bL(x) =0, bL(y) =1 . Soit y' = exp(ip) y , et déter-
minons ¢ de sorte que b(i/; y') appartienne & la droite définie par O et
bL(y) . Ceci signifie que exp i (Ly , x) + exp(- iy) (Ix , y) doit &tre réel. L
étant borné peut s'éerire L =A+ iB, o A et B sont autoadjoints. La condi-

tion devient :
exp ip (Ly , x) + exp(- ip) (Ix , y) = exp(~ ip) (I* x , y) + exp 1o ¥y, x) ,
soit
Re exp(- igp) (Bx , y) =0,
condition aisée & satisfaire.

On remarque que le vecteur y' obtenu est de la forme exp(i¢) y , donc appar-

tient au sous-espace (complexe) {y} .

On applique cette remarque, et l'on utilise le théorime 1.5 pour obtenir ([4],
[6]) le résultat ci-aprés.

6.4, THEOREME : Soit L un opérateur linéaire borné de ¥ dans X% . Alors

1° Pour tout sous—espace V de ¥ , bL(Z%1 n V) est convexe. En particulier,

1'image numérique W(L) est convexe.

2° A< W(L) est une face si, et seulement si, M(A) est un sous-espace de % .

3° Pour tout A de w(L) , M(F(a)) est le sous—-espace de ¥ engendré par
m(a) .

6.5. Remarque : Si L est un opérateur non borné de ¥ , défini sur ® et tel

que L* existe et soit défini sur 0 ® =%), bL n'est plus contimue. Toute-
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fois, bL est encore une bc-application de ® dans E’, et (Cf, lemme 1.4) bien

que bL ne soit pas continue,
bL(Q n Rl) est convexe

(mais non borné).
7. Image numérique et valeurs spectrales.
On "situe" maintenant 1'image numérique de L par rapport au spectre de L .

7.1, LEMME : Soit 2z un point frontiére de Ww(L) . Alors, il existe 0 € (0,2n(

tel que la partie hermitienne de exp(ie)(L - gl%) soit un opérateur positif.

on a vu (proposition 6.3) que W(exp(ip)(L - q&m)) = exp(i6) {Ww(L) - 2z} . On peut
donc sunposer que z = O . Soit A wune droite d'appui du convexe w(L) ;3 on peut
effectuer une rotation dans S, autour de l'origine de sorte que exp(ie) w(L)
soit dans le demi-plan Re(z) >0 . Dans ces conditions, ¥V xe & , Re (L' x,x) >0

on L' = exp(ig)(L - ;l“) , soit (L' + 1')x , x) 20, et le lemme est démontré.

7.2. THEOREME : Soit (L) 1'enveloppe convexe fermée du spectre d'un opérateur

borné L . Alors (L) € WL) et le spectre résiduel de L est intérieur & W(L).

Soit z wune valeur propre (resp. une valeur propre approchée) de L . Il existe
alors un X (resp. une suite xn) de xl tel que (L - q&m)x =0 (resp.
lim - = =

i n__m(L qlm) X, 0) , donc tel que bL(x) z (resp. bL(xn) —> z) . Donc

z € W(L) (resp.'erT) .

Si 2z appartient au spectre résiduel de L , In(L - z) # ® , donc si xEIm(L—z)l,
(L -2)x, x) =0, soit bL(x) =32z .

Supposons z point frontidre de W(L) et valeur spectrale résiduelle. On a vu
(1emme 7.1) que l'on peut se ramener au cas ou z =0 et L =A+ iB avec A po~-

sitif. I1 existe donc XO tel que bL(xo) =z , donc bA(xo) =0 o, Comme A est

positif, on a Ax. =0 . Or Xy € ImL* , donc Y yez, Iy, xo) =0 , soit

((A + iB)y , xo) =0, donc (By , xo> = {y , on) =0, c'est-a~dire que on =0,

o

et 0O est valeur propre de L .
Comme tout point extrémal de (L) appartient au compact sp(L) qui est contenu

dans W(L) , le théoréme est démontré (sp(L) = spectre de L) .

Te30 DEFINITION : Un point extrémal =z de W(L) est un VERTEX de W(L) si le

cBne fermé de sommet 2z engendré par W(L) est saillant.

7.4. THEOREME : Tout vertex de W(L) appartient au spectre approché de L .

On se ramdne au cas ou le vertex est 0 , et o L = A + iB avec A positif.

" 0 est un vertex" implique " 3 M réel positif tel que, pour tout x de MI ’
donc de % , |(Bx , x)| < Max , x) ",
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"oe W(L) " implique "il existe une suite X de Rl telle que bL(xn) -0 ",

Comme
|(B(x, + ABx ) , x + ABx )| < M(A(x  + ABx ) , x_ + ABx)
et que (an ’ xn) et Axn convergent vers zéro lorsque n -3« , on a @
, . | 2 2,.3 2 ..
(A rel) lim _ |2M|Bx ||+ A“(B” %, xn)] <M lim _(ABx , Bx )
(Ces limites existent, en extrayant au besoin une sous-suite, car A et B sont

bornés). On a donc
. 2 . 3 .
2 11mnﬂm“an“ + A llmnﬁm<B X xn)<$ MA llmndm(Aan , an) .

Ceci étant vrai pour tout M\ , on voit que limn__‘m an =0 , donc limndm an=0 .

7.5. THEOREME : Si L est normal, W(L) = %(L) (L borné) .

Ce théoréme est une conséquence triviale de la théorie spectrale des opérateurs

normaux. On donne ici une démonstration indépendante de cette théorie.

I1 suffit, étant donné que Z(L) c'W(fT qui est compact convexe, de montrer que
tout point extrémal de w(L) appartient au spectre de L . On se raméne toujours
au cas od O est un point extrémal de W(L) , et L = A + iB avec A positif. Il
existe donc une suite X de Rl telle que Axn -3 0 et bL(xn) -3 0 lorsque
N =3 o

L étant borné, on peut supposer ||B|| <1 , de sorte que 1'opérateur
1
¢ =3B+i(1-3%)2

existe, est borné, unitaire et commute avec tout opérateur commutant avec B , en

particulier avec A , car L est normal. Soit xi = (1R + C)xn « On o
+ -
bL(xn) + bL(xn) = 2bL(xn) ;

0 étant extrémal et W(L) &tant compact, il existe une sous-suite de T (notée

encore X ) telle que 1lim x;) =0 , donc

n—o bL(
1imn«m{2bB(Xn) + (¢ + c*)an , xn)} =0,

. 3 2 ’ \ ’ Id
soit llmndw (B X s xn) = 0 . Donc an -—> 0 , et le théoréme est démontré.

Remarque : La réciproque de ce théordme est fausse comme le montre 1l'exemple de
1'opérateur U de 22 défini par U(en) =€ U est non normal, mais
W(U) = u(U) = disque unité. Pour des réciproques de 7.5, voir [5], [7] et [10].

On achéve ce paragraphe en donnant une condition nécessaire et suffisante pour
qutun point extrémal de W(L) appartienne au spectre de L [9]. On démontre aupa-

vant deux lemmes,

7.6, LEMME : Soit w une fonction de type positif sur un groupe produit Gle2 .

Soit e, (resp. e2) 1'é1ément neutre de G, (resp. G2) . Alors, V(gl,gz)EGle
on a

2 ’
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lalg, » &,) wle, 5 ey) = ule; 5 8,) uley » e )l
< Ule, 5 o)1% = lule, 5 e )12 (ule, , €))% lule, » )1%)
Soient
«=uwle,e,) , B=uwle,e,) , v=ule,e) et z=ulg.e,)

w de type positif sur C—1 x G2 implique que la matrice

f[e B 2
5 e vé
E 7 «

est positive. Son déterminant est donc positif, done
o + (pyz + Byz) - o(lz1? + |B|2 + |Y!2) 20,
soit
oz - ay1® < (@ = 18lD) (" = Iy]%)

ce qui est la relation cherchée.

7.7. COROLLAIRE : Soit w wune fonction de type positif sur G1 x G2 ou G1 est

topologique abélien, telle que g — wig , e2) soit un caractere continu de G1 o

Alors
€1+ 8/ © e, ;&) w .
I1 suffit de remarquer que tout caractére continu de G1 est de module constant

(égal a 1 ) et dtutiliser le lemme 7.6.

7.8, LEMME : Soit ¢, ~une suite de fonctions de BP dans C , entiéreset de

type exponentiel uniformément borné, telles gque ¢, converge vers zéro pour la

convergence compacte dans rP Alors, toutes les dérivées partielles & l'origine

convergent vers zéro.

D'aprés les hypothéses faites, la transformée de Fourier &n de @, converge

vers zérg au sens des distributions & support compact ; il en va donc de méme de la
suite x 1 se. xz P én , et 1'on a le résultat par le théortme de Paley-Wiener ap~-

1 p
pliqué aux distributions.

7.9 THéORﬁME : A toute suite Xn gg' %1 on associe la suite mn de fonctions

continues bornées sur ‘32 , définies par wn(u , v) = (exp(i(ua + vB))xn ’ xn) .

Soit 2z wun point extrémal de W(L) ; alors =z appartient au spectre de L si, et

seulement si, il existe une suite Xn gg %1 telle que bL(xn) converge vers 2

et w, converge uniformément sur tout compact vers une fonction w de type posi-

. 2 S .
tif sur R~ , lorsque n tend vers l'infini. Dans ces conditions, w est un carao-
-_— 3

tére de R® .

~
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On se ramdne au cas ou z =0 et L =A+ iB avec A positif.

Condition nécessaire : On sait (théordme 7.2) que 0 est une valeur propre ou

une valeur propre approchée., Il existe donc une suite X telle que an -3 0 .

Comme A est positif et que bL(xn) ->0, Axn -> 0 , donc an -3 0 . Donc

lim Ax = lim an =0 .

n-xo n n—e

Or L est borné et

| ¢exp(i(ua + vB)) X, 2 X)) = 1] < exp(lulHAH + IVIHBH){|u|HAxnn + leHanH} ,

. ‘ 2
donc @, converge uniformément vers 1 sur tout compact de R~ .

Condition suffisante : On a 1lim b (x ) =0 et w ~->w>0 sur R2 « A
n—-o L' 'n n ~

étant positif, on a Axn -> 0 , donc wn(u , 0) = 1 uniformément sur tout compact.

w est donc une fonction continue de type positif sur R2 telle que wlu, 0) =1,
I1 en résulte que olu , v) = w(u , 0) w(0 , v) , car w(0 , 0) =1 (lemme 7.6).

On a donc
1imnqm[wn(u , V) - ub(u , 0) mn(O , V)]=0

pour la convergence compacte. Les fonctions considérées étant uniformément bornées

par 1 , on a
wlu , v) = 11mnqm(exp(1vB)xn , xn)
et par le lemme 7.8, on en déduit que

a -
vke N, 1 AB® x xn) =0 .

s ZP’Q9P+QﬂéBp
On peut supposer ||B| < 1 si bien que 1l'opérateur C = B + inn - BZ)% existe,

est borné et unitaire. La série définissant C é&tant convergente et A étant

borné, la série définissant (C¥ AC X s xn) converge uniformément en n . Par

conséquent,

. * -
llmhﬁm(C AC X s xn) 0.

. +
Soit X, = (1 C)xn e On a

+ -
bL(Xn) + bL(xn) = bL(xn) + bL(CXn) .
0 est exjrémal, W(L) compact, et limnﬁm bL(xn) = limnqm bL(an) =0 , donc
limnﬁm bL(xn) = 0 (en extrayant au besoin une sous-suite). On a donc

lin __(B(C + *)x, ,x)=0,

soit an ~% 0 lorsque n -o . Donc O appartient au spectre approché de L .
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