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C2-01

UNE CLASSE D’ ESPACES DE BANACH

QUI ADMETTENT DES QUOTIENTS SÉPARABLES

par Michel TALAGRAND

Séminaire CHOQUET
(Initiation à l’Analyse)
17e année, 1977/78, Communication n° 2, 1 p. Novembre 1977

La question de savoir, si tout espace de Banach de dimension infinie possède un

quotient séparable de dimension infinie, est un vieux problème de la théorie des

espaces de Banach. Nous allons prouver qu’il en est bien ainsi pour les espaces de
Banach E qui sont faiblement X-analytiques [2] (donc, en particulier, pour les
sous-espaces des espaces WCG ). L’auteur remercie H. FAKHOURY qui lui a suggéré
d’examiner ce problème.

Tout espace de Banach E , qui est de dimension infinie et faiblement

possède un quotient séparable de dimension infinie.

Preuve. - Puisque E est de dimension infinie, il en est de même de E’ . Soit

F un sous-espace séparable de dimension infinie de E’ . Posons H = Le

dual de H’ s’identifie è l’adhérence de F , pour E) . Ainsi, H’ est de

dimension infinie, et il en est, donc, de même de H. D’autre part, F étant
E)-dense dans H’ , il en résulte que ii’ est H)-séparable. Il ré-

sulte, alors, du théorème 11 de [2] que ~~ est séparable, puisqu’il est faiblement
X-analytique, H étant un quotient de E . (Puisqu’il existe une famille dénom-
brable de formes linéaires continues qui séparent H, on peut aussi utiliser le
théorème 11 de [l], qui montre que H est, pour sa topologie faible, image conti-
nue de ?" ~ et, ainsi, est faiblement, donc fortement, séparable).

C. Q. F. D.

Remarque. - Le théorème est aussi valide, avec la même démonstration, pour la
classe (peut-être plus générale) envisagée dans [4].
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