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Séminaire DELANGE-PISOT 6=01
(Théorie des nombres)
2¢ annde, 1960/61, n° 6 23 et 30 janvier 1961

SUR CERTAINES FONCTIONS ARITHYETIQUES ADDITIVES

par Hubert DELANGE

Au cours d'un exposé précédent, j'ai indiqué des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu'une fonction arithmétique réelle additive posséde une loi de dis-
tribution. ' 7

Je vais considérer maintenant un cas ol ces conditions ne sont pas satisfaites,

mais ol on a encore un résultat intéressants.
I1 s'agit d'un théoréme d@ & ERDOS et KAC [5].

Ces auteurs se bornent - tout en remarquant & juste titre que ce n'est pas es-

sentiel - 2u cas d'une fonction fortement additive, c'est-a-dire additive, et sa-
tisfaisant a

f(pk) = f(p) aquels que soient p premier et k entier >1 .

Si f est une fonction fortement additive, on a

fm) = 2 £ () .
p/n

Le théoréme est le suivant ¢

Soit f wune fonction arithmétique réelle fortement additive telle que

5
'f(P)l$M quel que soit p, et Zﬂ.;j_)_=+w .

Posons

A(x):z-?—ga)-et B(x) = Z-g-@)j-l/z .
psx p _ psx P

(De sorte que B(x) tend vers + o avee X )e

Soit N(x , t) le nombre des n <x tels que

f(n) € A(x) + t B(x) .

1 ’ 4 2’ ’ s
(") Dans tout cet exposé, la lettre p est employée comme symbole générique
d'un nombre premier.
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Alors, quand x tend vers + o ,

t 2
L, t) » ==/ o~u /2
x V2n -o
La démonstration d'ERDOS et KAG utilise le théoréme classique sur la distribu-

tion limite d'une somme de variables aldatoires dont le nombre augmente indéfini-

du .

ment, et un lemme qui s'obtient par la méthode du crible de Viggo-Brune

Je donnerai ici une démonstration entidrement différente.

le = D'aprés un théoréme bien connu du calcul des probabilités, que j'ai déja
utilisé pour traiter la question rappelée au début, le résultat & établir est

égquivalent au suivant :

t 2
) 1 1 -u~/2
81 o (t) =< N(x, t) et oft) :-;; /_me

du , pour tout + wréel, quand

X tend vers + « ,

+o0 40, 2
/ eit dox(u) 5 [ it do(u) = o~ Y /2 .

o~ CO =00

lele = On voit ensuite que, pour qu'il cn soit ainsi, il suffit que, pour cha-

que gq entier > 0 , quand x tend vers + «,

™ q
,-/.oo u dox(u) - }J.q

OU pn s My s Ry 5 eeo sont déterminés par e =

2 + oo
(") On peut noter que My = / wldolw) car, pour t réel fixé, 1'égalité

e:’Lu’c o' (u) = ?l&a@;)_'). o ()

peut &tre intégrée terme & terme de =~ » & + o , ce qui donne

+ o0

e-.t'z/2 = /

-0

. + o0 . j +oo .
gtut dolu) = X -%%2— /W dow) .
0 -co
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En effet, pour t réel fixé, on a, quel que soit m >0,

40 2 +o0 $oo 1, .

/ R do_(v) - ot /2 =/ T g (w) - Z -4 (it)?d

o X , -0 X 3=0 J
+oo| m .. \d | m .z +oo S+ Y,

=/ ALY -Ll-t"—?l— do (u) + 2 ll—?—— / wodo (w) - |- o --'%— (1‘h)j
-0 j=0 J* X j=0 J -0 X J_ J=m+l J

En tenant compte de ce que, quels que soient x réel et m entier 20,

m+l) ! ’

. m e rJ m+1
JAx _ 5 E{f)i < Jx
j=0 J

ce qui s'établit aisément par récurrence sw m , on voit que, pour tout m >0

impair,
—_—

+oo . 2

S M g () - &7/2

- 00 X

m+1 + o0 m J +00 +o0 M, .
< f um+1 dox(u) + 2 J—%‘-— A dox(u) -] * I -Jx— |t]? .
j=0 J -0 J Jj=m+l J
Si le résultat indiqué est établi, on en déduit que
too - +o U, .
m |/ M e ) - ot sl el
Xyt 0 | =0 j.-:m+1 J

Mais le second membre tend vers zéro quand m tend vers + ©.
l.2. ~ Remarquons maintenant que 1'on a

-/;oo uq dcx(u) =}JE nzx [ﬂ%‘iﬁ)ﬂi)_] q ,

1 > _ o] .
509 nex [f(n) - 4A(x)]

On est donc ramené & démontrer que, pour chaque gq entier >0 , quand x
tend vers + «,

> [f(m) ~a@@ = pox BT+ o[x B(x)?] .
n\q q



6-04
I1 suffit d'nilleurs de considérer le cas ot g > 0 , car le rdsultat est évi-
dent pour q = 0 , puisque Ho = 1.

1.3, = Aiusi lc théoréme d'Erdds et Kac est une conséquence du suivant, dff &
H. HALBERSTAM [6] :

Si f est une fonction réelle fortement additive, telle que |f(p)| €M quel

que soit p et Z.f..(.pl..%=+oo,et si

p
A(x)=2—f-%)-et3(x)=2ﬂﬂ)_2-1/2 ,

p<x pgx P

pour chaque q entier >0 , on a, quand x tend vers + o« ,

2 [f(n) -a@7% = By * B(x)% + o[x B(x)?] ’
n<x

ou les nombres Ho s Hy sHo s oo sont ceux qui ont été indiqués plus haute

J'avais d'abord établi [1] ce résultat dans le cas particulier oi f(n) est
le nombre des diviseurs premiers de n . J'utilisais pour cela le fait que 1a
fonetion (¢(s) ne s'annule pas pour Rs =1 , et un théoréme taubérien approprid.
HALBERSTAM a ensuite démontré, de fagon élémentnire, lc théoréme général. Puis
j'ail domné [2] une démonstration plus simple, qui est, & peu de chose prés, celle

que je vais exposer icie

Re = Je modifierai d'abord un peu les notations, en posant, pour j entier >0 ,

A.(X) = Z f_gR)_J_ ¢
] pcx P

Ainsi, le résultat & établir s'éerira
) Solet -4, 0P =p x A @WY2 4 olxa V2] .
1 q * 2 2
ngx
D'autre part, je poserai, pour y >0 ,

£ (n) = 2 £ (n) .
y o/n
<y
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. 1/N
2:le = On va voir que, pour établir (1), il suffit de montrer que, si y = x / ’

pour chaque q <N , on a, quand x tend vers +
@ Xl e -n@F = x,0Y e dxa,mY
Je poserai, pour x et y >0,
f(n) - Al(x) = [fy(n)7 - Al (Y)] + 5(x s 7 n) )
de sorte que 6(x ,y , n) =[f(n) - f‘y(n)] - [Al (x) - A 7] .

2elele = On voit d'abord que, si 1 <y <x et n<x, ona

log x
3) | 3G, v, W] gom L2
On a en premier lieu f(n) - fy(n) = 2 f(p) , et, comme chaque terme de la som-
p/n '
P>y log x .
me est de module < M, et le nombre des termes est < s On voit que

S logy

log x
£ () ~ fy(n) | < Mj_‘o-g'-y

Dfautre part, A (x) - A = 2 o) , et par suite
w<pse P

b -4 @lsu ==

y<psx
Mais
T igolex
w<px P logy
En effet
2 logn = 2 X 10
124 2 gD b
n<x p<x “P

car le premier membre est lc logarithme du produit des n positifs £x , et,
dans ce produit, chaguc p & x figure avec un exposant au moins égal & 1a partie

entiére de 3;; (nombre de multiples de p au plus égaux & x ), donc > -:—23{1-)- (3) .

(3) Quand u >1 , on 2 u < partie entidre de u + 1 < 2 x partie entiére de u,
donc partie entidre de u >

L]
2
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On peut done éerire

Zlognaz%logng-logy:% .
ngx y<psx PANESS
Par ailleurs,
2 logn<xlogx .

nx

241424 = Ceci dit, soit g wun entier >0 .
1/N
Prenons ltentier N >2q et supposons x>1 et y =x / .

On a, pour chaque n< x ,

[£(n) =4 @) = [£ () -4 )]+ 02 [£,() -4 () e, v, 0

Par suite,

Z[£() - A (0]*

n<X

-5 . a,
= 5[50 -4 O] 2

2 et X L2 -4 @ET s,y , 0",

nx

Si (2) est supposé établi, la premiére somme du second membre est égale, pour x

by

tendant vers + o, &
a/2 a/2

By X 8,077 + olx 4,(mY]
De plus, comme, d'aprés (3), on a pour n £ x

M(x:st)’sBpN ’

on voit que, pour chaque h >1 et <£Lq,

~h h h -
Z 0 - n eI s, v, 0 somt 2 g@ -a@

d'ol, d'aprés 1'inégalité de Cauchy-Schwarsz ,



6=07

n@ (£, -8 P o, 3, 0"

<G M)P x /2| 5 [f (n) - & (y) 72928 1/2
nx

<6 mh /202, LOY2] 2 ofx s (y)q/2 .
On obtient donc

I - n@F = x A, Y2 + olx 4,12

Ceci est équivalent & (1), car ona, pour x infini,

Az(y) N Az(x) o

En effet,

B0 - A(y) = Z—@—
<p<x

et par suite

0L A (x)-.A(y)gMz S leawrlogx . o ygR,
p 2 y<p$xp log vy

3« Démonstration de (2).

Nous désignerons par w(x) le nombre des nombres premiers au plus égaux & x

et par vy(n) le nombre des diviseurs premiers de n au plus dgaux & y .

De plus, nous poserons

Mx) = 2 |£(p)|

~

et; pour x et y >0 et g entier >0 ’

F(x,y)_.zf(n)q .
nx Y

3¢1s -~ Donnons-nous un g entier >1.



6-08

Si vy(n) =0, ona fy(n) =0 et par suite fy(n)q: 0.

Si vy(n) >0, ona

— i % %2 Cr
fy(n)q - : 2___. 5 &aqs".a T f(pl) f(pz) ose f(pr) °
I‘Svy(n) Py ’p2’”"pr/n 1772 r
%q9@npee .ar>0 Pl<P2<"'<Pr<Y

ocl +0L2+. .s +Otr=q

y étant fixé >2 , tous les termes de la somme gont de la forme

o o o
gi 1 2 r

2
01\1 I'Sw(y), O(.1+d.2+a.. +ar:q et p1<p2<coo<pr<y'

Inversement, tout terme de cette forme figure dans l'expression de fy(n)q pour

toutes les valeurs de n divisibles par Py Py s vee 5 P o

On a donc, pour x et y >2 .

Fq(x ) .V) =
A q! ! &2 & x
e gt T) Ty T £(p) T BT,
r<oy) P<P,<eo<p <y 71772 r RPgpee by

C(-l ’&2’0 L) ,ar>o

al +a2+c e +a.r=q:

ot B[ ] désigne la partie entidre de la quamhité entre crochets.

En remplagant dans chaque terme E X ar X
plpzcnopr p plpz.'.pr

terme une erreur de module au plus égal &

s Oon commet sur ce

a a a
alzaz?f..ocrl ‘f(pl)] : If(pz)] : oo If(Pr)‘ i .

L'erreur totale ainsi commise cst donc de module au plus égal & M(y)® .

On voit ainsi que, pour x et y >2,
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Fq (X ’ y) =
o o o
1 2 T
Z Z_. q3 x f(pl) f(pz) cs e f(‘pr)
H ] T ¢
r<o(y) P<Ps<e ++<p,<F AptlghessOnd P1Ppe e oD,

al ’az’t L ] ,d-r>o

O, +0, +oeo+Q
l+2+ =

+ Gq(x ’ Y) M(Y)q 9

avec ]eq(x RS

On recomnaft dans la somme au second membre le produit par qd x du coefficient

de z3 dans le développement en série entidre de la fonction entiére

zf (p)
G () =T [1+8 ol .
y o<y p
Nous poserons donc
+00 .
G (z) = 2 a,(p 2z .
y j=0 J

On peut alors énoncer le résultat suivent :

Si x et y>2, ona, pour chaque q entier >0 s
(4) Foleyy) =at xa () + 0, (x, v) M, avec loy(x» 9l g1 .

Pour q >1 , cela résulte de ce qui précéde, et c'est vrai aussi pour q =0
puisque

ao(y) =1 et Fo(x , 7)) = E[x] .

342+ - Maintenant, étant donnds x et y >2 et q entier >1 , on peut écri-
re pour chaque n < x

(e, (o -A1,<y>JQ=h§O 0" eEa e @

et il en résulte que

| ¢ h .h h
éx [fy(n) -A M= hEO (- 1) Cy A () Fq_h(x y Y) °
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En tenant compte de (4), on obtient

3 h  h h
ni<-x[fy(n) -4 = 2 E0Te e - W1y ()]

q h h [ () 3~
+ hf;o (= 1)h Cq A () eq—h(x y 7) M(y) ’

i -0"am° hh, yh a-h
___qs X hio : - aq-h('y) + héio (— 1) Cq Al (Y) eq.__h(X ] y) M(y) .

1 € "4 ("

h=0 h!
en série entiére de

Mais 2 h(y) est le coefficient de 2> dans le développement

Gy(z) eXP[“‘ A]_ (Y) z]

et 1'on a par ailleurs

éo (- " cp a3 6 (x5 9 M(yﬁ“*{ s + Iy 0P,

puisque |4 (y) | < M(y) »
Par suite, si 1l'on pose
+00 3
G (z) expl- 4,(y) 2] = 2 b, (y) z '
v j=0 J

on a le résultat suivant ¢

Si x et y>2, ona pour chaque q entier > 1

2 @ -4 GF =axn6) Ao, DU,

*
avec qu(x y 7 <1l

1/N

342414 ~ Si maintenant on suppose que y = x et &N, ona

Miy) e Myl e x ]

On voit donec que la démonstration de (2) se raméne & établir que, lorsque y tend
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vers + « , pour chaque q entier 21,

m
(5) b &) =t b,V o0V
3.3. - J'introduirai la fonction entiére
zf (p) zf (p)
- e -1 _e -1
) = 0 ) el S
et je poseral
5 ]
Hy(Z) = 1% oy (v) =z .

On a co(y) =1 , puisque Hy(O) =1,
3.3.1, = Une théorie semblable & celle des produits de Weierstrass montre que le
produit infini

K (p)

I [1  ——— - 1] exp [~ ———-——-—-er(p) =1

5 ]
est uniformément convergent sur tout ensemble compacte
I1 est donc égal & une fonction entieére
+ oo .
H(Z) = z C, ZJ .
j=0 !
Quand y tend vers +o , H_(z) converge nniformément sur tout ensemble

compact vers H(z) et, pour chaque j , cJ (y) tend vers Cj *

3¢362¢ = On voit que

6 (0) omp [- & (1) ] = A (6) exp | T S =1
(2) exp -4 (y) 2] =H (2) exp o 5 - A () = ’
+o A,
= H_(z) exp —l-.-(-lzr-?-zj ’
j=2 J

ce qui s'éerit
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5 ' 3= ()
(6) Z b ) 20 =4 2 ¢, () ZJ} exp Ak y X .
§=0 g0 17 f k—z

Par suite, bq(y) est un polynéme en ¢ (¥ e ¥ 5 e (y) 5 oee et
Az(y) , A3(y) , ses y lindaire par rapport aux oy (y)
Jtécrirai, en abrégé,
by () = Bles () 5 4 ] .
Si on change z en Az dans (6), le coefficient de 23 dans le premier membre

devient A% bq(y) =M Pq[cj (y) 3 Ak(y)] et dans le second

PV o) s A AT
On a donc 1'identité
PO o @) 5 XA W1=N2 L6 s 401

ce qui prouve que Pq[cj (y) 3 Ak(y)] est une somme de termes de la forme

('X.2 (13 .
Cte x J (¥ Az(y) Ag(y) ee y OU § o+ 20, +30L3 + eee = q .

Comme, pour k >2 ,

lA‘k(yH< 2 .J.JE__I._<Mk"2 2 _g.?l)__ ME=R (y
<y <y

on a, quand y tend vers + « ,

”‘a3+ooo

' a a
0 ) Ay 2 A 2 e =olay) 20T

. 1 .
Mais a2+a3+,.._.§[q..3..a3-20t4-...].
Par suite, tous les termes de P [c (y) Ak(y)] ou figure au moins un o (y)

dtindice > 0 ou un Ak(y) d'indice > 2 sont o[A (y)Q/].

On a donc

Pq[cj (y) ; Ak(y)] = o[A2 () q/2] + ce que 1l'on obtient cn remplacant

cl(y) s cz(y) y see ot A3(y) , A4(y) y oee par O .
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On voit sur (6) qu'en remplagant dans Pq[cj @ 5 4] B, ey(y) 5 +oe ot
Aqg v , A, (y) , ¢v- par O , on obtient le coefficient de 29 dans

A ()
2 2(:>T)Q/2

expl 2 ] , clest-d-dire —=

On a done bien (5).

4.+ Remarques .
1° On peut montrer [2] que 1l'hypothése |f(p)| < M peut 8tre remplacée par
£f(p) = o[B(p)] quand p tend vers + o .
2° Au lieu de N(x , t) = nombre des n < x tels que
f(n) < A +t B(x) ’

on pourrait considérer, dans le théoréme d'ErdSs et Kac, N?'(x , t) = nembre des

n <x tels que
f(n) < 4(n) + t B(n) .

Le résultat s'exprimerait en disant que 1l'ensemble des n satisfnisant & cette

condition posséde une densité édgale a

f—{w ’

autrement dit, que la fonction arithmétique égale &

f(n) ~ A(n)
B(n

définie pour n zn ol n  est le plus pefit n tel que B(n) >0 , posside

une loi de distribution, qui est 1la loi normale de Gausse

On montrerait d'ailleurs [2] que, pour x infini,

-f—ﬂi—‘)uﬁ]q TER o[ x] .
<n<x

) *
3° Tout reste valable si on remplace A(x) et B(x) par A (x) et B¥(®)
tels que, pour x infini,

A¥(x) - A(x) = o[B(®)] et B¥*x) n B(x) 5
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Par exemple, pour f(n) = w(n) , nombre des diviseurs premiers de n , on a

Ax) = = log log x + O[1]

ol Kag

2
P
et B(x) :A(x)l/zru Viog Tog X -

On peut donc dire que, quand x tend vers + « , le quotient par x du nom-

bre des ng x tels que

wn) < log log x + t Vlog log x

1 b -u2/ 2
tend vers ~—— [ e du , ou bien que la fonction
Var —w

w(n) ~ log log n
Vliog logn

posséde une loi de distribution qui est la loi de Gauss, et que l'on a pour X

infini

2 [wn) - log log x1? = My x (log log x)q/2 + o[x(log log x)q/2]
ngx

et

i [w(n) - log log n
Xngx  Vlog logn

14 =pg X ¥ o[x] .

5¢ Généralisations.

5¢1e = Soit f wune fonction arithmétique satisfaisant aux hypothéses du théore-
me d'Erdds et Kod, éventuellement élargies comme il a été dit dans la remarque 1°
ci~dessus, et soit E wun ensemble d'entiers naturels possédant une densité po-
sitive D(E) »

Désignons par Ny (x , t) 1lc nombre des n < x appartenant & E et tels que

f(n) < A(x) + t B(x) ’

et par Ni (x , t) 1lc nombre des n < x appartenant 3 E et tels que

f(n) < A(n) + t B(n) .
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Si E est convenablement choisi, on a les résultats suivants [3] @

t 2
llm-—NE(x,t).. 11m-N'(x, t) = D(E) 1 / ..u/gdu .
X © X3+ oo D7 oo

De plus, quand x tend vers + « ,

2 [f(n) =AM =DE) Hq ¥ B(x)? + o[x B(x%]
n<x
nek

et

f(n) - A(n)qa _ . oa
e e e EEEION L R R

0\
nekl

On peut d'nilleurs remplacer partout A(x) et B(x) par A*(x) et B*(x)

dans les mémes conditions que plus haut.
Ces résultats sont valables, par exemple, sl E est 1'un des cnsembles suivants @
1. Ensemble des n tels que n=¢ (mod k)

2. Ensemble des n "quadratfrei" tels que n = £ (mod k) (avee (k ,2)
quadratfrei)

3¢ Ensemble des n tels que
n=2? (mod k) et whn)=r (md q)
4. Ensemble des n quadratfrei tels que
n= ¢ (mod k) (avec (k ,2) quadratfrei) et w(n) = r (med q) .
5¢2¢ = On peut aussi [4] obtenir des théorémes faisant intervenir simultandment

plusieurs fonctions satisfaisant cux hypothdses du théoréme d'Erdds et Kac, élar-

gies comme il a été dit plus haut.

6. Cas particulier de la fonction w(n) .

On comprend que, pour des fonctions particuliéres, il soit possible d'obtenir

des résultats plus préeis que celui d'Erdds et Kad.

Ainsi, soit No(x , t) le nombre des n & x tels que
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w(n) < log log x + tV1log log x )

H
I1 avait été conjecturé par LEVEQUE [7] que, quand x tend vers + o,

t 2
}-N(x,t)z—-l—-f e"u/2du+0[-—-——l—--—] ’
x 0 V2 = \/10g log x

le O étant uniforme par rapport & t .

4 z. . I3 (3 I d
Ce résultat a été démontré en 1958 par RENYI et TURAN [8]. Jtai établi récem~

ment le résultat plus précis suivant, non encore publié

11 existe une suite de fonctions ¢ (t , x) , ¢,(t 4, 0 4, eee 4o (b, 0 , .00,

dorit chacune est bornée pour x >e et t quelconque, telles que, quel que soit

1tentier v >1 , on alt pour x infini

Ly
X

t 2 ) (t , x
1 /2 ¥ Pp\l > 1
(x, t) =— f e du + £ + 0f . J )
o’ Vorn ww r=l (VIog log x)* (V1log log x)w'1

et ceci uniformément par rapport & t .

Les fonctions ¢ (t , X) ne sont pas détermindes de fagon unique.

On peut obtenir une suite convenahle avec ¢ (t y x) de 1a forme

cpr(t y X) = ¢

2 r
/2 P. o(t) + 2 P h(13) (log log x + t Y1og log P ,

b h=1 H

oi {u) désigne l'excds de u sur sa partic cntidre et P, h(t) est un polyné-
s

me en t de degré 3r - 2h -~ 1 et de mfme parité que r -1 .

[1]
[2]
[3]
[4]
[5]
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