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FRACTIONS CONTINUES

par Mme Françoise BERTRANDIAS

Séminaire DELANGE-PISOT
. (Théorie des nombres)
3e année, 1961/62, n° 2 11 décembre 1961

1. Recherche des "meilleures approximations" d’un nombre 03B8 ( 03B8 réel positif).

1.1. Définition d’une svite de points M attachée à un nombre 03B8 . - Sur le
~-- n -- ,_ .

cercle de centre 0 et de longueur

1 , on porte dans le sens positif,
à partir de l’origine A des abs-

cisses, les arcs de longueur 9 ~

28 , 3e , ... Parmi les sommets de

la ligne polygonale (L) obtenue,
on choisit les points ~’~~ ~ t~I~ ~
~~ a ... de la manière suivante :

- est l’extrémité de l’arc de

longueur 9 ;

- M1 est le premier sommet de la

ligne polygonale rencontrée qui soit

plus proche de A que 

- 1~ est le sommet suivant qui soit

plus proche de A que etc.

On définit ainsi de proche en proche une suite de points M n attachée au
nombre 8 . Elle est finie ou infinie suivant que 8 est rationnel ou non.

1 .2. Propriétés de la suite (Mn) . - Considérons la partie (LMn) de la ligne
polygonale (L) s’arrêtant au point Poursuivre la construction de (L),
à partir de Mp , revient à faire subir à (LM) les rotations successivesn 

~’ ln 
"

définies par l’ arc 
n

Première conséquence. - Les points et sont de part et d’autre de
En effet le point H défini par = appartient à la ligne poly-

gonale (LM n+1) . Si M
n 

et M
n+1 

étaient du même côté de le point H



serait plus proche de A que le point M ~ ce qui est incompatible avec la
définition du point M . ~
Deuxième conséquence. - Le point M . est un des points il, transformés de

M ~ dans rotations K. défini M.T?. = i AM
(i = 1 , 2 , 3 , ..) ).

En effet l’ arc 
n 

li 
n-»~ 

ne contenant

aucun sommet de (LM) , le sommet qui
n

devient le plus proche de A ~ après ces

rotations, est Mn-1 .
Le point donc le dernier

de s Kz appartenant à l’ arc NI lA~ n-

(sur la figure M = K ).3

D’ où une construction simple de M 
1n+

à partir de NI 
n 

,

1.3. Définition d’ une suite pn qn de rationnels attachée au nombre 03B8 . - Soient

qn le nombre de côtés de la ligne polygonale , et p l’entier le plus
n

proche du nombre qn 03B8 (les suite s (pn) et (qn) sont finies ou infinies 

vant que e est rationnel ou non) .
, , 

’

THEOREME 1, .. Pour tout entier q tel 0  q  qn

, ,

THEOREME 2. - Soit q’ un entier tel que g  q’  qn+1 ,

(on pose p désignant un entier positif).~ 

P 
2014201420142014201420142014201420142014201420142014""201420142014

Ces théorèmes résultent immédiatement de la construction de la ligne polygo-
nale (L). Ils montrent que la propriété contenue dans le théorème 1 caractérise ’



la suite (pn qn). On exprime ceci en disant que les nombres -S sont les Meil-

leures approximations" du nombre 0 .

1.4. Propriétés des suites (p) et (qn) . - On pose

&#x26; (e) désigne donc la mesu-re de l’arc AMn comprise entre -1 2 et 1 2. (on sup-
posera 26 non entier) .

On a les relations :

~ ~~ ~ exprime que îvi 
n 

et N 
n~.~ 

sont de part et d autre de oA ( l’ ) résulte
de ~1~.~

~23 Il existe une suite d’ entiers positif s a tels quen

(rémlte de la deuxième propriété de la suite (14 ) démontrée au paragraphe 1.2).n

e t d’autre part



d’après le paragraphe 1..2~ donc compte tenu de (1)

(On démontre facilement que ql - ql d’où (5) par récurrence à
l’aide de (2) et (4).)

2. Algorithme des fractions
n s’agit de trouver un procédé de calcul des nombres p n 

et a. On pose

donc, d’après (3’) :

On pourra: donc déterminer de proche en proche les a et les e par les -,formulesn n



(9), à partir de a2 et 62 .
Il reste à calculer 82 a partir de 6 ~ avec

Deux cas sont à distinguer :

~.~~ Premier cas. - n  8  n + ~ .
On voit facilement que :

En posant pw~ ~ 1 ~ q~~ ~ 0 ~ al = on constate que les formules (9) sté-
tendent à la valeur n = 1 , avec

Les formules (9) sont donc valables pour n = 0 , en posant 6 = 6 et

ao=po=[e] . 
. 

2~2, Deuxième n+~-9n+l ~
On a’:

par des calculs analogues, on démontre qu’on peut étendre les formules (9) aux
cas n = ~ ~ n ~ 0 et n = - 1 en posant :



Pour avoir les mêmes formules au départ que dans le premier cas, il suffit donc

de faire le changement d = indic e n -~ n + 1 .

Quel que soit 03B8 , les suites (a ) et (03B8n) se construisent donc par 

rithme :

Les suites pn et c~ sont obtenues par :

et par les relations de récurrence (2) et (4) (pour n 

Ceci entraîne, pour tout 03B8 ,



Ce procédé associe à tout nombre e r é:e l > 0 une suite d’ entiers positifs

(a ) ; on note e = [a0 , a1 , ... , a , ...] et on appelle cette mite "le

développement de e en fraction continue". Les entiers a sont les "quotients
n

’ 

P~ ,

incomplets" du développement, et les nombres rationnels -- sont les "reduites".
~n

2.3, Cas où 0 est rationnel. - La saite (a ) est finie. Réciproqaement,
~ n

toute suite finie d’entiers rationnels positifs constitue, d’après l’algorithme,
1e développement nombre rationnel.

2 .4 . Comparaison àe deux rationnels e et 0 ’ ayant les (m + 1 ) premiers
termes communs ao , ai , * © . , am dans leur développement.

Les qn Sont égaux jusqu’à l’ indice m . Donc d’ après (7) :

or et > z~m~l~~ (se démontre sur la relation de récurrence (2)). Donc

Conséquence. - Toute suite infinie d’entiers positifs (a0 , a1 , ...,

le développement en fraction continue d’un nombre 6 irrationnels
En effet, diaprés la remarque précédente, les rationnels r 

m 
de développement

forment une suite de Cauchy.

2~5~ Quelques relations remarquables entre 6 et les suites (a ) ~ (e ) ~
~ (q~) 

( se démontre par récurrence à l’aide de (2 ) , (4 ~ ~ ( 9) ) ,



(d’après l’algorithme du développement de 8 ~.

d’après (11) avec = 

a est le premier terme du développement de 201420142014 en fraction continue diaprés
(9) etc.) 

2.6. orations et minorations d’un nombre e sur son développement en frac.~
tion continue. - Soient



Alors d’après (9)

(5’) et (11) montrent que

Conséquence. - On maj ore e en majorant (minorant) les quotients de rang impair
et en minorant (majorant) ceux de rang pair.

Exemple. - e  ~a ~ ... ~ a~~~ 1) ~ en effet

3. Quelques propriétés des "meilleures approximations" d’un nombre 0 irrationnel
quelconque.

3.1. Ona-VTi(7) : qn~qn03B8~  1 quelque soit n .

Ce résultat ne peut être amélioré car il est possible de construire des nombres
8 tels que, pour certains n , la quantité qn~qn 03B8~ soit aussi proche de 1

que l’on veut.

En effet, d’après (15),



donc, si l’on prend a n ~, Z = ~ s an > ~’~ , s’n*~ 

et d’après ~~~’ ~ :

3.2. Sur deux réduites successives l~une au moins vérifie

En effet supposons que l’on ait simultanément :

(6) entra1ne alors

ce qui est impossible (pour tout x > 0 diffèrent de 1 , x = .*" " 
2 

> 0 ).

3.3. Réciproquement~ soit P une fraction, non nécessairement irréductible,
telle que JO ’- ~  2014~- ~ Alors P est égale à une réduite de 6 .

2q 201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014

Voir la démonstration de cette propriété dans HARDY and WRIGHT ([2], page 153)*
Cette démonstration s’appuie sur le lemme ([2], page 140) :
Si 03B8 = 03BE Ql + S où 03BE > 1 , et ou P, Q , R , S sont des entiers tels qie

Q > S > 0 et [PS - QR i = 1 , alors ~ sont deux réduites successives

du développement de 9 en fraction continue.



3.4~ Sur trois réduites successives l’une au moins vérifie 1

sur trois successifs ( 03BBn défini par (11 ’ ) ) au moins

vérifie ~, > ~ .
n

Démonstration. - D’après ~1~~ .

c’est-à-dire

 3 entraîne 03BBn > 3 > 5 .
La propriété reste donc à démontrer dans les cas où l’on a simultanément

Si a . = 2 ,pour 1 = 1 , 2 , au .3 , (16) montre qqen+1

Il reste donc à examiner le cas :

L’inégalité (16) ne suffit pas pour conclure. De manière plus précise, l’on a :



, 

( ~ ~ , 

( ) 
1

ou 0  a  ~ i ~  ~3  1 (en effet a .- ~.-..~.. d apres (~4~ et 13 .~ 

..~..~.»~ ~+4
d’aprés (~~~).

De analogue, on a :

On trouve facilement la valeur de F en fonction de la position du point,..
données (a~ j3) dans le quart de plan 

En effet

fi = f~ sur la bissectrice OK ,

f~ = ~ sur l’hyperbole (r) d’équation p =~ - 1 ,

f4 sur (r~) a ==i - 1 *

Soit A le point a==l ~ p=0 ~ B le point a=0~ p= 1 ; et 1 le

point a = p ==’ - ~ ~ point d’ intersection de (r) et Û"’) 
En remarquant que les fonctions sont monotones par rapport à chacune des

deux variables a et p ~ on montre que

F=f dans la région (Ri) : 03B1AIX ,



dans la région (%) : OAIB ,

F = f3 dans la région (R-) : 03B2BIX ,

dont les frontières sont : l’arc AI de (0393) , l’arc BI de (0393’) , les demi-

droites A03B1 , B03B2 et les segments de droites et OB.

Il reste à trouver la borne inférieure, pour a > 0 , ~3 > 0 , des valeurs

F(03B1 , 03B2) . Les dérivées partielles ~F ~03B1 , ~F ~03B2 ne s’annulent pas à l’ intérieur d’une

région R.. F ne peut donc avoir un minimum que sur les courbes frontières. Or
sur ces courhes la fonction F est monotone par rapport à a ou à 03B2 (sur (F)1
par exemple F = 1 + oc + ~...~.. ~ Il suffit donc de comparer les valeurs prises
par F aux points 0 , A , B , I > et X (a = + ~ , 03B2 = 1) . On démontre ainsi
que la fonction F(a , 03B2) est minimum en I : pour tout a  0 , 03B2 >,, 0 :

En revenant au problème de départ, ceci entraîne bien, puisque a = 
qn-1 qn-1 

est

rationnel,



4. Nombres équivalents.

4.1 ~ Le développement en fraction continue associe à tout nombre réel 8 une

suite d’entiers positifs (an) . Que peut-on dire de deux nombres 03B8 et 8
n

tels que les suites (a ~ et associées soient identiques à partir d’un
n n

certain rang, c’ est-à-dire telles que, r et s étant deux entiers positifs :

f G6 J. Pr S  .L .4   on a :

Il en résulte entre e et et une relation de la forme :

Définition. - Deux nombres réels 8 et e’ sont dits équivalents 
s’il existe entre eux une relation de la forme (17) (relation évidemment 

Symétrique , transitive).

D’où le

T~oR~r.~. -. S i deux nombre s ont des développements en f raction c ontinue qui
coïncident à partir d’ un certain rang 3 ces deux nombres sont équivalents.

Réciproquement~ on démontre que :

Si deux nombres sont équivalents, leurs développements coïncident à partir d’un

certain rang.

(Voir la démonstration dans [2], page 142. Elle s’appuie sur le lemme déjà cité
dans le paragraphe 3.3.)



4 .2. Développements périodiques. - Soit e un nombre dont le développement
est périodique "à partir d’un certain rang" c’ est-à-dire

( " et pk-1 Qk-1 étant les réduites d’ordre k et k - 1 du développement de
k ~k-T

~1 )-
Donc est un nombre quadratique e% puisque 6 et 0 . sont équivalents,

9 est lui aussi quadratique. 
"

On démontre que la réciproque de cette propriété est exacte (voir [2j~ page
144).

D~où le résultat :

Les développements périodiques caractérisent les nombres quadratiques.

4.3. Définition de  - Un nombre 9 irrationnel étant donnée on pose

Les résultats de 3.4 montrent que ~9)~ 2014  LI étude des valeurs prises par
~

fera l’objet du prochain exposé. On se bornera ici à démontrer une pro-
priété remarquable de ~(e) : Si e et 6~ sont deux nombres équivalents~



Démonstration. - On a vu ((111) et (15)) que

Si e et e’ sont équivalents, leurs développements vérifient les relations

( r et s entiers fixes, k > 4 quelconque).

D’où

Les deux rationnels figurant au second membre ont leurs k + 1 premiers termes

communs dans leur développement. En appliquant (10) , on trouve

5. Une application de la théorie de s fractions continues : le théorème de Borel..

S.zu,sz.

8 étant un nombre irrationnel, on considère l’ensemble des rationnels -S

te ls que



(ensemble infini diaprés 3*4). Soit l1 , l2 , ... la suite des déno-

minateurs q ~ ordonnée suivant les q croissants.

THÉORÈHE. - Quel que soit le nombre e > 0 , il existe un entier positif n0
tel que, pour tout n > l* intervalle In, en( contienne au moins un

nombre de la suite (~ ) .

Ce résultat démontré par SZUSZ en 1959, avait été établi par BOREL dans le cas
e = 15 (il trouvait n~ == 10 ).

Démonstration. 2014 H suffit de démontrer que, pour m suffisamment grand.

lm+1  ~l2 m , c’est-à-dire que lm+1 2 ~ 0 quand m ~ + ce .

~m

On a vu (3~3) que tout rationnel ~ tel que qj)q9)t  ~- est égal à une réduite
P n 

~. 

2014 du développement de 9 . puisque p et q sont premiers
e8tre eux diaprés (5) :

p = kp , q = kq~ ( k entier positif) .

Nous allons préciser ce résultat en montrant que k ~ a . $ Soit un entier
q = kq~ ~ avec k > a .. Comparons les deux quantités

ce qui entraine

D’autre part



le résultat annoncé :

Tout entier q tel que q~q03B8~  1 2 ’vérifie q = kqn avec k  an+1 .
La suite (lm) est donc formée de multiples kqn des dénominateurs qn des

réduites de 6 y avec 1  k  an+1 . Si kqn , avec k> 1 , figure dans lasuite, (k - (car 1  1). D’auitre" 2((k-l)q~)"
part (diaprés 3~4) l’un au moins des trois nombres c~ ~ q~ i ~ ct~ figure dans
la suite (~ ) . On remarque enfin qae

kq~  pour tout k, (diaprés (2)) .

Soient alors deux nombres successifs de la suite (~ ) * Deux cas sont possibles,
m

-Ou bien : lm = kqn , lm+1 == (k + 1)qn, avec 1  k ,

" Ou bien : lm = kqn , lm+1 = qn+h , avec 1kan+1h = 1 ~ 2 ou 3 ~

~m+1Nous aibns étudier dans chaque cas le rapport 2014-r- ~

r
m

Premier cas : .

Quand m tend vers l’infini, l’indice n du associé tend vers l’infini,
donc q~ augmente indéfiniment. Par suite ~ tend vers zéro.

lm



Deuxième cas :

Nous allons d’abord démontrer la double inégalité :

Les raisonnements faits dans la démonstration de 3.4 montrent que, si > 3 ~ J

‘~n+L appartient à la suite ~~ ~ . m Dans ce cas h ~ 1 , les inégalités sont
vérifiées.

Reste le cas a n +z ~~ ~ . L’ égalité

Si a ~ ~3 ~ le même raisonnement que précédemment montre que q ~ appartient
à la suite (lm) , h  2 et les inégalités sont vérifiées.

Si an+3  2 , on a de façon analogue

on ne peut pas conclure quant à la valeur de h , mais les inégalités sont
vérifiées.
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Ceci permet de majorer le rapport qn+h2 2 :
k q n

Par hypothèse (k +1)qn n’appartient pas à la suite (~~~ ~ donc

On trouve donc la majoration :

Par conséquent, dans ce cas également, lm+1 2 ~ 
0 quand 

’~n

le théorème est donc démontré.
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