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7-01

ÉQUIRÉPARTITION ET ÉQUIRÉPARTITION UNIFORME MODULO 1

par Jean CHAUVINEAU

Séminaire DELANGE-PISOT
(Théorie des nombres) 

’

3e année, ~96 ~/b~~ n° 7 12 et 26 février 1962

1. Définitions et propriétés élémentaires.

l. Notations. - lÔ , N , Z , Q. , R , C désignent respectivement l’ensemble des
entiers naturels, l’ensemble des entiers naturels ou nuls, l’anneau des entiers

rationnels, le corps des rationnels, le corps des réels, le corps des complexeso
I désigne l’intervalle fermé (0 , 1) o

Si E est un ensemble de points de RP , où p G /fi , §§ désigne sa fonction

caractéristique. Lorsque E est mesurable au sens de RIEMANN, ou encore au sens
de JORDAN, il est dit mesurable-R , et sa mesure--’1. est notée |E| o Lorsque E

est mesurable au sens de LEBESGVE, il est dit merurable- , et sa mesure-£ est

notée p(E) . 
’

Si X est Un nombre réel, 1 désigne sa partie entière et X sa partie frac-

tionnaire, de sorte que x + x = x et 0  x  1 o

v v

Les suites envisagées dans I, II, III, IV,: ’ s==.r,t toutes des suites {un}neN+ de

nombres réels Un ; Une telle suite sera appelée, par abus de langage, la Suite
Parfois aussi, nous la désignerons par u o

,

2. Définition 1. - Etant donnés une sui te u n ’ un entier naturel N et un en-

Semble E C .I , le nombre des termes u tels que u e E et 1 j n  N est
n n

noté (N , E)u . Si a , b sont deux nombres réels àls que 0 $ a  b £ 1 ,
on pose (N , (a , b() = (N , a , b[.

u u

La suite Un est dite équirépartie (mod 1) lé. ro (mod 1> j si et seulement

Si, pour tout couple a , b de nombres réels tels que 0 $ a  b 5 1 , on a

,- ,

(MEYL Lorsque, de plus, la suite u est répartie sur I , on dit qu’ elle
est équirépartie sur 1 . Pour que la suite un soit ë. r. (mod 1) , il faut
et il suffit que la suite u soit e. r. sur 1 .



On voit d’ailleurs facilement qu’il suffit, pour assurer l’ équirépartition

(mod 1) de la suite u , que la condition (1) soit satisfaite par tout couple

a , b de nombres réels tels que 0  a  b  1 , ou même qu’elle le soit, pour

a = 0 , par tout réel b tel que 0  b  1 , car

3. Définition 20 - Etant donnés une suite u et un entier naturel N , le
. n

nombre

s’ appelle discrépance de l’ ensemble des N prerniers termes de la suite. Pour

toute suite D ~u)  1 ~ et üAN 

[15] a montré que lim NDN(u) = ~ o Lorsque la suite u n’est pas e. xa
N.~ I~ n

(mod 1) , on a même lim Ne: pour tout nombre réel ~ > 0 .

4. THÉORÈME 1. - Pour que la suite u soit éo r. (mod 1) , il faut et il suffit
qu’on ait

La condition est évidemment suffisante. Réciproquement, soit m un entier natu-

rel > ~ ~ puisque la suite u 
n 

est ~a r. (mod 1) , il existe un entier 

rel N tel que, pour on ait, quel que soit k = 0 g 1 ~ 2 ~ .. o a 

Soit 0  a  b ~ ~ 9 il exi ste des entiers kl ~ 1~ compris au sens large entre
0 et m ~ pour lesquels on a, soit 

Í



compte tenu de (4) , on en conclut aisément que, pour N > Nm , on a

i 

Ainsi N > N entraîne 0  -~ ~ ce qui exige, puisque m est arbitrai-

rement grand, qu’on ait (3)*

De ce théorème résulte qu’il faut même~ pour que la suite un soit é. r.

(mod 1) , que la condition (l) soit satisfaite uniformément en a et b .

5. - Le théorème suivant montre que la définition ,1 peut ~tre formulée d’une

manière plus générale :

THÉORÈME 2. - Pour que la suite usait e. r. (mod 1) , il faut et il suffit

que, pour tout ensemble E mesurable-R et inclus dans I , on ait

La condition est évidemment suffisante. Réciproquement, soit E c (0 ~ 
considérons une suite emboitée de partitions Pk de ~0 ! ~ ~ .en intervalles

semi-fermés, telle que la longueur de chacun d’eux tende vers 0 quand 
Soit d’autre part e > 0 ~ Puisque E est mesurable..~ ~ il existe un entier k
pour lequel la partition Pk fournit une réunion finie d’intervalles intérieurs

à E , soit U et une réunion finie d’ intervalles intérieurs à E ou mixtes,
1v

soit ~ J~ ~ telles que ait

de sorte que |Jh|  |E| + s et |J’h| > |E| - e . D’autre part. on a



Puisque la suite un est é. r3 (mod 1) , le premier et le troisième membres,
v’ v

quand N ~ ~ , tendent respectivement vers 03A3 |J’n 1 et 03A3 |Jh| . Il en résulte1 
" 

1 

que les limites inférieure et supérieure de ~ quand N -~ ce sont strie-*

tement comprises entre et qui exige, puiaque a > 0 est

arbitrairement petit, qu’on ait ( 5).

b~ .~ On peut encore formuler la condition nécessaire et suffisante précédente
ainsi ; pour tout ensemble E inclus dans I dont la frontière est de mesure-E

nulle, on a

En effet, pour tout ensemble E borné, dont Ê désigne la frontière, les con-

ditions (E) = 0 et )Ê) = 0 sont équivalentes, comme on le voit en appliquant

à l’ensemble Ê , borné lui-même et fermé, lc théorème de Borel-Lebesgue sur le
recouvrement fini, et la condition )Ê( 1 = 0 exprime précisément que E est

mesurable-R .

Bien entendu, une telle propriété ne saurait s’étendre à tous les ensembles mesu-
rables-L inclus dans I . La répartition (mod 1) de toute suite étant dénombra-

ble, donc de mesure-£ nulle, on vo it même que, quelle que soi t la sui te un’
il existe Un ensemble E mesurable-£ inclus dans I tel que (N , E) = 0

u

quel que soit N et = 1 .

7. Définition 3. - Soit (v , N , a , le nombre des termes un tels que

a £ un  b et v + 1 g£ n $ v + N , où v e N . La sui te un est di te uniformé-

ment n équirépartie (mod 1) [u. é. r. (mod 1) ] si et seulement si, pour tout
couple a , b de nombres réels tels que 0  a  b  1 , on a

C 9~ ~ a

Toute suite ua e’4 re (mod 1) est évidemment é. r. (mod 1) , mais la réci-
proque est fausse. En effet, soit une suite u e. r. (mod 1) ; construisons la

n

suite n en posant



On s’assure facilement que les termes ainsi annulés de la suite un sont suffi-

samment rares pour que la suite v 
n soit, elle aussi, e: r. (mod 1) . D’autre

part, soit 0  b  1 et choisissons e tel que 0el~b; si la suite

v était uo é. r. (mod 1) , il existerait N~ , indépendant de v , tel que,
pour N  N et eût

d’ où notamment

Comme (N ~ N~ 0~ b(= N pour tout entier naturel N~ on aurait 1 - b ~~
en contradiction avec le choix initial de e . Ainsi la suite v fournit un

exemple de suite qui, tout en étant e. r. (mod 1) , ne le est pas uniformément.

On verra plus loin (cf. qu’il existe des suites u. é. r. (mod 1) , de
sorte que la définition 3 fournit effectivement un renforcement de la notion

d’équirépartition.

8. Quelques propriétés élémentaires des suites e. r. (mod 1) 

8~1~- Il est immédiat que la suite a , j~ a est é. r. (mod 1)
[resp. : u. éo r. (mod 1) ] si et seulement si la suite u est é. r. (mod 1)

uo ë. r~ (mod 1) ]. 
’

8~2~ - Si la suite v est e. r. (moi 1) [resp. : u. e~ r. (mod 1) ] et si
a ~ R , alors la suite u est é. r. (mod 1) [resp. :~ ~ - 201420142014201420142014

u. ë. r. (mod 1) ]. (KEOGH-LAWTON-PETERSEN [3].)
Il suffit évidemment d’établir la propriété pour a =: 0 . Posons u = Vp + e ~

soit 0  a  b  1 et choisissons e tel que 0  e:  min (a~ l~b ~ ~~~) ~
il existe N 

£ tel que, pour n > N~ , on ait )eJ 1 e . Tout point v n ’ A ou

n > N~ , tel que v ~ [a + ~ , b- e( fournit un point u tel que ~ [a , b[,~ 
~f ~ . ~



et d’autre part tout point u , eu n > N , tel que u ~ b( est fourni

par un point v tel que v ~ (a- ~ , b+ e(. Compte tenu du fait que ~ > 0n n
est arbitrairement petit, la propriété annoncée en résulte.

8.3. - Pour que la répartition (mod 1) de la suite u soit partout dense

sur 1 ~ il faut et il suffit : 
~ ~ ’ "

a. qu’on puisse extraire de cette suite une sous-suite e$ r. (mod 1)
[resp. : u~ é. r. (mod 1) ] ;

b. qu’on puisse réordonner les termes de cette suite de manière à former une
nouvelle suite ug(n) é. r. (mod 1) [resp. : u. é. r. (mod 1) ]. (KEOGH-
LAWTON-PETERSEN [3]).

L’une ou l’autre de ces conditions est évidemment suffisante.

Soit v une suite é. r. sur 1 [resp. : u. é. r. sur I] Puisque la suite

un est partout dense sur I , on peut construire une application strictement croie-

sante de soit f , telle que lim (uf(n) - v ) = 0 , et, diaprés 8.2,
~~~~

la sous-suite est é. r. (mod 1) [resp. : u. é. r. (mod 1) ]. Ainsi
la condition (a) est nécessaire.

D’autre part, on peut interualer les termes non sélectionnés de {u ) entre

des paquets de termes de de manière que, dans la suite ainsi

présentent assez rarement pour
que cette suite soit, elle aussi, e. r. (mod 1) [rcsp.: u. é. r.
(mod 1) ]. Ainsi la condition (b) est nécessaire.

9. - Divers auteurs ont recherchée au contraire, des affaiblissements de la notion
d’équirépartition en la généralisant.

~* Définition 4. - La suite un est dite presque équirépartie (mod l)
[p* ë. r. (mod 1) ] si et seulement s’il existe une application strictement
croissante (p de j~ dans Jf telle que, pour tout couple a ~ b de nombres
réels vérifiant 0~ab~l. on ait

.



Toute suite ec r~ (mod 1) est évidemment po ë. r. (mod 1) , mais la récipro’-
que est fausse. Par exemple, la suite ~~7~7~~~~~~~~~~~’TT~ * ~ }
n’est pas e. r. sur 1 bien qu’elle soit p~ e~ r. sur 1 ~ la condition (8)
étant manifestement vérifiée pour ~p(N) = 2 ~

9.2. Définition 5. - Soit une suite réelle telle que B > 03BBn+1 > 0

pour tout et 03BBn =000 La suite u 
n 

est dite B 03BBn-équirépartie (mod 1)

[X2014 e. r. (mod 1) ] si et seulement si, pour tout couple a ~ b de nombres

réels tels que 

(TSUJI [14]) e Si § = 1 pour tout n G # , on retrouve la définition 1.

ISUJI [ 14] montre que toute suite é, r. (mod 1) est aussi X - é« r. (mod 1) p
où {03BBn} est une suite réelle vérifiant les conditions imposées par la définition

5, mais la réciproque est fausse; par exemple, la suite log n , qui n’est pas
é. ro (mod 1) (cf. II-602), r. (mod 1) (ci. III-7.2).

IIO Critères d’équirépartition et applications.

lo Premier critère de Weyl.

1.1. - Soit g(I) là classe des fonctions à valeurs complexes bornées et inté-
grables-R sur I o

, , 
,

THEOREME 30 - Pour que 1a suite un soit e..: r. (mod 1) , 11 faut et il suffit

que, pour toute fonction f e Z( I) , on ait

(WEYL [l7])c II suffit évidemment d’établir la propriété pour les fonctions à va
leurs réelles de qui constituent une sous-classe J*(I) .
La condition est suffisante, car pour 0  a  b  1 , elle

exprime précisément la définition 1, 



Réciproquement, soit f ~ il existe deux suites gk’ G de fonctions

en escalier qui encadrent f sur 1 et dont les intégrales sur 1 tendent

l’une et l’autre vers /~ f(x) dx quand k -~oo . On a

Si la suite u n est é. r. (mod 1) , la condition (10) est vérifiée par les
fonctions caractéristiques de tous les intervalles inclus dans I ~ donc aussi
par les fonctions en escalier définies sur I i qui en sont des combinaisons li-
néaires à coefficients réels~ Dès lors, quand I~ -~ le 1er et le 3e membres de

(11) tendent respectivement vers ,% 0 ~ dx et G (x ) dx , intégrales qui,
à leur tour, lorsque k -~ oo~ ont pour limite commune /~ f(x) dx. Il en résulte
que f vérifie ( 10) ~ et la condition énoncée est nécessaire.

1.2. - Soit c(I) la classe des fonctions à valeurs complexes continues sur
~ 

1 . Le 1er critère de Weyl peut encore se formuler ainsi : pour toute fonction
on a (10). Il suffit évidemment d’établir la propriété pour les fonc-

tions à valeurs réelles de C~ 1) J qui constituent une sous-classe ~~‘t I) .
La nécessité de la condition s’établit comme précédemment.

Réciproquement, soit 0  a  b  1 ; il existe deux suites lk , Lk de fonc-

tions continues qui encadrent 03C8[a,b[ sur I et dont les intégrales sur l

tendent l’une et l’autre vers ~~ ~(x) dx = b - a quand k... 00 (par exem-
ple, deux suites de fonctions signal trapèze isocèle qu’on aperçoit aussit~t .
Ona

Si la condition (10) est remplie par les fonctions de C*(l) , le 1er et le 4e
membres des inégalités précédentes, quand N - co , tendent respectivement vees

/Q ~(x) dx et /~ dx, intégrales qui, à leur tour, lorsque k - ce ,
ont pour limite commune b - a . Il en résulte que la suite u 

n 
est e. r. (mod 1) ,

et la condition énoncée est suffisante.

1.3. - T désignant la circonférence unité, soit GT) la classe des fonc-
tions à valeurs complexes, périodiques et de période 1, continues sur R .
L’argument précédent reste applicable à la sous-classe des fonctions f de
C(I) pour lesquelles f( 0) = f( 1) (car les fonctions signal trapèze isocèle



envisagées ~, ~ L, s’annulent aux points 0 et 1 )~ de sorte que le 1er cri-

tère de Weyl peut encore se formuler ainsi : pour toute fonction f e C(T) , on
a(10]L avec u =u 

2014201420142014ï201420142014 ~ n

2~ Autres critères 

2*1 - Pour que la suite u 
n 

soit u* e~ r~ (mod 1) ~ il faut et il suffit que,

pour toute fonction on ait

(PETERSEN [9]).

La condition est suffisante, car pour f = 03C8[a, b[ elle exprime la définition

3, puisque 03C8[a,b](un) = [03BD , N , a , b( . Sa nécessité s’ établit à partir
d’inégalités analogues à (11), on la sommation est faite cette fois de 03BD + i

à ~+ N.

22* - Pour que la suite u 
n 

soit p. e~ r~ (mod 1) ~ il faut et il suffit

qu’il existe une application strictement croissante (p de Hf~ dans 1~ telle

que, pour toute fonction on ait

00

2.3. - soit 03BBn  03BBn+ 1 
> 0 pour tout n ~ N+ et 03A3 03BBn = ~ . Pour ue la suite

u soit 03BB-é. r. (mod 1) , il f aut et il suf fit que, pour toute fonctionn ..un..u._, n rr.r...rr,

f E (I) , on ait

3. Deuxième critère 

Posons, pour x 

On a le résultat fondamental suivant :



THÉORÈME 4. - Pour que la suite u soit é. r. (mod 1) , il faut et il suffit

ue pour tout entier h ~ N ~ on ait

(WEYL [17])

Une formulation équivalente de cette condition nécessaire et suffisante est

immédiatement : pour tout non nul h ~ Z , on a (-L5)*

La condition est nécessaire car, si la suite un est é. r. (mod 1) , (10)

donne, en prenant f(x) = e(hx) , où h ~ N+ , de sorte que f e 0(T) :

Nous allons ramener la suffisance de la condition (15) à celle de la condition

(10). est un espace vectoriel sur le corps Ç ~ que nous munissons de la
norme de la convergence uniforme sup Soit 0(T) l’espace vec-

xeR
troiel des polynômes trigonométriques, c’ est-à-dire des combinaisons. linéaires
à ceofficients complexes des fonctions x -+ e(hx) , où h E Z . On sait que ~(T)

sous-espace de C(T) partout dense sur C(T) .

Dès lors, soit f E C(T) ; il existe une suite de foutions f , E ~( T) ! soit

H

Y e(hx) , qui converge uniformément vers f sur R quand k -~ oo
-H " ~

(par exemple, la, suite des moyennes arithmétiques des k premières sommes par-
tielles de la série de Fourier de f , écrite sous forme exponentielle) . Si la
condition ( 15) est satisfaite pour tout entier non nul h E Z , on a

et d’autre part

de sorte que fk vérifie la condition ( 10) . On en conclut aisément, en utilisant
la convergence uniforme de la suite fk vers f sur R , que f vérifie égale-
ment la condition (10)o Le théorème 3- montre alors que la suite u n est é. r.

(mod 1) .



4... La même idée générale conduit au résultat suivant:

THÉORÈME 5. - Pour que la suite u soit é. r. (mod 1) , il faut et il suffit
n

que, pour tout entier h E M ~~+ ~ on ait

La condition est nécessaire car, si la suite u est é. r. (mod 1) , (10)

donne, en prenant f(x) = xh , où h ~ N+ , de sorte 

Pour établir que la condition est suffisante, on considère cette fois le

sous-espace vectoriel des polynômes sur I ~ qui est partout dense sur

l’espace vectoriel muni de la norme de la convergence uniforme* Soit
f E il existe une suite de fonctions f k E P(I) , soit x
qui converge uniformément vers f sur I quand k ~ ~ . Si la condition (16)
est satisfaite pour tout entier h E ~t * ~ on a, avec la convention 0~ : ~ :

et d’autre part

de sorte que f k vérifie la condition (10). Dès lors, la démonstration s’achève
comme précédemment.

5. Autres critères analo ues.

5~1~ - Pour que la suite u soit u. é. r. (mod 1) , il faut et il suffit
que, pour tout entier h on ait



La condition est nécessaire car, si la suite u 
n 

est u. ~. r. (mod 1) , (12)
fournit (17) pour f(x) = e(hx) , ou h e N . Sa suffisance s’établit à l’ aide
d’un argument analogue à celui du théorème 4.

5.2. - Pour que la suite u soit ~. ë~ r. (mod 1) , il faut et il suffit
qu’il existe une application strictement croissante 03C6 de N+ dans N+ telle

quel pour tout entier h E N* 7. on ait

00

5~3* - Soit X ~ B pour tout n e N ~ Z ~. == Pour que la suite

un soit 03BBn-é.r. (mod 1) . il faut et il suffit que, pour tout entier h ~ N .
on ait

5.40 - Des critères analogues au théorème 5 s’appliquent également aux suites
u. é. r., p. e. r., 03BBn- é. r. (mod 1) .

b. Applications.

, ,

6.1. THEOREME 6. - La suite où 03BB ~ R - Q , est u. é. r. (mod 1) .
v+N
1 où h E N* est la somme d’une progression géométrique de raison

v+ ~ 
--

1 , puisque ~, est irrationnel ; on a donc

quantité dont le module 2 N = 1 N| sin 03C0h03BB|’ ce qui montre 
tend uniformément en v ~ N vers 0 quand N - m . Dès lors, le critère ( 17)
donne le résultat annoncé.

6.2. La suite X log n , où X e £ , n’ est pas 4, r. (mod 1) .

Utilisons la formule sommatoire d’Euler



où N,. , N sont des entiers naturels ~ N .~ N) et où F est une fonction à

valeurs complexes dérivable sur (N.. , N) . Pour F(t) = e~~, log t) . et N~ = 1 ,
on obtient

Les trois termes figurant au 2e membre s’écrivent respectivement

de sorte que

Le 1er terme du second membre ayant pour module ( 1 + 41 z .~ ~/z ? indépendant
de N ~ on voit que le 1er membre ne tend pas vers 0 quand ce qui
assure le résultat annoncé.

6.3. La suite où n~ est pas u. B. r. (mod 1) .

Soit 0 (sinon, le résultat est évident) . Posons u = Apn
et formons

où tous les argumenta soient 6 (~) ~ sont compris au sens large entre 0 et

u * Supposons que la suite u soit u. ë r. (mod 1) ; alors 0 est

un point d’accumulation de sa répartition (mod 1) et, quel que soit N e N+ ,
il existe 03BDN ~ N+ tel que u  1 N . Dans ces conditions, tous les argu-

~ 6{p)"
ments e~(-~) vérifient 0 ~ S(~) ~ ~ donc tous leurs cosinus sont >’~ ~ 
l’on a, pour tout N ~ N+ :



On voit que le critère (17) est en défaut pour h = 1 , ce qui contredit l’hypo-
thèse faite sur la suite u c Ainsi le résultat annoncé se trouve établi parn

l’absurde.

La méthode précédente est due à KEOGH-LAWTON-PETERSEN [3], qui indiquent la
même propriété pour la suite 03BB03B1n , où a e Q et 03BB ~ R ; mais leur démonstra-
tion pas concluante~

A noter que la suite ~ ~ ou P~jZ-.{~1~0~1}~ qui n’est u. e. r.

(mod 1) pour aucun X e est é. r. (mod 1) pour presque tous les À e R

(cf. théorème 13~ cas particulier) .

III. Conditions suffisantes d’équirépartition et applications.

le Condition suffisante de Fejér.

le le THÉORÈME 70 - Si f est une fonction définie au voisinage de l’infini

positif et sur N ~ strictement monotone, dérivable et à dérivée monotone au
voisinage de l’infini positif, si lim f’(x) = 0 et si lim xj f (x) J = ~ ,’ ’" 

~ 

alors la suite f(n) est éo r. (mod 1) . (cf. POLYA-SZEGÖ [11].)

Remarquons d’abord que les hypothèses faites sur f , que nous supposons véri-
fiées pour x  x0 , entraînent lim |f(x) 1 = car f(x) = (x - xJ f’(03BE) -

" 

eu XQ  ~x ~ puisque (f~~)) t 5. )f’(x)j :

et ce dernier membre ~ ~ quand 

Supposons, pour fixer les idées, que f soit strictement croissante sur

(~O ~ et soit (p sa fonction inverse, elle aussi strictement croissante
et dérivable sur co( ~ on a lim p(x) = ., p’ croissante sur

(f(xo) , ~( et =00. 

Soit 0  b ~ 1 - Pour un entier naturel k assez grand, disons pour k ~ 7’.
le nombre des termes f(:..) tels que k ~ f(n)  k + b , c’est-à-dire encore tels



que b) , est + O( 1 ) = bcp t ( k + ck) + O( 1. ) s où

0  ck  b . Donc, si 1) ~ N  avec K > le nombre des termes

f(n) tels que 0~f(n~  b et 1 ~ n ~ N est

Dans les deux cas, ce dernier terme est $ c~~ K~ w c~~K -~ 1) ~ ~p’ ( K~ ~ puisque cp’
est croissante, de sorte que

"

La somme ~. m* (k + c~ est comprise entre

Ka

et l’intégrale 03C6’(x) dx = (p(K) - est comprise entre les mêmes bornes;

dont la différence est cp’ (K) - on a donc

On obtient ainsi



D’ autre part

Quand x  co, on a f~ (x) ~ 0 , donc aussi -> 0 , de sorte que K = o(tp(K)) $

dans les mêmes conditions xf’ (x) ~ ~ , donc 03C6’(x) 03C6(x) ~ 0 , de sorte que
(p’(K) = c((p(K)) . Dès lors, les formules précédentes deviennent

Il en résulte que quand donc aussi quand et

la suite f(n) est eo rc (mod 1) c

Le théorème 7 peut aussi s établir à l’aide de la formule (20) et du
2e critère de Weyl. Supposons les hypothèses faites sur f vérifiées pour

x ~N~ ~ où HL et soit, pour fixer les idées, f strictement croissante

sur oo( c Prenant F(t) = e(hf(t)) ~ où h e (20) donne

Le 2e et le 3e termes figurant au second membre s’écrivent respectivement o( 1)
et f’(t) dt) = o(f(N)) . D’autre part f’ , étant une fonction dérivée

monotone sur [N0 , N] , est continue sur N) , donc 1 f’ est, elle aussi?
monotone et continue sur N) , ce qui nous permet d’écrire, en intégrant
par parties ?

En résumée il résulte de (21) que



Les deux dernières hypothèses de l’énoncé fournissant f~N~ ~ o(N) et

== o(N) , on obtient finalement, pour tout h e N :

et le critère (15) montre que la suite f(n) est é. r. (mod 1) .

2. Application . - Prenant f(x) = log03B2 x , on trouve que la suite log03B2 n ,
où a 9 ~ ~ ~ réels et iB’ 0 ~ est é. r. (mod 1) :

3. Condition suffisante de Van der Cor ut.

3.1. THÉORÈME 8. - Si, pour tout h E , la suite un+h - u n est e’. r. (mod 1) ,
la suite u est é. rp (mod 1) . DER CORPUT [16])

Utilisons l’inégalité de Van der Corput

eu H , N sont deux entiers naturels tels que désignent
deux nombres complexes conjugués (l~k~N)* H étant choisi, prenons
z on a, pour N  H :

Si pour la suite u ~ - u est é. r. 1) ~ le 2e critère
de Weyl montre que, pour tout k E ~ ~ le dernier terme de ce second membre tend



vers 0 quand N i Il en résulte que la limite supérieure du 1er membre,
est 1 H, et cela exige, puisque H est arbitrairement grande

que, pour tout k 1 N e(ku) tende vers 0 quand N ~ ~ . Dès lors,
une nouvelle application du critère (15) donne le résultat annoncé.

3*2. -. Plus généralement, sous les mêmes hypothèses, KOROBOV-POSTNIKOV [5]
montrent que la suite p et q e N . est e’. r. (mod 1) .pn+q ~~ ~~ ~ 

3.3. - La méthode précédente permet d’ailleurs de justifier une autre générali-
sation du théorème 8 :

Soit (p une application strictement croissante de  dans 1~ telle que
si pour N+ la suite un+03C6(h) - u est e. r. (mod 1) .

alors la suite u 
n 

est é. r. (mod 1) .

On sépare, dans la somme générale qui figure au 2e membre de (23)~ les termes
pour lesquels h ~ {(p(m)} ~ de somme A~(N) ~ et ceux pour lesquels h e {p(m)} ~
de somme A~(N) ~ on a alors :

Il existe un entier naturel mH tel que 03C6(mH)  H - 1  03C6(mH + l) et, diaprés

r hypothèse faite sur 03C6 , on voit que 1 quand H ~ ~ , donc que

0  H - 1 - mH H ~ 0 quand H -). ~ . Soit e > 0 3 pour H assez grande disons
H > H~ , le nombre des termes figurant au 2e membre de (24), qui est H - 1 - mH ,

sera  ~H , et l’on aura

Les hypothèses du nouvel énoncé entra3nent que A.(N) -~ 0 quand N .~ Il en
résulte que la limite supérieure du 1er membre quand est $ £ + 2e , et,
puisque H est arbitrairement grand et E > 0 arbitrairement petit, on achève
comme précédemment*



3.4. - La condition suffisante précédente n’est pas nécessaire ; par exemple,
la suite u = eu ~~R-~~ este. r (modl) p alors que la suite

u ~B - u = ~p(h) ne l’est paSo

3.5. - H. DELANGE a montré que, étant donné P ~ N% pour que la suite un
soit é. r. (mod 1) , il suffit que, pour tout h e N+ , la suite un+ph - un
le soit ( résultat non publié) o

THÉORÈME 9. - Soit k un entier naturel ; s i la suite 0394k u est strictement
w1rr11~111 n

monotone â partir d’ un certain rang, s i 0 et s i lim n|0394k un| = ~ ,
alors la suite u e st é a ra (mod 1) . (VAN DER CORPUT [16].)

n

La propriété. est vraie pour k w 1 ~ car on peut construire une fonction f

vérifiant les hypothèses du théorème 7 et telle que f(n) = u .
n

Soit r un entier naturel  2 et supposons que la propriété soit vraie pour
k ~ r .. 1 a Pour tout h E 1~~ , on a

si 0394r un tend monotonement vers o quand n - m , il en est de même pour

~’~~ ~n+p ’ donc aussi pour ~~~~ ~~n+h ~ un) quel que ~~ * Si ~~ un
tend vers ± ce quand n - ~ , il en est de même pour na 

r 

un+p , donc aussi

pour n0394r-1(un+h - un) quel que soit h e À . La propriété étant vraie pour
k = r - i > la suite un+h - un est eé r. (mod i) quel que soit h é N+ ,
donc (théorème 8) la suite un est éo r. (mod 1) , de sorte que la propriété
est alors vraie pour k = r . La démonstration se trouve ainsi achevée par 

rance sur k o

10. -- Soit k un entier naturel; si lim 0394k un = a , où a OE f£ - Q ,~ 

n-ce 

alors la suite u 
n 

est éo r. (mod i) o _(VàN DER CORPUT [ 16] .)



On établit la propriété pour k = 1 à partir de l’ inégalité

démonstration s’achève par récurrence sur k en

utilisant le théorème 8.

. Sous une hypothèse plus forte (cf. III-6.2), la démonstration devient élémen-
taire (en donnant d’ailleurs davantage).

6. Autres conditions suffisantes analogues.

6.1. - Si pour la suite u~ est u. e. r. 1) ~ alors
la suite un est u. e. r. (mod 1) . (LAWTON [6].)
Cette propriété s’établit à l’aide d’un argument analogue à celui du théorème

8, en prenant dans (22) zn = e(kun+03BD) , ou k 6 N+ et 03BD ~ N . Elle reçoit
d’ailleurs la même généralisation que le théorème 8 (cf. 111-3.3).

6.2. - Soit k un entier naturel ; si la série 1 (0394k u - 03B1) , eu a e R - Q ,
est convergente, alors la suite u est u. é* r. (mod 1) .
La propriété est vraie pour k = 1 , car alors u - na tend vers- une limite

finie quand et la suite na est u. e. r. (mod 1) (théorème 6)~ ce qui
permet d’appliquer 1-8.2. La démonstration s’achève par récurrence sur k , en
appliquant 111-6.1. 

6.3. - Si f est une fonction définie au voisinage de l’infini positif et sur
N+ , strictement monotone et dérivable au voisinage de l’infini positif, si f’(x)
et xf’ (x) sont mon.ot.ones, en x au voisinage de 1’infini positif, si .

lijnf’(x) =0 et si lim xjf’(x)) log x = c= . alors la suite
est r. 1) (TSUJI [14]).x~~

Ce théorème, analogue au théorème 7, se généralise d’ailleurs et donne alors
des conditions suffisantes pour qu’une suite f(n) soit À- é. r. (mod 1) , où

03BBn = 1 n , 1 n log n , 1 n log n log log n , ...

6.4. - Soit 03BBn  03BBn+1 > 0 pour tout n ~ N+ et 03BBn = ~ . Si la suite
~ 

- 

1 ~ 2014201420142014201420142014

03BBn 03BBn+h est décroissante en n pour tout h ~ N+ et si la suite un+h - un est03BBn-é. r. (mod 1) pour tout h 6 N*’ , alors la suite u est B -é.r. (mod 1)
(TSUJI [14]). 



7, Applications.

?. i THÉORÈME i i. - Si ao , ai > ... , ar Sont r + i nombres réels

r a i , > / °> et si i’çP -aU moins des nombres ai , i , ... , ar est
irrationnel, alors la suite un(r) = kr0 ak n est u. J. r. (mod i) (LAWTON
[6]) .

a. Supposons a 
r 

irrationnel. La propriété est vraie pour r - 1 (théorème 6) o
Supposons qu’elle soit vraie pour r = t - i , 2 ; un+h(l) - un(l) est
un polynôme en n dont le terme de plus haut degré est al Zh nl-1 , à coef-
ficient irrationnel si l’on suppose al irrationnel; la propriété étant vraie
pour r = z - i , la suite un+h(l) - un(l) est alors u. é. r. (mod i) pour
tout h ~ N+, donc (III-6.1) la suite un(l) l’ est aussi, de sorte que la pro-
priété est vraie pour r = t w Le résultat se trouve ainsi démontré par récur-
re-nce sur r .

b. Supposons a 
r 

rationnel. il existe alors un entier naturel s  r - 1 tel

que a s soit irrationnel et a s+2 , ... ’ a r soient rationnels; donc
il entier naturel P tel que pas+1 , pas+2, °°° ’ par soient des
entiers de N . Il en résulte que est congru (mod 1) à un polynôme
en n dont le terme de plus haut degré est as p? à coefficient irrationnel.

Appliquant ( a), on voit que la suite u (r) est u. é. r. (mod 1) pour toutPn+q
q OE lY , donc en particulier pour q = 0 , 1 , ... , p - 1 , et cela entraîne ai-
sément que la suite u (r) eso u. é, r. (mod 1) .n

7.2* - Prenant f(x) = 03BBx03B1 log03B2 x , III-6.3 montre que 1a suite 03BBn03B1 loé n ,
dl a , p , X réels et X£ 0 , cst £-é. r. (mod 1) 1

1° Si 0  a  1 ;

2° Si a = 0 et fi > o .

IV. Théorèmes métriques et applications.

l. Théorème métrique de Koksma.
, , 

.

1.1. THEOREME 12. -Soient a , p , e trois nombres réels tels que a  fi et
C > ° , et soit une suite fn .de fonctions à valeurs réelles définies sur
(a , fi) . Si la fonction Il’ = 1 - 1 , où p / q , est dérivable sur ( )’ 

~ ~ 

-’ -- P, q P q ~ ~~ ’ --- ~~ -~-.



si sa fonction dérivée 03C6’p,q est monotone et de signe constant (03B1 , 8) et

si |03C6’p,q(t)|  c sur [03B1, 03B2] , alors la suite est é. r. (mod 1) pour

presque tous les t p) ~ (KOKSMà[4].}’ ~ 

a~ Soit h e et posons o~(t) = ~ 1 e(hf (t)) ; on a

en séparant dans cette somme les termes pour lesquels p = q et ceux

pour lesquels p ~ q : 
’

Posons ~N = ~al~(t) ~ 2 dt et ~p’ q - ,~a~ cos 2~h ~pp’ dt ; on a alors

pp gardant un signe constant sur (a ~ p) ~ (p est strictement monotone sur

[03B1 , 03B2] ; dès lors, le changement de variable u = 203C0h (p (t) donne

en psant 03C6’p,q(t) = 03C8(u) , 03B1’ = 203C0h 03C6p,q(03B1) , 03B2’ = 203C0h cp 
P, q 

(03B2) . 03C8 étant mo-

notone sur le nouvel intervalle d’ intégration, le 2e théorème de la moyenne,
appliqué à l’intégrale précédente, donne dans tous les cas :

où 0394 est un intervalle inclus dans le nouvel intervalle dl intégration.. - Comme

|0394 cos u 1 [sin 2 , on voit que



Posons bN = ~ max ! , ~.~ ; (25) donne alors

b. Nous allons chercher une majoration de Soient p > 2 ~ t e (a , 
et rangeons f ~ ~ t~ ~ f ~ ~ t~ ~ ... i par ordre de grandeur croissante, soit

Si I  s  r  p , les termes î! (t) et sont séparés dans ce clas-
vr vs

sement par r - s intervalles, la longueur de chacun d’eux étant  c , de sorte

que f t (t) - f’ (t)  (r - s)c . On a donc.
vr vs

et par conséquente dans tous les cas, ; quel que soit te (a , p) :



ce qui montre que

c. Pour tout m e N~ ~ on 2 
= O(1-°~) ~ de sorte que la Série"~ 

m m

= L 03B103B2 |03C3 m2(t)|2 dt est convergente ; il en résulte, d’après un théorème

de Fatou, que la série  |03C3 m2(t)|2 est presque partout convergente sur (a p 03B2],
donc qu~ l’ on a

Dès lors, soit m la racine carrée entière de Ni; définie par N + 1) ~
et f ormons 

.

le module de cette quantité est ~ 2014’~~  20142014~2014 qui tend vers 0 quand
. m m

m - oo ; donc, compte tenu du résultat précédente on a aussi

Comme ’~’ -~ ~ quand N "’~ on obtient finalement, pour tout h 
m 

’ "

et le 2e critère de Weyl donne le résultat annoncée

1.2. - LEVEQUE [7] montre que si, plus particulièrement, il existe y > 0 tel

que |03C6’p,q(t)|  c|p " sur 03B2] , alors, quel que soit e > 0 et pour

tout h on a = o~f~~~~) pour presque ’tous les t e p) *

2. THÉORÈME 13. - Soit 03B4 un nombre réel > 0 et soit F une application 
’

biunivoque de j~T dans R telle que, pour tout couple p , q d’entiers naturels



différents, on ait 6~ alors la suite tF(n) est c$ r. (modl)

pour presque tous les t e R (WEYL [17]).

On applique le théorème 12 à un intervalle [03B1 , ?) quelconque, avec

f~(t) = tF(n) ~ (p (t) = t(F(p) ~ F(q)) et (pp ~(t) = F(B)- ?*(q) non nulle pour p ~ q ; de plus |03C6’p,q (t)j = JF(p) -F(q))  03B4 pour p ~ q ,
de sorte qu’on peut prendre ici c == ô > 0 .

En particulier, si F est une application biunivoque de N+ dans Z , alors

la suite tF(n) est e* r (mod 1) pour presque tous les ici ô= 1 ~

3*T~E01520152~E 14, - Soit ô un nombre réel >0 et soit F une application
biunivoque de N~ dans (1 ~ co( telle pour tout couple p ~ q d’entiers

naturels différents, on ait |F(p) - F(q) [  03B4 ; alors la suite 03BBt(F)(n) ; où 03BB

est un nombre réel non nul, est é. r. (mod 1) pour presque tous te 

(KOKSMA [4]).

On applique le théorème 12 à un intervalle p) quelconque, avec

= Xt~~ , (p P, (t) = ~(t~~ -. t~~) et 
"

qui, pour p ~ q , a sur [1 , 03B2] le signe de 03BB(F(p) - F(q)) ; de pl,u:,

cpP’ q ~ pour p ~ q ~ est monotone sur (1. ~ ~3~ r car cp’~’’ q(t) a sur (1 ~ ~i~
le signe de ~.(F(p) -. F(c~? ; enfin9 pour p ~ q ~ on a sur (1 9 ~3~ y en posant
1vI = F~c~ ) et m = F~q) ) :

de sorte qu’on peut prendre ici c == JÂJ 6 > 0 .

En particulier, si F est une application biunivoque de À dans N~ ~ alors

la suite 0 ~ X e e. r. (mod 1) pour presque tous les
t e (1 , ~[ ; ici 6 = 1 . D’ailleurs, cette suite est aussi 4* r. (mod 1)
pour presaue tous les 

~* Application~~

4.10 - La suite et )X) > 1 ~ est e~ r~ (mod 1~ pour 

que tous les (WEYL [17]).



On applique le théorème 13 à F(n) = 03BBn , où |03BB| > 1 ; pour p ~ q , on a,
en posant M = max(p , q) et m = min(p , q) :

de sorte qu’ on peut prendre ici ô== JX) 2014 1 > 0 ~

4~2~ - La suite ~.t~ ~ où 0 ~ X e ~ ~ est ë~ r. (mod 1) pour presque tous les

t ~ R - ) - 1 , 1( (KOKSMA [4]). 
’ ’ ’ 

On applique le théorème 14 (cas particulier et remarque) à F(n) = n * Parmi
les teR-.)*- 1 , l( pour lesquels la suite t n’est pas é. r. (mod l)
figurante outre les t e ~ - {0} ~ les nombres de Pisot flO] et les nombres de
Salem [12]~
4.3. - La suite An , où 0 ~ X e R , est é. r* (mod 1) pour presque tous

les te (1~ co( (KOKSm[4]). 
’

On applique le théorème 12 à un intervalle [1 , p) quelconque, avec

fn(t) = 03BBnt , d’où 03C6p,q(t) = 03BB(pt - qt et 03C6’p,q(t) = 03BB(pt log p - qt log q)qui, pour p ~ q , a sur [0 , p) le signe de 03BB(p - q) ; de plus 03C6’p,q , pour

est monotone sur [0 , 03B2] , car y" (t) a sur [0 , P) le signe de
B(p ** q) ! enfin, la formule des accroissements finis donne, pour p ~ q :

eu x est strictement compris entre p et q ~ et, pour p ~ q, on a sur
t ~

de sorte qu’on peut prendre ici c = > 0 .

On a vu d: ailleurs que la suite aù 0 ~, E R est é. r.

(mod 1 ~ pour tous ies t E ~ 0 ! ~ ~ .

5. Théorèmes métriques de LeVeque.

5.1. - f désignait une application périodique de R dans appelons
conditions L(f) les suivantes :



f est deux fois continûment dérivable sur R.

I~(f) : f’ n’ a qu’un nombre fini de zéros sur une période~

L3(f) : f’ et fil ne s’annulent pas simultanément sur R .

5.2. THEOREME 03B1 , P deux nombres 
__ 

réels tels que p>l ; soient

F , G deux applications croissantes dans ) 0 , co( telles que

G(n + pour tout et soit ~ une application périodique de
R dans R remplissant les conditions L($) et L(03A6’) ; alors la suite

G(n) 03A6(tF(n) + a) est é. r. (mod 1) pour presque tous les t e R (LEVEQUE
[8]).

5~3* 2014 Le théorème 15 Si applique en particulier à $(x) = ces x , et pour

où 03BB réel > O , on obtient alors :

Si 0~ ~ p ~ ~ sont trois nombres réels tels que p > 1 ~ ~ > 0 et si F

est une application croissante dans )0~ alors la suite

Âp cos( tF(n) + a) est e. r. (mod 1) pour presque tous les t ~ R (LEVEQUE
[8]). ..

5.4* - Si a est un nombre réel et si F est une application strictement

croissante de N~ dans N~ ~ alors la suite F(n) cos(tF(n) +a) est e. r~

(mod 1) pour presque tous les (LEVEQUE [8]}.

Ée - Si * désigne la mesure produit sur R~ construite à partir de la

mesure  sur R , on montre que *-presque toutes les suites sont éo ro
(mod 1) . 

~ ~ ’ ’ ’

Plus précisément, CASSELS [1] établit que, pour *-presque toutes les suites
u , on a 

.

H en résulte que, pour *-presque toutes les suites et pour tout nombre réel
e > 0 ~ on a



1. Notations. ~ Soient ~= (a.p a~~ ...~ a) ~ ’8= (b.p b~~ ..~ ~ b)
deux vecteurs réels à p composantes, ou points de Rp , tels que a  b ,
c’est-à-dire tels que b. pour k = 1 , 2 , ... , p ; l’ensemble des

x = (x1 , x2 , ... , x) de Rp tels que  b , c’est-à-dire tels que
a. ~:x. b. pour k== 1~ 2~ ... ~ p ~ est noté (a~ b(. On construit de
même [a , b] , dont le sens est visible, à l’aide des relations d’ordre partiel
entre vecteurs de R" qui viennent d’être introduites. Pour on pose

~= (0~ 0~ ..~ ~ 0) ~ ?= (l ~ 1~ ~o ~ 1) ~ ~ oo~ .~~ oo) ~ où le

nombre p des composantes sera sans inconvénient sous-entendu ; on a

(~ ?).°-° 

~ 
° 

~ 

(x~~ ..~~ x.) est un vecteur de R" ~ x= (~i~ ~g~ *** ~ ~)
désigne sa partie entière et x= (x.p *.. ~ x) sa partie fractionnaire~

de sorte que x+ x=x et 0  x  1 o
B~ ~

On envisage dans V des suites {}m de vecteurs réels à p compo-
n

santés et à m indices, eu P ~ N et m e N+ ; une telle suite sera appelée,
par abus de langage, la suite u. ? parfois aussi nous la désignerons par u .
L’indice marquant le rang des diverses composantes d’un vecteur sera placé en
bas ou en haut sans référence à une covariance ou une contravariance éventuelle
de ce vecteur.

2. Définition 6. - L’extension multidimentionnelle de la notion d’équirépartition
est due à WEYL [17] et à VAN DER CORPUT [l6j.

_ 

Soit une suite vectorielle multiple réelle à p composantes et à m indices

~== (u~~ u~~ "~ ~ u? ~ où ~= (n~~ n~~ ... ~ n~) est un vecteur de 

étant donnés un vecteur N = (N1 , N2 , ... , Nm) de N+m et un ensemble

E le nombre des termes u tels que  = E et est noté
_ _ _ 

n ~~~ _ _(N ~ E) .Si ~ ~ b sont deux vecteurs de R" tels que ~ ~ ~ ~ ~ ? ~ on
pose c?, [a , b[) = (sr, a , b[

La suite est dite équirépartie (mod l) [e.r. (mod 1) ] si et seulement
n 

°~ " "

pour tout couple a , b de vecteurs do Rp tels que 0  a  b  1 , on a



lorsque de plus la suite est répartie sur on dit qu’elle est équiré-

partie sur I A Pour quo la suite soit é. r. (mod 1) , il faut et il

...~ . , 
n 

psuffit que la suite u~ soit é. r. sur I .

3. - Soit en particulier une suite vectorielle simple réelle à p composantes

un = (u1n , u2n , ... , upn) , où n ~ N+ . Si, étant donné un entier naturel N,
le nombre des termes u 

n 
tels que 

n 
 b et 1  n  N est noté

[N , a , b , suite un sera e. r. (mod 1) si et seulement si, pour tous
u 

n

les coupl© s â 9 b envisagés plus haut, on a

qui traduit (27) dans le. cas m ~ ~ ~

Le nombre 
j

s’appelle discrépance de l’ensemble {u1 , u2 , ... , des N premiers termes
de la suite ~ . Ici encore (ci. 1-3, 1~4)~ pour toute suite u~ on a
0  DN(u)  1 , et une condition nécessaire et suffisante d* équirépartition
(mod 1) de la suite u 

n 
est que l’on ait

On en conclut qu’il faut même, pour que la suite ~ soit é. r. (mod 1) ,
que la condition (28) soit satisfaite uniformément en a et b* .

4. - Un argument analogue à celui du théorème 2 montre q ue la définition 6
peut être formulée d’une manière plus générale : pour tout enscmble E mesurable-R
et inclus dans on a



5. Définition 7. - Soit [v , N , a , b[ 
lî 

le nombre des termes u
n 

tels que

a  tî  b et v + 1  n  v + N , eu v ~ Nm . La suite un est dite unifor-

mément  équiréparite (mod l) [u. é. r. (mod 1) ] si et seulement si, pour tout

couple a ~ b de vecteurs de R* tels que 0~ab~T~ on a

Toute suite vectorielle multiple u~ e. ro (mod l) est évidemment e. r

(mod 1) , mais la réciproque est fausse. On verra plus loin (cf théorème 19)
qu’il existe des suites vectorielles multiples u. ec r (mod 1) .

6~ ~ Si z est un nombre complexe~ ?2 désigne sa partie réelle et 3z sa

partie imaginaire, de sorte que z==Rz4-jSz et Rz ~ R , Jz ~ R .
La suite complexe z est dite é~ ré (mod l) u~ é. r (mod l) ]

si et seulement si la suite vectorielle simple réelle ((Rz , Jzn) de R 3
est e. r. (mod l) [resp. : u. é. r. (mod l) ]e

7e Critères d’équirépartition.

7~1w - Soit la classe des fonctions à valeurs complexes bornées et

intégrables-R sur I" o

THÉORÈME 16. - Pour que la suite  à p composantes et à m indices soit
" ’° " ’ ’ ’° ’ ~ "~" ’ 

n 
’ ’ ’ ’ " ’ ’" " "’

é r* (mod 1) ~ il faut et il ,suffit toute fonction f e 3(1~) ~ on
ait

Le 2e membre désigne ici l~ intégrale multiple



Avec des notations dont la signification est évidente, on peut d’ailleurs

remplacer dans cet énonce la classe 3(1 ) soit par la classe C(l*) ~ soit par
la classe C(T~) ~ ou P désigne le tore unité à p dimensions (cf. Il-1.2,
II-.13) ; pour passer au dernier cas, on utilise la sous-classe des fonctions
f de C(I~) pour lesquelles f(0 ~ x~ ~ ~~ ~ x ) = f(l ~ x~ ~ ~.~ 
f(x~ ~ 0 ~ .~ ~ f(x~ ~ 1 ~ .c. ~ Xp) ~ .~ ~

7.2. THEOREME 17. - Pour que la suite  à p composantes et à m indices
" ’" " " "’ "’" 

n 
"" " ’ ’ ’ ’

soit é. r. (mod 1) , il faut et il suffit que, pour tout vecteur h ~ 0 de
on ait

’~~ 

-~

-~ , ..... o 
. 

d t 3 ~ ..~ p h khu désigne ici le produ.it intérieur des vecteurs h , u , soit hu =  h u .n n n 1 ~ n
Bornons-nous à remarquer que la condition est nécessaire car, si la suite û

n
est é. r. 1) , (33) donne (34) en prenant f(x) = e hX où Ô i h ~ Zp
de sorte que f E C( Tp) .

7.3. - Le théorème 17 admet l interprétation suivante: poux aue la suite û
soit é. r. 1) , il faut et il suffit que, pour tout vecteur h ~ 0 de
Zp, la suzte hû le soit.

7.4. - THÉORÈME l8... Pour ue la suite û à p composantes et à !il indices

soit é. r. 1) , il faut et i1 suffit que, pour tout vecteur h = h h2 ...
de N* p i on ait



Bornons-nous à remarquer que la condition est nécessaire car, si la suite u
est ë r. (mod 1) , (33) donne (35) en prenant f(x) = x. x2 ... xp , où
Ë~ j~B de sorte que f e o

8 Critère d’équirépartition uniforme.

Sol* - Pour que la suite TÎ à p composantes et à m indices soit u. ë r.

(mod 1) , il faut et il suffit que, pour tout vecteur h ~ 0 de Zp , on ait

-> -~

8.2. - Le critère (36) admet l’interprétation suivante: pour que la suite u~
soit u. ~o r. (mod l) ~ il faut et il suffit que pour tout vecteur ~~ ~ de~

Z". la suite hu le soi to" ’ 
20142014201420142014 ~ 

20142014201420142014

9 ’- Les interprétations V-.7o3 et conduisent à étendre les notions d’équi-
répartition et d’équirépartition uniforme aux suites vectorielles multiples réelles

(u 1n , u2n , u3n , ...) à une infini té dénombrable de composantes et à m indices o

On pose notaient ë

Définition La suite (u1n u2n , u3n , ...) est dite équirépartie (mod 1)

[e~ r~ (mod 1) ] si et seulement si, pour tout r e N~ ~ la suite
(u1~ , u2~ , ... , ur~) de R est é. r. (mod 1)  Lorsque, de plus, la suite

(u1~ p u2~ , u3~, ...) est répartie sur I~ , on dit quelle est équirépartie sur
n n n

I".

10. Applications.

10.1. THÉORÈME 19. - Soit iî== (n1 , n2 , ... , nm) un vecteur de N+m et
2014~ 1 0 P

soit L~== (L~~ L~~ un vecteur de R~ dont chaque composante est
n n n n 

"

une forme linéaire en n~~ n~~ ... ~ n~ si le seul vecteur S jd~ Z~ tel
que hL 

tl 
soit à coefficients entiers rationnels en n1 , n2 , ... , nm est le



vecteur 0 , alors la suite f est u. é. r. (mod 1) .
~ 

n

Posons Î E R~ ~ par hypothèse, pour tout vecteur h J Ô de

on a ~’ ~ ~ 1) , et est-à-dire que l’une au moins des composantes de A ~
soit où 1 s  m , n’ est pas entière rationnelle.

Soient Ô ~ h ~ Zp’- v E ~~a’. et f ornons

Dans ce dernier membre, le produit des m - 1 facteurs poux lesquels k ~ s a
un module  1 , de sorte que .

.

Au 2e nombre figure la somme d’une progression géométrique de raison e(As) ~ 1 ,
puisque As 

s 
on a donc

Il en résulte que N) | 1 |e(As) - lt 
’ 

= 
N ce qui montre que

03C3(v , N) tend uniformément en ? e Nm vers 0 quand N ~ oo, donc quand2014~~ ~~ s
N ~ oo , Dès lors, le critère (36) donne le résultat annoncée

CASSELS [2] démontre, sans recourir au critère (34), que la suite L est é. r.
1) . ~~

En particulier :

a. Pour p = 1 , on obtient, on prenant L == 03BBn : soit n un vecteur de N+m
~ m 

~ "

et soit À un vecteur de si l’une au noins des composantes est ir-

rationnelle, alors la suite 03BBn est n. é. r. (mod 1) .
L’ hypothèse de l* énoncé général devient ici : pour tout entier non nul h ~ Z ,

on a 0 (mod 1) , ce qui exprime que l’une au moins des composantes de X
est irrationnelle~



bc Pour m =? 1 , on obtient, en prenant L = 03BBn : soit 03BB un vecteur de

Rp ; si le seul vecteur h de Z" tel que hÂ soit entier rationnel est le

vecteur 0 , alors la suite 03BBn est u. é. r. (mod 1) 

c. Pour p == m = 1 , on retrouve, en prenant L == 03BBn , le théorème 6.

10.2. - La suite où 0 ~ X e C , est é. r. (mod 1) pour presque tous
les tels que jz) 1 (LEVEQUE [8]).

B ~ ~ ~on tous les

deux nuls ; on a

Posons h = ~,hz ~ où h~ sont des entiers rationnels non tous les

deux nuls, et formons

Pour que la suite complexe soit éo r. 1) , il faut et il suffit que
pour tout vecteur h2) ~ (0 , 0) , la suite |h03BB| 03C1n cos(nt - 03B1) le soit
et pour cela il suffit que, pour tout nombre > 0 ~ la suite
03C1n cos(nt - a) le soit. Or, d’après IV-5.3, quel que soit > 0 , cette 

nière suite est é. r. 1) pour presque tous les t E R 9 la propriété
annoncée en résulte.
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